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Algèbre linéaire.  
Exercices 2018-2019 
 
Niveau 1.  
Espaces vectoriels, sous-espaces vectoriels, famill es libres et génératrices, dimension.  
1. Etudier si les ensembles proposés sont des sous-espaces vectoriels des espaces précisés.  

Si oui, en donner une base et la dimension. 
  • 1F  = {( zyx ,, ) ∈ �3, 0=−+ zyx }, et : 2F  = {( zyx ,, ) ∈ �3, 0.2 =++=+− zyxzyx }, dans �3. 

  • G  = {( tzyx ,,, ) ∈ �4, 0.2.3.2 =++−=−−+ tzyxtzyx }, dans �4. 

  • H  = { P  ∈ �2[X], 0)2( =P }, dans �[X]. 
 

2. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel et soit : ( vu, ) ∈ E2, tel que : 0≠u . 

a. Montrer que la famille ( vu, ) est liée si et seulement si : ∃ λ  ∈ K, uv .λ= . 

b. A-t-on l’implication : (( vu, ) est liée)  (∃ µ  ∈ K, vu .µ= ) ? 
 

3. Déterminer dans F(�,�), la dimension de cos)(sin,Vect . 
 

4. Soit E un K-espace vectoriel, et soit ( pee ,...,1 ) une famille libre de vecteurs de E. 

Montrer que si : a  ∈ E, tel que : ),...,( 1 peeVecta ∉ , alors ( aeae p ++ ,...,1 ) est libre. 

 
Sous-espaces vectoriels supplémentaires, sommes dir ectes. 
Dans les 3 exercices suivants, indiquer si les sous-espaces vectoriels proposés sont supplémentaires. 
 
5. Dans �3, F  = {( zyx ,, ) ∈ �3, 0.2 =++=+− zyxzyx }, et : G  = ))1,1,1(),1,1,0(( −Vect . 

 
6. Dans E rapporté à une base ( 321 ,, eee ), on note :  

  321 eeeu +−= , 321 .2.2 eeev ++= , 31 .3.4 eew += , 21 .2eex +−= , 

puis : ),,( wvuVectF = , et : )(xVectG = . 
 

7. Dans Mn(K), les sous-espaces vectoriels formés des matrices symétriques et antisymétriques. 
Même question avec les fonctions paires et impaires dans F(�,�). 
 

8. Dans �4, soient :  
  ))2,0,1,0((VectE = , ))0,1,2,1(( −= VectF , =G  {( tzyx ,,, ) ∈ �4, 0.2.3.2 =++−=−−+ tzyxtzyx }. 

A-t-on : �4 = GFE ⊕⊕  ? 
 

9. Soient : =F  { f  ∈ C1(�,�), 0)0(')0( == ff }, et : =G  { bxax +.a , ( ba, ) ∈ �2}. 

Montrer que F  et G  sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de C1(�,�). 
 

Applications linéaires. 
10. Soit : u  ∈ L(E), où E est un K-espace vectoriel quelconque. 

a. Montrer que : ( 02 =u ) ⇔ ( )ker()Im( uu ⊂ ). 

b. Si f  et g  sont deux éléments de L(E), montrer de même que: ( 0=fog ) ⇔ ( )ker()Im( fg ⊂ ). 
 

11. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n , et soit : f  ∈ L(E), tel que : 03 =f . 

Montrer que : 
2

)( 2 n
frg ≤ . 

 
12. Soient E un K-espace vectoriel et : f ∈ L(E), nilpotent (c'est-à-dire tel que : ∃ n  ∈ �*, 0=nf ).  

En s’inspirant de la factorisation de nx−1 , montrer que : fidg E −= , est inversible et exprimer son 

inverse en fonction de f . 
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13. Pour : 2≥n , on note : n

i

e
π

ω
..2

= . 

Pour tout polynôme P , on pose par ailleurs : 
−

=

=
1

0

).()(
n

k

kk XPPF ω . 

Montrer que F  définit un automorphisme de �n-1[X]. 
 

14. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et soit : ( gf , ) ∈ L(E)², tel que :  

  )ker()ker()Im()Im( gfgfE +=+= . 
En raisonnant sur les dimensions, montrer que les sommes précédentes sont directes. 
 

15. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit : ( gf , ) ∈ L(E)2, tel que : Eidfogf =+2 . 

Montrer que f  et g  commutent (on pourra commencer par montrer que f  est bijective). 
 

16. Soit E l’espace C∞(�,�). 

On définit ϕ  et ψ  sur E, par : ∀ f  ∈ E, ')( ff =ϕ , et : gf =)(ψ , avec : ∀ x  ∈ �, =
x

dttfxg
0

).()( . 

a. Montrer que ϕ  et ψ  sont des endomorphismes de E. 
b. Déterminer ψϕo  et ϕψo . 
c. Déterminer image et noyau de ϕ  et de ψ . 
 

17. Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie et : u  ∈ L(E,F). 
Montrer que pour tout sous-espace vectoriel E’ de E, on a : ))ker('dim()'dim())'(dim( uEEEu ∩−= . 
 

18. Soient E, F et G des espaces vectoriels de dimension finie. 
Soient : f  ∈ L(E,F), et : g  ∈ L(F,G). 

Montrer que : ( gof  est un isomorphisme) ⇔ ( f  est injective, g  est surjective, et : )ker()Im( gfF ⊕= ). 
 

19. Soient E et F deux K-espaces vectoriels et : f  ∈ L(E,F). 

On note : =fA  { g ∈ L(F,E), 0=fogof }. 

a. Montrer que fA  est un espace vectoriel. 

b. Montrer que si f  est injective, alors : =fA  { g ∈ L(F,E), )ker()Im( gf ⊂ }. 

c. Montrer que si f  est surjective, alors : =fA  { g ∈ L(F,E), )ker()Im( fg ⊂ }. 

 
20. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et : f  ∈ L(E), tel que : )()( 2frgfrg = . 

a. Montrer que : )Im()Im( 2ff = , et : )ker()ker( 2ff = . 

b. En déduire que : )ker()Im( ffE ⊕= . 
c. Plus généralement, montrer que :  
      ∀ ( gf , ) ∈ L(E)2, ( )()( grggofrg = ) ⇔ ( )ker()Im( gfE += ), 

      ∀ ( gf , ) ∈ L(E)2, ( )()( frggofrg = ) ⇔ ({ } )ker()Im(0 gf ∩= ). 
 

21. Images et noyaux itérés. 
Soit f  un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie : 1≥n . 

Pour tout entier naturel p , on note : )Im( p
p fI = , et : )ker( p

p fN = , où : offofof p ...=  ( p  fois). 

a. Montrer que les suites ( pI ) et ( pN ) sont respectivement décroissantes et croissantes pour l’inclusion. 

b. Justifier l’existence d’un entier : r  ∈ �, tel que : rr II =+1 . 

c. Vérifier que les deux suites ( pI ) et ( pN ) sont alors constantes à partir du rang r . 

d. Montrer que : ENI rr =⊕ . 
e. Justifier que la plus petite valeur r  vérifiant l’égalité de la question b est telle que : nr ≤ . 
 

Projecteurs. 
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22. Soient E un �-espace vectoriel et : f  ∈ L(E), tel que : 0.2.32 =+− Eidff . 

a. Montrer que )ker( Eidf −  et ).2ker( Eidf −  sont supplémentaires dans E. 

b. On note p  (respectivement q ) le projecteur de E sur )ker( Eidf −  (respectivement ).2ker( Eidf − )  

    dans la direction ).2ker( Eidf −  (respectivement )ker( Eidf − ). 

    Déterminer qp +  et montrer que : qpf .2+= . 

c. Calculer nf  pour tout valeur entière n  en fonction de p  et q . 

d. Justifier que f  est inversible et exprimer 1−f  en fonction de p  et q . 
 

23. Soient : u  ∈ L(�2,�3), et : v  ∈ L(�3,�2), tels que uov  soit un projecteur de rang 2 de �3. 
Montrer que : )Im()Im( uuov = , puis que : 2R

idvou = . 

 
24. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et p  un projecteur de E. 

On note φ  l’application de L(E) dans L(E) définie par : ∀ f  ∈ L(E), poffopf +=)(φ . 

a. Montrer que φ  est un endomorphisme de L(E). 

b. Montrer que : ∀ f  ∈ L(E), ( ff =)(φ ) ⇔ ( )Im())(ker( ppf ⊂ , et : )ker())(Im( ppf ⊂ ). 
 

25. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n  et soit : f  ∈ L(E). 

Montrer que : ( f  est un projecteur) ⇔ ( nidfrgfrg E =−+ )()( ). 

On pourra faire intervenir )ker( f  et )ker( Eidf − . 
 

Matrices. 
26. On note, pour : 30 ≤≤ k , k

k XP )1( += , puis : B’ = ( 3210 ,,, PPPP ). 

a. Justifier que B’ est un base de �3[X]. 
b. Déterminer la matrice de passage de B, base canonique de �3[X], à B’ puis celle de B’ à B. 
 

27. Soit : 







=

11

23
A .  

a. Montrer que : 0.4 2
2 =+− IAA .  

b. En déduire que A  est inversible et donner 1−A . 
c. Montrer alors que : ∀ k  ∈ �, ),( 2 AIVectAk ∈  (on distinguera suivant le signe de k ). 
 

28. Soit : 
















−−
−
−

=
201

335

212

A . 

Calculer 3
3)( IA + , en déduire que A  est inversible et préciser 1−A . 

 

29. On note : 
















=
010

001

100

J . 

a. Déterminer le plus petit sous-espace vectoriel (au sens de l’inclusion) F  de M3(�) contenant J  et  
    stable par multiplication. 
b. Préciser la dimension et une base de F . 
 



PSI Dupuy de Lôme – Chapitre 04 : Algèbre linéaire (Exercices).              - 4 - 

30. On note : =F  {



















=

abb

b

b

bba

baM

L

OOM

MOO

L

),( , ( ba, ) ∈ �2} ⊂ Mn(�), avec : 2≥n , et : 



















=

11

11

LL

MM

MM

LL

U . 

a. Montrer que F  est un sous-espace vectoriel de Mn(�), et en préciser une base et la dimension. 
b. Calculer le produit de deux éléments de F  à l’aide de U . 

c. Calculer : pbaM ),( , pour tout : ( ba, ) ∈ �2, et : p  ∈ �. 

d. Trouver des conditions nécessaires et suffisantes sur ( ba, ) pour que ),( baM  soit inversible et  

    préciser alors 1),( −baM . 
 

31. Soient : CBA ,,  ∈ Mn(K), non nulles avec : 2≥n , vérifiant : 0.. =CBA . 

Montrer qu'au moins deux des matrices CBA ,,  ne sont pas inversibles. 
 

32. a. Déterminer noyau et image de f  dont la matrice dans la base canonique de �3 est 
















−−
000

110

221

.  

b. Sont-ils supplémentaires ?  
    f  est-il un projecteur ? 

c. Que dire du rang de la matrice, ou du rang de f  ?  
    Quels résultats étaient prévisibles ? 
 

33. On note : E = M2(�), 







=

42

21
A , et u  l’endomorphisme de E dans E, qui à X  fait correspondre AX . . 

Montrer que : u  ∈ L(E), trouver son image, son noyau, et sa matrice représentative dans la base 
canonique de E. 
 

34. Soit ϕ  l’endomorphisme de �n[X] défini par : ∀ P  ∈ �n[X], )1()( += XPPϕ . 

a. Ecrire la matrice A  de ϕ  dans la base canonique B de �n[X]. 

b. Montrer que A  est inversible et calculer 1−A . 
 

35. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n , et soit : f  ∈ L(E), tel que : )ker()Im( ffE ⊕= . 
Montrer à l’aide par exemple d’une analyse-synthèse, qu’il existe une base B de E telle que :    

  mat B 







=

00

0'
)(

A
f , matrice par blocs avec : 'A  ∈ Glr(K), où : )( frgr = . 

 
36. Soient E un K-espace vectoriel de dimension 3 et : u  ∈ L(E), tel que : 0≠u , 02 =u . 

a. Si u  est solution du problème, comparer )Im(u  et )ker(u , et en déduire )(urg . 
b. A l’aide d’une analyse-synthèse, montrer qu’il existe une base B de E dans laquelle :  

      mat B

















=
000

001

000

)(u . 

 
37. Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3, et soit : f  ∈ L(E), tel que : 03 =f , 02 ≠f . 

a. Montrer qu’il existe une base B de E telle que : mat B

















==
010

001

000

)( Af .  

b. Monter que : ∀ g  ∈ L(E), ( foggof = ) ⇔ ( ),,( 2ffidVectg E∈ ). 
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c. Généraliser pour un espace de dimension n . 
 

38. Matrice à diagonale strictement dominante. 

Soit : )( , jiaA =  ∈ Mn(�), telle que : ∀ ni ≤≤1 , ii

n

ij
j

ji aa ,
1

, <
≠
=

. 

a. En utilisant : X  ∈ Mn,1(�), 0≠X , 0. =XA , et 0i  tel que : i
ni

i xx
≤≤

=
1
max

0
, aboutir à une contradiction. 

b. En déduire que la matrice A  est inversible. 
 

Trace. 
39. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. 

a. Pour : ( gf , ) ∈ L(E)2, calculer )( goffogtr − . 

b. En déduire que dans un espace vectoriel de dimension finie, il n’existe pas de couple ( gf , )  

    d’endomorphismes tel que : Eidgoffog =− . 
 

40. Soit : A  ∈ Mn(�), telle que : 0)( ≠Atr , et soit φ  définie sur Mn(�) par :  

  ∀ M  ∈ Mn(�), AMtrMAtrM ).().()( −=φ . 

a. Montrer que φ  est un endomorphisme de Mn(�). 

b. Déterminer le noyau puis l’image de φ . 
 

41. Soit A  et B  deux éléments de Mn(K). 
On considère l’équation : BAXtrX =+ ).( , d’inconnue : X  ∈ Mn(K). 

a. Montrer qu’une solution de cette équation est nécessairement de la forme : ABX .λ+= , où : λ  ∈ K. 
b. Réciproquement, montrer que : 
      • si : 1)( −≠Atr , cette équation admet une solution unique que l’on précisera. 

      • si : 1)( −=Atr , l’équation n’admet pas de solution ou en admet une infinité suivant la valeur de  

    )(Btr , et préciser alors ces solutions. 
 

Formes linéaires, dualité, hyperplans. 
42. Soient D  une droite vectorielle et H  un hyperplan d'un K-espace vectoriel E de dimension : n  ∈ �*. 

a. Montrer que si : HD ⊄ , alors D  et H  sont supplémentaires dans E. 
b. La réciproque est-elle vraie ? 
 

43. Soit : n  ∈ �*, et soit φ  définie par : ∀ P  ∈ �n[X], )(.2
2

1
2

)( XP
X

P
X

PP −






 −+






=φ . 

a. Déterminer le degré de )(Pφ  en fonction de celui de P , pour : P  ∈ �n[X]. 

b. En déduire que φ  permet de définir un endomorphisme de �n[X] (que l’on notera encore φ ).  

c. Déterminer )ker(φ  et une base de )Im(φ . 

d. On considère alors l’application de �n[X] dans � notée θ et définie par : ∀ P  ∈ �n[X], =
1

0
).()( dttPPθ . 

    Montrer que θ est une forme linéaire sur �n[X] et que : )Im()ker( φθ = . 
 

44. Soient E un �-espace vectoriel de dimension finie n , u  ∈ E, et f  une forme linéaire non nulle sur E. 

On appelle φ  l’endomorphisme de E défini par : ∀ x  ∈ E, uxfx ).()( =φ . 

Montrer que : )(1)det( ufid E +=+ φ . 
 

Calcul de déterminants.  
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45. Montrer que si α, β, γ sont des réels entre 0 et π, de somme π, alors : 0

2
tan

2
tan

2
tan

)cos()cos()cos(

111

=
























 γβα
γβα . 

46. Calculer : 

0

0

0

0

xyz

xzy

yzx

zyx

D = , où : ( zyx ,, ) ∈ �3, puis déterminer : {( zyx ,, ) ∈ �3, 0=D }. 

 
47. Calculer le déterminant des matrices suivantes : 

  • 



















n11

1

21

111

L

OOM

MO

L

, avec : n  ∈ �*,  • 

)(
00

0

0

00

n
aa

aa

aaa























L

OOMM

MOOM

L

LL

, avec : a  ∈ �,  • 

)(
011

1

01

110

n


















−−

−

L

OOM

MO

L

. 

 
48. Soient naa ,...,1  des nombres complexes. 

On définit la matrice A  par : ∀ nji ≤≤ ,1 , ),max(, jiji aa = . 

a. Ecrire la matrice A  et calculer son déterminant. 
b. En déduire les déterminants ))),det((max( 1,1 njniji ≤≤≤≤ , et ))),det((min( 1,1 njniji ≤≤≤≤ . 

 
Déterminants tridiagonaux. 
49. Soient : ( ba, ) ∈ K2,  α  ∈ �, et : 2≥n .  

Calculer : 

ba

ba

baba

Dn

+

+

=

100

.

00

1

00.

L

OOOM

OOO

MOOO

L

, puis : 

)cos(.2100

1

00

1

001)cos(.2

α

α

L

OOOM

OOO

MOOO

L

=∆ n . 

Pour nD , on distinguera les cas : ba ≠ , et : ba = . 

 
Déterminant de Vandermonde.  

50. Pour : ( nxx ,...,1 ) ∈ Kn, on pose : 

1

1
22

1
11

1

1

1

1

),...,(

−

−

−

=

n
nn

n

n

nn

xx

xx

xx

xxV

L

MMM

L

L

, puis : 

1

1
11

1
11

1

1

1

)(

−

−
−−

−

=

n

n
nn

n

n

xx

xx

xx

xP

L

L

MMM

L

. 

a. Montrer que : nP  ∈ Kn-1[X]. 

b. Que vaut ),...,( 1 nn xxV  si deux des ix  sont égaux entre eux ? 

c. Dans le cas où les ix  sont distincts 2 à 2, donner une expression factorisée de nP . 

d. En déduire que :  
      ∀( nxx ,...,1 ) ∈ Kn, ),...,().)...((),...,( 111111 −−−−−= nnnnnnn xxVxxxxxxV  puis la valeur de ),...,( 1 nn xxV . 

e. Retrouver, directement à partir de l’expression de ),...,( 1 nn xxV  la relation de récurrence précédente. 

 
Déterminants par blocs. 
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51. Soient DCBA ,,,  quatre matrices de Mn(K), telles que C  et D  commutent et D  est inversible. 

On pose par ailleurs : 







=

DC

BA
M , et : 









−
=

nIC

D
N

0
. 

A l’aide d’un produit faisant intervenir la matrice N , montrer que : )..det()det( CBDAM −= . 
 

52. Soit : ( BA, ) ∈ Mn(K)2, et soit M  définie par blocs par : 







=

AB

BA
M . 

En utilisant des combinaisons de lignes ou de colonnes, montrer que : )det().det()det( BABAM −+= . 
 

Déterminants et applications linéaires. 

53. Soit : u  ∈ L(�4), de matrice représentative dans la base canonique : 



















−−
−−

−
−

=

5361

6475

3147

4253

A . 

Déterminer )(Arg , et donner une condition nécessaire et suffisante pour que : )Im(),,,( utzyx ∈ . 
 

54. Soit : =F  { )(. xPex x
a , avec : P  ∈ �n[X]}. 

a. Montrer que F  est un sous-espace vectoriel de F(�,�). 
b. Montrer que la dérivation de fonctions est un endomorphisme de F  dont on calculera le déterminant. 
 

55. Soit f  un endomorphisme de � considéré comme un �-espace vectoriel. 
a. Rappeler la dimension de � dans ce cas, puis une base de � comme �-espace vectoriel. 

b. Montrer qu’il existe un unique couple ( ba, ) de complexes tels que : ∀ z  ∈ �, zbzazf ..)( += . 

c. Exprimer )det(f  en fonction de a  et de b . 
 

Systèmes linéaires. 
56. Résoudre les systèmes : 

 (S1) 













=++
=++
=++
=++

mzyx

zmyx

mzymx

zyxm

1.

.

1.

,   (S2) 








−=−+−+−
=++
=++

)1.().1.().1.().1.(

...

1

ddzccybbxaa

dzcybxa

zyx

 ,  

avec : m  ∈ �, et : ( dcba ,,, ) ∈ �4. 
 

57. Peut-on trouver des valeurs de m , pour lesquelles le système (S) admet d’autres solutions que (0,0,0) ? 

  (S) 








=+−
=+−+
=−+−

0.3.3.2

0).2.3(.2.

0).1(

zyx

zmyxm

zymx

. 

 
Calcul de rang de matrice. 

58. Pour : n  ∈ �*, et : α  ∈ �, on note : 























=

100

0

0

0

001

)(

α

α
α

α

L

OOOM

MOOO

OO

L

M . 

Calculer ))(det( αM , et en déduire ))(( αMrg , suivant la valeur de α .  
 

Niveau 2.  
Espaces vectoriels, sous-espaces vectoriels, famill es libres et génératrices, dimension. 
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59. Dans : E = F(�,�), on note nf  la fonction définie sur �, pour : n  ∈ �, par : ∀ x  ∈ �, )sin()( nxxf n += . 

Déterminer, pour tout : n  ∈ �, )dim( nF , où : ),...,,( 10 nn fffVectF = . 

 
60. Déterminer une base et la dimension du sous-espace vectoriel F de F( ] 1,1+− [,�) engendré par les 

fonctions définies par : 

∀ x  ∈ ] 1,1+− [, 
x

x
xf

+
−=

1

1
)(1 , 

x

x
xf

−
+=

1

1
)(2 , 

²1

1
)(3

x
xf

−
= , 

²1
)(4

x

x
xf

−
= . 

 
Sous-espaces vectoriels supplémentaires, sommes dir ectes.  

61. Montrer que : cos)(sin,Vect ⊕ { f  ∈ E, )(
2

)0( ππ
fff =







= } = C0([0,π],�).  

 
62. Dans �[X], =F  �2[X], et : =G  { P  ∈ �[X], 0)(')( == aPaP }, avec : a  ∈ �, sont-ils supplémentaires ? 

 
Applications linéaires, projecteurs.  
63. Soit : E = C∞(�,�), et u  qui à f  fait correspondre ''f . 

a. Déterminer )Im(u  et )ker(u .  

b. A-t-on : )ker()Im( uuE ⊕=  ? 
 
64. Soient : E = C0([0,1],�), et T  l’application définie par :  

  ∀ f  ∈ E, ∀ x  ∈ [0,1],  −=
x

dtttfxfT
0

2 ))..(4())(( . 

a. Justifier que T  est un endomorphisme de E. 
b. T  est-il injectif ? surjectif ? 
 

65. Soient : n  ∈ �*, et ∆ (dérivée discrète), l’application de �n[X] dans �[X] définie par : 
  ∀ P  ∈ �n[X], )()1()( XPXPP −+=∆ . 

a. Montrer que ∆ permet de définir un endomorphisme de �n[X], que l’on notera ∆n. 
b. Montrer que : 01 =∆ +n

n  (c’est-à-dire ∆n est nilpotent d’ordre 1+n ). 

c. En déduire qu’il existe des constantes 10 ,..., +naa  (que l’on déterminera) telles que : 

      ∀ P  ∈ �n[X], 0)(.
1

0

=+
+

=

n

k
k kXPa . 

    On pourra faire intervenir l’endomorphisme T  de �n[X] défini par : ∀ P  ∈ �n[X], )1()( += XPPT . 
 
66. Soit f  un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E.  

On suppose que pour tout élément x  de E, ( )(, xfx ) est une famille liée.  

Montrer que f  est une homothétie. 
Remarque : en dimension finie, on pourra utiliser une base de l’espace. 

 
67. Soit : E = ��, et soit p , qui à une suite ( nu ) associe la suite ( nv ) définie par : 

 00 uv = , 11 uv = , ∀ n  ∈ �, nnn vvv .612 += ++ . 

Montrer que p  est un projecteur de E. 
 

68. Soient f , g  et h  trois endomorphismes d’un K-espace vectoriel E, tels que :  

  hfog = , fgoh = , ghof = . 

a. Montrer que f , g  et h  ont même image et même noyau. 

b. Montrer que : ff =5 . 

c. En déduire que : )ker()Im( ffE ⊕= . 
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69. Soient f  et g  deux endomorphismes d'un K-espace vectoriel E tels que : Eidfog = .  

a. Montrer que : )ker()ker( fgof = , et : )Im()Im( ggof = .  

b. Montrer que : )Im()ker( gfE ⊕= . 

c. Dans quel cas peut-on conclure : 1−= fg  ?  

d. Calculer )()( gofogof  et caractériser gof . 
 

70. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit : ( gf , ) ∈ L(E)2. 

On veut montrer que : )()()()()( grgfrggfrggrgfrg +≤+≤− . 

a. Montrer que : )Im()Im()Im( gfgf +⊂+ , et en déduire la deuxième inégalité. 

b. Montrer qu’il suffit de démontrer que : )())()(( gfrggrgfrg +≤− , pour établir la première inégalité, et  
    la déduire de l’inégalité que l’on vient de démontrer. 
 

71. Soient u  et v  deux endomorphismes d’un K-espace vectoriel E de dimension finie. 
On pose E’ un supplémentaire de )ker(u  dans E, soit : )ker(' uEE ⊕= . 

a. Montrer que : )ker()ker()ker( 'Evouuvou ⊕= . 

b. On note ( kee ',...,'1 ), une base de )ker( 'Evou . 

    Montrer que ( )'(),...,'( 1 keueu ) est libre et en déduire que : ))dim(ker())dim(ker( ' vvou E ≤ . 

c. Montrer que : ))dim(ker())dim(ker())dim(ker( vuvou +≤ . 
 

72. Soient E un K-espace vectoriel, et : ),( gf  ∈ L(E)2, tels que : ggofog = , ffogof = . 

a. Montrer que )Im( f  et )ker(g  sont supplémentaires dans E. 

b. Justifier que : )Im())(Im( fgf = . 
 

73. Soient E un K-espace vectoriel, F  un sous-espace vectoriel de E, et : u  ∈ L(E). 

a. Montrer que : )ker())((1 uFFuu +=− . 

b. Exprimer de même ))(( 1 Fuu −  en fonction de F et de )Im(u . 

c. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que : ))(())(( 11 FuuFuu −− = . 
 

74. Soit E l’espace vectoriel des fonctions continues et 1-périodiques sur �. 

A toute fonction f  de E, on associe : −=
1

0
).()( dttfffφ . 

Montrer que φ  est une projection vectorielle dont on déterminera les éléments caractéristiques. 
 

Matrices.  
75. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit f  dans L(E), tel que : 02 =f . 

a. On suppose E de dimension 4. 
    Que peut-on dire de )( frg  ? 

    Montrer que l’on peut trouver une base de E dans laquelle la matrice représentative de f  est ‘simple’. 

b. Si E est de dimension n , montrer qu’il existe une base B de E telle que : ,( fmat B 







=

00

0
) rI

,  

    matrice définie par blocs, avec : )( frgr = . 
 

76. Soient E un K-espace vectoriel de dimension n , et : u  ∈ L(E). 

a. Montrer que : )Im()ker( uu = , si et seulement si : 02 =u , et : )(.2 urgn = . 

b. Montrer que : )Im()ker( uu = , si et seulement si il existe une base de E dans laquelle u  a pour matrice 

   








00

0 A
, où A  est une matrice carrée inversible de type 









2
,

2

nn
. 
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77. On note : En = �n-1[X], où : n  ∈ �*. 

On note par ailleurs nu , de En dans En+1, tel que : QPun =)( , où : ∀ x  ∈ �, ( ))(..)( ²² xPe
dx

d
exQ xx −= . 

Vérifier que ces données sont cohérentes, trouver )Im( nu , )ker( nu , et ,( numat Bn,Bn+1), où Bn est la 

base canonique de En. 
 

78. Soit : n  ∈ �*. 

Montrer que : ∀ Q  ∈ �n[X], ∃ ! P  ∈ �n[X], 
=








=
n

i
i

i X
PQ

0

)(

2
.  

Préciser P  pour : 3=n , 3XQ = . 
 

79. Soit : A  ∈ Mn(�), telle que : jijia ,, 1 δ−= .  

Calculer 2A  puis 1−A . 
 

80. Dans Mn(�) on définit les matrices : 























=

0100

0

0

01

1000

L

OOOM

MOOO

OO

L

A , 























=

1100

0

0

01

1001

L

OOOM

MOOO

OO

L

M . 

a. A l’aide de l’endomorphisme canoniquement associé à A , calculer kA , pour tout entier : k  ∈ �. 

b. En déduire kM , pour tout entier : k  ∈ �.  
 

Calcul de déterminants. 
81. Soit : A  ∈ Mn(�), et 'A  déduite de A  par : ∀ nji ≤≤ ,1 , ji

ji
ji aa ,, .)1(' +−= . 

Calculer )'det(A  en fonction de )det(A . 
 

82. Soit : A  ∈ Mn(�), telle que : ∀ nji ≤≤ ,1 , 1, ±=jia . 

Montrer que )det(A  est un entier divisible par 12 −n . 
 

83. Soit A  une matrice de Mn(�), telle que : ∀ nji ≤≤ ,1 , 0, ≥jia , et : ∀ ni ≤≤1 , 1
1

, ≤
=

n

j
jia . 

Montrer à l’aide d’une récurrence que : 1)det( ≤A . 

 
84. Soient : n  ∈ �*, et : ( BA, ) ∈ Mn(�)², tels que : BABBA =− .. . 

a. Montrer que : ∀ k  ∈ �, )..(. n
kk IkABBA += .  

b. En déduire que : 0)det( =B . 

c. Que peut-on dire de )(Btr  ? 
 

85. Pour cba ,,  dans K, on définit les matrices carrées : 
















=
11

11

L

MM

L

J , et : 



















=

caa

b

ca

bbc

baM

L

OOM

MO

L

),( . 

a. Montrer que : ).),(det()( JxbaMxx −=ϕa , est un polynôme en x  de degré au plus 1. 

    En déduire dans le cas où : ba ≠ , et après avoir calculé )(aϕ  et )(bϕ , la valeur de )),(det( baM . 

b. Montrer que : )),(det()( xaMxx =ψa , est un polynôme en x , et donc une fonction continue de x . 

    En déduire la valeur de )),(det( aaM , (soit )),(det( baM  lorsque : ba = ). 
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c. Retrouver ce dernier résultat par un calcul direct. 
 

86. Soit : 

111

1

1

112

+

=

n

n
Dn

L

OM

MOO

L

, pour : 1≥n . 

a. En écrivant la dernière colonne sous la forme : 



















+



















=



















+ nn

0

0

1

1

1

1

1

1

MMM
, et à l’aide de la n -linéarité, trouver  

    une relation entre nD  et 1+nD . 

b. En déduire la valeur de nD  à l’aide en particulier de : 
=

=
n

k
n k

H
1

1
. 

 
Déterminants tridiagonaux. 

87. On pose :























+

+

=

2

2

100

00

001

)(

xx

x

x

xx

xAn

L

OOOM

OOO

MOOO

L

, pour : 1≥n , et : x  ∈ �. 

Calculer ))(det( xAn  pour tout entier n  suivant la valeur de x . 

 
Déterminant de Vandermonde. 
88. Soient ( nxx ,...,1 ) des réels, et 11,..., −nff , des polynômes normalisés de degrés respectifs 1,...,2,1 −n .  

a. Montrer que : 

1

1
11

11

1111

1

1

)()(1

)()(1

−

−

−

−

=

n
nn

n

nnn

n

xx

xx

xfxf

xfxf

L

MMM

MMM

L

L

MMM

MMM

L

, et en déduire la valeur du déterminant. 

b. Montrer que : ∀ k  ∈ �*, ).cos( xk  est un polynôme en )cos(x , de degré k  et de coefficient dominant  

    égal à 12 −k , et en déduire la valeur de : 

).cos()cos(1

).cos()cos(1

11

11

1

++

+ =∆

nn

n

ana

ana

L

MMM

MMM

L

, où : ( 11,..., +naa ) ∈ �n+1. 

 
Déterminants, applications linéaires et matrices. 
89. Soit f  de Mn(�) dans lui-même, telle que : XXf t=)( . 

a. Calculer )det(f . 
b. Pouvait-on prévoir sa valeur ? ou que ce déterminant serait non nul ? 
 

90. Soit A  une matrice réelle à diagonale strictement dominante, donc telle que : ∀ ni ≤≤1 , i,i

n

ij
1j

j,i aa <
≠
=

. 

On rappelle qu’une telle matrice est inversible (voir exercice 38).  
On suppose de plus que : ∀ ni ≤≤1 , 0, >iia . 

a. Montrer que f  : ).det( nIxAx +a , est polynomiale de degré n  et préciser son coefficient dominant. 

b. Montrer que la matrice ).( nIxA +  est à diagonale strictement dominante pour tout : x  ∈ �+. 
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c. Etudier la limite de f  en +∞, et en déduire que : 0)det( >A . 
 

91. Soient A  et B  deux matrices de Mn(�), telles que : ∃ P  ∈ Gln(�), PAPB ..1−= . 
On décompose P  en partie réelle et imaginaire : 21 .PiPP += , avec : ( 21,PP ) ∈ Mn(�)2. 

a. Montrer que : 11 .. PABP = , et : 22 .. PABP = . 

b. Montrer que l’application : ).det( 21 PxPx +a , est polynomiale en x . 

c. En déduire que : ∃ a  ∈ �, 0).det( 21 ≠+ PaP  . 

d. Conclure que : ∃ Q  ∈ Gln(�), QAQB ..1−= . 
e. Que vient-on de démontrer ? 
 

Niveau 3.  
Sous-espaces vectoriels supplémentaires, sommes dir ectes. 
92. Soient : E = C0(�,�), E+ = { f  ∈ E, f  est nulle sur �–}, E– = { f  ∈ E, f  est nulle sur �+}, et E0 l’ensemble 

des fonctions constantes sur �. 
a. Montrer que ces trois ensembles sont des sous-espaces vectoriels de E. 
b. Montrer que : E = E+ ⊕ E– ⊕ E0.  
 

93. Soient : =F  { f ∈ C0([ 1,1+− ],�), 0).(
1

1
=

+

−
dttf }, et : =G  { f ∈ C0([ 1,1+− ],�), f  constante}. 

Montrer que F  et G  sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de C0([ 1,1+− ],�). 
 

94. Dans ��, ensemble des suites complexes, les sous-espaces vectoriels : 
  =F  {( nu ) ∈ ��, 010 == uu }, 

  =G  {( nu ) ∈ ��, 0u  ∈ �, 1u  ∈ �, ∀ n  ∈ �, nnn uuu .4.5 12 −= ++ }, 

sont-ils supplémentaires ? 
 

Applications linéaires, projecteurs. 
95. Soit f  un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension n . 

On suppose que f  est nilpotent d’indice p , à savoir : 0=pf , 01 ≠−pf . 

a. Montrer qu’il existe : x  ∈ E, tel que : ( )(),...,(, 1 xfxfx p− ) libre. 

b. En déduire que : np ≤ , puis que : 0=nf . 
 

96. On note : E = C∞(�,�), et D l’application dérivée dans E. 
On définit par ailleurs : ϕ  ∈ L(E), par : ∀ f ∈ E, ffff .2'.3'')( +−=ϕ . 

a. Exprimer ϕ  en fonction de D . 

b. Montrer que : ).2ker()ker()ker( EE idDidD −⊕−=ϕ . 

c. En déduire )ker(ϕ  sans l’aide de la résolution des équations différentielles du second ordre. 
 

97. Soient F  et G  des sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E de dimension finie n . 
Montrer que les affirmations suivantes sont équivalentes : 
  • ∃ u  ∈ L(E), tel que : Fu =)Im( , et : Gu =)ker( ,  

  • nGF =+ )dim()dim( . 
 

98. Soient E un K-espace vectoriel, E’ un sous-espace vectoriel, et 21,FF  des supplémentaires de E’ dans E.  

Soit p  la projection de E sur 1F  parallèlement à E’.  

Montrer que p  définit un isomorphisme de 2F  sur 1F . 
 

99. Soient E0, E1, … , En, des K-espaces vectoriels, et 110 ,...,, +nfff , des applications linéaires, vérifiant : 

            { } { }0...0 11210
110 →→→→→→ +−

−
nnn f

n
f

n
ffff EEEE , 

et la propriété de suite exacte, à savoir : ∀ nk ≤≤0 , )ker()Im( 1+= kk ff . 
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a. Que cela signifie-t-il pour 1f  et nf  ?  

b. En supposant tous les espaces de dimension finie, montrer que : 0)dim(.)1(
0

=−
=

n

k
k

k E . 

c. Construire une suite exacte avec GF + , GF ∩  et GF × , où F  et G  sont deux sous-espaces  
    vectoriels d’un K-espace vectoriel de dimension finie E et retrouver la formule de Grassmann. 
 

Matrices. 
100. Déterminer le centre de Mn(K), soit : {C  ∈ Mn(K), ∀ X  ∈ Mn(K), XCCX .. = }.  

On pourra utiliser une base de Mn(K). 
 

101. Soit : A  ∈ Mn,p(�), de rang r . 
Montrer qu’on peut trouver deux matrices : B  ∈ Mn,r(�), et : C  ∈ Mr,p(�), telles que : BCA = . 
 

102. Montrer par récurrence sur n  que toute matrice nilpotente de taille n  est semblable à une matrice 
triangulaire supérieure stricte (c'est-à-dire une matrice triangulaire dont la diagonale est formée de 0). 
 

103. Soit : A = 








dc

ba
, telle que : abcd ≤≤≤≤0 . 

Pour : 2≥n , on note : 







=

nn

nnn

dc

ba
A . 

Montrer que : ∀ 2≥n , on a : nnnn dacb +≤+ . 

 
Trace. 
104. Soit : H  ∈ Mn(K), telle que : 1)( ≤Hrg . 

a. Montrer qu’il existe U et V dans Mn,1(K), telle que : VUH t.= , et : UVHtr t .)( = . 

b. En déduire que : HHtrH ).(2 = . 

c. Soit : A  ∈ M3(�).  

    Montrer l’équivalence : ( 02 =A ) ⇔ ( 1)( ≤Arg , et : 0)( =Atr ). 
 

105. Résoudre dans M2(�) le système d’inconnues X et Y suivant : 

  { 








−
=+

44

84
).().( XYtrYXtr , et : 









−
=

24

11
.YX }. 

 
106. Soient : =N  { M  ∈ Mn(�), ∃ p  ∈ �, 0=pM }, et : T  = { M  ∈ Mn(�), 0)( =Mtr }. 

Montrer que : TNVect =)( . 
 

Formes linéaires, dualité, hyperplans. 
107. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et soit F un sous-espace vectoriel de F. 

a. En utilisant une base de E adaptée à F, montrer que F est l’intersection d’un nombre fini d’hyperplans. 
b. Montrer que le nombre minimum d’hyperplans pour obtenir le résultat précédent est )dim(F . 
 

108. a. Si A  et B  dans Mn(K), vérifient : ∀ X  ∈ Mn(K), ).().( XBtrXAtr = , montrer que : BA = . 

b. Soit : f  ∈ Mn(K)*.  

    Montrer que : ∃ ! F  ∈ Mn(K), tel que : ∀ A  ∈ Mn(K), ).()( FAtrAf = . 

c. Soit : f  ∈ Mn(K)*, telle que : ∀( BA, ) ∈ Mn(K)², ).().( ABfBAf = .  

    Montrer que : ∃ λ ∈ K, trf .λ= . 
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109. Soient naa ,...,0  1+n  réels distincts deux à deux.  

Pour tout k , on pose : ∏
≠
= −

−
=

n

kj
j jk

j
k aa

aX
P

0 )(

)(
. 

a. Montrer que ( nPP ,...,0 ) est une base de �n[X], et trouver les coordonnées d’un polynôme  

    quelconque dans cette base.  
b. Montrer que : ∀( nbb ,...,0 ) ∈ �n+1, il existe un unique polynôme Q  de �n[X], tel que : 

      ∀ ni ≤≤0 , ii baQ =)( . 

c. Montrer que : ∃ ( ncc ,...,0 ) ∈ �n+1, ∀ P  ∈ �n[X], 
=

=
n

k
kk aPcdttP

0

1

0
)(.).( .  

d. Déterminer les éléments ncc ,...,0 . 

 
110. Soient E = �2[X], et a  un réel. 

Soient 210 ,, yyy  les formes linéaires qui à P  de E font correspondre )(aP , )(' aP , )('' aP . 

a. Ces formes sont-elles indépendantes ? 
b. Généraliser à �n[X], et aux formes ky  qui à P  font correspondre )()( aP k .  

c. Montrer qu’on obtient ainsi une base de �n[X]*. 
 

111. Dans : E = �3[X], avec cba ,,  réels deux à deux distincts, on note cba yyy ,,  les formes qui à P  dans E, 

font correspondre )(),(),( cPbPaP , et y  définie par : =
b

a
dttPPy ).()( . 

La famille ( yyyy cba ,,, ) est-elle libre dans E* ? 

 
112. Soient E un K-espace vectoriel, et *y , *z  des éléments de E* non nuls. 

Montrer qu’il existe un vecteur x  de E vérifiant : 0)(*).(* ≠xzxy . 
 

Formes multilinéaires. 
113. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n , soit B une base de E, et soit : u  ∈ L(E). 

Pour : ( nxx ,...,1 ) ∈ En, on pose : 
=

=
n

i
nxxf

1
1 det),...,( B ),...,),(,,...,( 111 niii xxxuxx +− . 

Montrer que f est n -linéaire alternée, puis que : det).(utrf = B. 
 

114. a. Soient E un K-espace vectoriel de dimension n , B une base de E et nxxa ,...,, 1  des vecteurs de E. 

    Montrer que : detB det),...,,( 21 =+++ nxaxaxa B 
=

+
n

i
nxx

1
1 det),...,( B ),...,,,,...,( 111 nii xxaxx +− . 

b. En déduire : 

nnnn

n

babb

b

bab

bbba

+

+
+

−

L

OOM

MO

L

1

222

1111

, où nn bbaa ,...,,,..., 11  sont des scalaires. 

 
Calculs de déterminants. 
115. Calculer le déterminant de la matrice : A  ∈ Mn(�), avec : ∀ ( ji, ) ∈ �n

2, 2
, )1( −+= jia ji . 

On pourra faire intervenir une famille de n  polynômes de degré 2, notamment pour : 3≥n . 
 

116. On note, pour : n  ∈ �*, A  la matrice nn ×  dont le terme générique jia ,  vaut :  

  
=

=
k

p
k pS

1

 où : ),min( jik = .  
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Préciser la matrice A  et calculer son déterminant. 
 

117. Soit : ( nxxa ,...,, 1 ) ∈ Kn+1, et : 

 

n

n

xaaa

a

a

aaxa

D

+

+

=

L

OOM

MOO

L1

, 























=

0

1

0

M

M

iE ∈ Mn,1(K), où le 1 est sur la i ème ligne et : 
















=
1

1

MC  ∈ Mn,1(K). 

a. Ecrire nD  à l’aide des colonnes iE  et C . 

b. En déduire, à l’aide de la n -linéarité du déterminant, la valeur de nD . 

 
118. Déterminants de Cauchy et de Hilbert. 

Soient : 2≥n , et : nn bbaa ,...,,,..., 11  des réels tels que : ∀ nji ≤≤ ,1 , 0≠+ ji ba . 

On pose par ailleurs : 
njniji

n ba
D

≤≤≤≤














+
=

1,1

1
det . 

a. En utilisant comme pivot la dernière colonne dans un premier temps, puis la dernière ligne dans un  

    deuxième temps, montrer que : 1
1111

1111 .
))...().().()...((

))...().()...((
−

−−

−−

+++++
−−−−

= n
nnnnnnnn

nnnnnn
n D

bababababa

aaaabbbb
D . 

b. En déduire la valeur de nD  pour tout : 1≥n  (déterminant de Cauchy). 

c. Dans le cas où : iai = , jb j = , ∀ nji ≤≤ ,1 , donner la valeur de nD  (déterminant de Hilbert). 

 

119. Pour : ( xp, ) ∈ � × �, on note : 

1

2

1

1

1

1
1

1

0
1

2
001

)(

+









−
+








 +










−










=

p

pp

x
p

pp

x
p

p

x

x

x

L

MM

MOMM

MOM

L

ϕ . 

a. Montrer que : ∀ ( xp, ) ∈ � × �, p
pp xpxx )!.1()()1( +=−+ ϕϕ . 

b. Montrer que : ∀ n  ∈ �*, ∀ p  ∈ �, 
=

+=+
n

k

p
p kpn

1

)!.1()1(ϕ . 

c. En déduire la valeur de : 
=

n

k

k
1

, 
=

n

k

k
1

2 , 
=

n

k

k
1

3 , en calculant 3 déterminants. 

 
120. Soit : A  ∈ Mn(�), telle que : ∀ X  ∈ Mn(�), )det()det()det( XAXA +=+ . 

a. Que dire de A  si : 1=n  ? 
Pour : 2≥n , on note : )(Argr = . 

b. Montrer que : 0)det( =A , puis que : nr < . 

c. Montrer qu’il existe une matrice X  de rang rn −  telle que : 0)det( ≠+ XA . 

    En déduire que : 0=r , puis que A  est nulle. 
 


