Algebre linéaire.
Exercices 2018-2019

Niveau 1.

Espaces vectoriels, sous-espaces vectoriels, famill es libres et génératrices, dimension.

1. Etudier si les ensembles proposés sont des sous-espaces vectoriels des espaces précisés.
Si oui, en donner une base et la dimension.

« F ={(x,y,2) OR® x+y-z=0}et: F, ={(X,Y,2) OR®, x—y+2z=2x+y+2z=0}, dans R®.
e G ={(x,y,2,t) OR* Xx+2y-z—-t=x-y+3z+2t =0}, dans R".
e H ={P ORy[X], P(2) =0}, dans R[X].

2. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel et soit : (u,v) OE? telque: u#0.
a. Montrer que la famille (u,Vv) est liée si et seulementsi: A 0K, v=AuU.
b. A-t-on I'implication : ((u,v) estliée) = (O x OK, u=puv)?

3. Déterminer dans ¥(R,R), la dimension de Vect(sin,cos).

4. Soit E un K-espace vectoriel, et soit (€,,...,e,) une famille libre de vecteurs de E.

Montrer que si: a OE, tel que : aDVect(q,...,ep) , alors (g +a,...,.e, +a) est libre.

Sous-espaces vectoriels supplémentaires, sommes dir ectes.
Dans les 3 exercices suivants, indiquer si les sous-espaces vectoriels proposés sont supplémentaires.

5. DansR’ F ={(x,¥,2) OR? x-y+z=2x+y+z=0},et: G = Vect ((0% 1),(11)).

6. Dans E rapporté a une base (¢,€,,€;), on note :
u=e -e +e,v=2g +2e +te, W=4¢ +36, X=-€ +26,
puis : F =Vect(u,v,w), et : G =Vect(X).

7. Dans o/ (K), les sous-espaces vectoriels formés des matrices symeétriques et antisymeétriques.
Méme question avec les fonctions paires et impaires dans #(R,R).

8. Dans R? soient :
E =Vect ((0102), F =Vect (1,2-10)), G={(x,y,2,t) OR* x+2y-z-t=x-y+3.z+2t=0}.
Aton:R*=EOFOG ?

9. Soient: F={f OCYR,R), f(0)=f'(0)=0},et: G={x— ax+b, (ab) IR
Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de C'(R,R).

Applications linéaires.
10. Soit: u O ¥(E), ou E est un K-espace vectoriel quelconque.

a. Montrer que : (u> =0) < (Im(u) O ker(u)).
b. Si f et g sont deux éléments de £ (E), montrer de méme que: ( fog =0) = (Im(g) O ker(f)).

11. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, et soit: f O ¥(E), telque: f*=0.

Montrer que : rg(f?) < 2

12. Soient E un K-espace vectoriel et : f 0 %(E), nilpotent (c'est-a-dire tel que : O n O N*, f" =0).

En s’inspirant de la factorisation de 1— x", montrer que : g =id; — f , est inversible et exprimer son
inverse en fonction de f .
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13. Pour: n=2,onnote: w=e " .
n-1
Pour tout polyndme P, on pose par ailleurs : F(P) = > P(a').X".
k=0

Montrer que F définit un automorphisme de C,[X].

14. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et soit: ( f,g) O £ (E)?, tel que :
E =Im(f)+Im(g) =ker(f) +ker(Q).

En raisonnant sur les dimensions, montrer que les sommes précédentes sont directes.
15. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit : ( f,g) 0 Z(E)? tel que : f* + fog =idy.

Montrer que f et g commutent (on pourra commencer par montrer que f est bijective).
16. Soit E I'espace C*(R,R).

On définit ¢ et ¢ surE,par: 0 f OE, ¢(f)="f",et: ¢(f)=9g,avec: 0 x OR, g(X) =joxf(t).dt.

a. Montrer que ¢ et (¢ sont des endomorphismes de E.

b. Déterminer goy et ¢Yog .

c. Déterminer image et noyau de ¢ etde ¢ .
17. Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie et : u O £ (E,F).

Montrer que pour tout sous-espace vectoriel E’' de E, on a : dim(u(E')) =dim(E") —dim(E'n ker(u)).
18. Soient E, F et G des espaces vectoriels de dimension finie.

Soient: f O Y (E,F), et: g 0% (F,G).

Montrer que : (gof est un isomorphisme) = ( f estinjective, g est surjective, et: F =Im(f) [ ker(g)).
19. Soient E et F deux K-espaces vectoriels et : f 0 %(E,F).

Onnote : A, = {g0 ¥ (F,E), fogof =0}.

a. Montrer que A, est un espace vectoriel.

b. Montrer que si f estinjective, alors: A, = {gUO ¥ (F,E), Im(f) U ker(g) }.

c. Montrer que si f est surjective, alors : A, = {g0 ¥ (F,E), Im(g) U ker(f)}.
20. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et : f 0 .%(E), tel que: rg(f) =rg(f?).

a. Montrer que : Im(f) =1Im(f?), et: ker(f) =ker(f ?).

b. En déduire que : E =Im(f) [0 ker(f).

c. Plus généralement, montrer que :

O(f,9) 0Z(E) (rg(gof) =rg(9)) = (E =Im(f)+ker(g)),
0(f,9) 0LEY (rg(gof) =rg(f)) « ({oF=Im(f) n ker()).

21. Images et noyaux itérés.

Soit f un endomorphisme d’'un K-espace vectoriel E de dimension finie : n=>1.

Pour tout entier naturel p,onnote: |, =Im(f®"), et: N, =ker(f "), ou: fP* = fofo..of (p fois).

a. Montrer que les suites (1) et (N ) sont respectivement décroissantes et croissantes pour l'inclusion.

b. Justifier 'existence d’'un entier : r O N, telque: I, =1,.

c. Verifier que les deux suites (1 ) et (N ) sont alors constantes a partir du rang r .

d. Montrerque: |, ON, =E.

e. Justifier que la plus petite valeur r vérifiant I'égalité de la question b est telle que : r < n.
Projecteurs.

2i.7
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22. Soient E un R-espace vectoriel et : f 0% (E), telque: f*-3.f +2id. =0.
a. Montrer que ker(f —id;) et ker(f —2id;) sont supplémentaires dans E.
b. On note p (respectivement q) le projecteur de E sur ker(f —id.) (respectivement ker(f —2id;))
dans la direction ker(f —2id.) (respectivement ker(f —id;)).
Déterminer p+q et montrerque: f = p+2q.
c. Calculer f" pour tout valeur entiére n en fonction de p et q.
d. Justifier que f estinversible et exprimer f ™ en fonction de p et q.
23. Soient: u 0.2 (R*R?, et: v 0% (R%R), tels que Uov soit un projecteur de rang 2 de R®.
Montrer que : Im(uov) = Im(u), puis que : vou =id, .
24. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et p un projecteur de E.
On note ¢ I'application de £ (E) dans £ (E) définie par : O f 0O ¥(E), ¢(f) = fop+ pof .
a. Montrer que ¢ est un endomorphisme de £ (E).
b. Montrerque : O f 0L (E), (¢(f)=f) < (f(ker(p)) OIm(p), et: f(Im(p)) O ker(p)).
25. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et soit: f 0 .%(E).
Montrer que : ( f est un projecteur) = (rg(f)+rg(f —idg) =n).
On pourra faire intervenir ker(f) et ker(f —id;).
Matrices.
26. Onnote, pour: 0<sk<3, P =(X +1)*, puis: %"= (P,,P,P,,P,).
a. Justifier que %’ est un base de R3[X].
b. Déterminer la matrice de passage de %2, base canonique de R3[X], a &’ puis celle de ' a .%.
, 3 2
27. Soit: A= .
11
a. Montrer que : A* —4.A+1,=0.
b. En déduire que A est inversible et donner A™.
c. Montrer alors que : 0 k 02, A* OVect(l,,A) (on distinguera suivant le signe de k).
2 -1 2
28. Soit: A=| 5 -3 3
-1 0 -2
Calculer (A+1,)%, en déduire que A est inversible et préciser A™.
0 01
29. Onnote: J=|1 0 0.
010

a. Déterminer le plus petit sous-espace vectoriel (au sens de l'inclusion) F de e/ 3(R) contenant J et

stable par multiplication.
b. Préciser la dimension et une base de F .
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

b . . 5 : :
Onnote: F = {M(a,b) = Lo h ,(a,b) OR} O (R),avec: N=22,et: U =

a. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de ¢ ,(R), et en préciser une base et la dimension.
b. Calculer le produit de deux éléments de F a l'aide de U .

c. Calculer : M (a,b)?, pour tout : (a,b) OR? et: p ON.
d. Trouver des conditions nécessaires et suffisantes sur (a,b) pour que M (a,b) soit inversible et
préciser alors M (a,b) ™.

Soient : A,B,C 0O e/ ,(K), non nulles avec : n> 2, vérifiant : AB.C =0.
Montrer qu'au moins deux des matrices A, B,C ne sont pas inversibles.

1 2 2
a. Déterminer noyau et image de f dont la matrice dans la base canonique de R®est |0 -1 -1].
0O 0 O

b. Sont-ils supplémentaires ?
f est-il un projecteur ?

c. Que dire du rang de la matrice, ou du rang de f ?
Quels résultats étaient prévisibles ?

1 2
Onnote : E =/ ,(R), A= (2 4], et U 'endomorphisme de E dans E, quia X fait correspondre X.A.

Montrer que : u 0 ¥(E), trouver son image, son noyau, et sa matrice représentative dans la base
canonique de E.

Soit ¢ I'endomorphisme de R,[X] définipar: O P O R[X], #(P) =P(X +1).
a. Ecrire la matrice A de ¢ dans la base canonique % de R,[X].
b. Montrer que A est inversible et calculer A™.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, et soit: f 00 %(E), tel que : E =Im(f) O ker(f).
Montrer a I'aide par exemple d’'une analyse-synthese, qu'il existe une base % de E telle que :

A 0 _ , .
mat & (f) = o o matrice par blocs avec : A" 0 GI(K), ou: r =rg(f).

Soient E un K-espace vectoriel de dimension 3 et: u 0 %(E), telque: uz0, u® =0.
a. Si u est solution du probleme, comparer Im(u) et ker(u) , et en déduire rg(u).
b. A l'aide d’'une analyse-synthése, montrer qu'il existe une base .4 de E dans laquelle :

0 0O
matz(U)=|{1 0 0.
0 0O

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3, et soit: f 0 %(E), telque: f¥=0, f220.
00O

a. Montrer gu'il existe une base % de Etelleque: mat, (f)=A=|1 0 Of.
010

b. Monter que : 0 g 0 Z(E), (gof = fog) = (gOVect(id., f, f?)).
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c. Généraliser pour un espace de dimension n.

38. Matrice a diagonale strictement dominante.

Soit: A=(a ;) Dc#(C), telleque: 0 1<is<n, Zn:‘a”‘ <‘a1’i‘.
=1
j#i

a. En utilisant: X O ,1(C), X #0, AX =0, et i, telque: ‘X- ‘ = ma>1xi| , aboutir & une contradiction.

o 1<izn

b. En déduire que la matrice A est inversible.

Trace.
39. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
a. Pour: (f,g) O0%(E)? calculer tr(fog — gof).
b. En déduire que dans un espace vectoriel de dimension finie, il n’existe pas de couple ( f,g)

d’endomorphismes tel que : fog — gof =id;.

40. Soit: A Oc# ((R), telle que : tr(A) # 0, et soit ¢ définie sur e ,(R) par :
OM Oce(R), ¢(M)=tr(A).M —tr(M).A.
a. Montrer que ¢ est un endomorphisme de e/ (R).
b. Déterminer le noyau puis I'image de ¢ .

41. Soit A et B deux éléments de o/ n(K).
On considére I'équation : X +tr(X).A= B, d’inconnue : X 0 o/ (K).
a. Montrer gqu’une solution de cette équation est nécessairement de la forme: X =B+ A.A,ou: A OK.

b. Réciproguement, montrer que :
e si: tr(A) # -1, cette équation admet une solution unique que I'on précisera.

e si: tr(A) = -1, I'équation n"admet pas de solution ou en admet une infinité suivant la valeur de
tr(B), et préciser alors ces solutions.

Formes linéaires, dualité, hyperplans.

42. Soient D une droite vectorielle et H un hyperplan d'un K-espace vectoriel E de dimension : n [0 N*,
a. Montrerque si: D 1 H, alors D et H sont supplémentaires dans E.
b. La réciproque est-elle vraie ?

43. Soit: n O N*, et soit ¢ définie par: 0 P OR,[X], &P) = P[%j + P(l—%j -2P(X).

a. Déterminer le degré de ¢(P) en fonction de celuide P, pour: P 0O R,[X].
b. En déduire que ¢ permet de définir un endomorphisme de R,[X] (que I'on notera encore ¢).
c. Déterminer ker(¢) et une base de Im(¢g).

d. On considere alors I'application de R,[X] dans R notée 6 et définie par : 0 P O R,[X], 8(P) = EP(t).dt :

Montrer que 6 est une forme linéaire sur R[X] et que : ker(@) = Im(¢) .

44. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n, u JE, et f une forme linéaire non nulle sur E.
On appelle ¢ I'endomorphisme de E définipar: 0 x OE, ¢(x) = f(X).u.
Montrer que : detfd; +¢) =1+ f(u).

Calcul de déterminants.

PSI Dupuy de Léme — Chapitre 04 : Algébre linéaire (Exercices). -5-



1 1 1
45. Montrer que si a, B, y sont des réels entre 0 et 1, de somme T, alors :| cos@) cos(B) cos() [=0.

of2) o) ol

0 x vy z
x 0 z Yy . 3 . , . 3
46. Calculer: D = 0 ,ou: (xY,2) OR® puis déterminer : {(x,y,z) OR*, D =0}
y z X
zy x O

47. Calculer le déterminant des matrices suivantes :

1 1 --- 1 o 1 - 1
. . aa 0 -0 .
1 2 - . . ) -1 0 :
3 ,avec: nON*, | : O - - :| ,avec:aUOR, | . . 1
oo, SRR : .o,
1 --- 1 n -1 .- -10
a 0 --- 0 a - (n)
48. Soient a,,...,a, des nombres complexes.
On définit la matrice A par: O 1<i,j<N, & = pa.j) -
a. Ecrire la matrice A et calculer son déterminant.
b. En déduire les déterminants det((max{; J)) i< i<j<n) » €t dEL(MING J))1cicna<jcn) -
Déterminants tridiagonaux.
49. Soient:(a,b) 0K?* a OR,et: n=2.
atb ab 0 .- 0 2cos@g) 1 0O - 0
1 : 1 R :
Calculer: D,=| 0 "-. "-. -, 0 |,puis:A,=| O 0
: R ab : 1
0O - 0 1 a+b 0 - 0 1 2cos@)
Pour D,, on distingueralescas: aZb,et: a=b.
Déterminant de Vandermonde.
1 X o Xf_l 1 X Xf_l
; 1 X = X3 Do :
50. Pour: (X,...,X,) OK" onpose: V. (X,....X,) =|. . , puis : P, (X) = n—1
: Xn—l Xn—l
1 X, - X:_l 1 X Xn—l

a. Montrer que : P, O Kn4[X].
b. Que vaut V, (X,,...,X,) sideux des X, sontégaux entre eux ?

c. Dans le cas ou les X sont distincts 2 a 2, donner une expression factorisée de P, .

d. En déduire que :
O(X,,-0X,) OKY V(X ,0X,) = (X, = %) (X, = X)) Vo (X4, X)) puis la valeur de V., (X,,...,X,) .

e. Retrouver, directement a partir de I'expression de V, (X;,...,X,) la relation de récurrence précédente.

Déterminants par blocs.

PSI Dupuy de Léme — Chapitre 04 : Algébre linéaire (Exercices). -6-



51. Soient A,B,C,D quatre matrices de ¢/ (K), telles que C et D commutent et D est inversible.

_ A B D O
On pose par ailleurs : M = c D ,et: N = :

A l'aide d’un produit faisant intervenir la matrice N, montrer que : det(M) = det(AD - B.C).

B A)
En utilisant des combinaisons de lignes ou de colonnes, montrer que : det(M) = det(A+ B).det(A- B).

A B
52. Soit: (A B) O ,(K)? et soit M définie par blocs par: M :( ]

Déterminants et applications linéaires.

3 -5 2 4
, 4 , i , _ 7 -4 1 3
53. Soit: u O ¥ (R"), de matrice représentative dans la base canonique : A= 5 7 4 -6l
1 6 -3 -5

Déterminer rg(A), et donner une condition nécessaire et suffisante pour que : (X,y,z,t) JIm(u).

54. Soit: F = {x+ e*.P(X), avec: P 0 R,[X]}.
a. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de ¥(R,R).
b. Montrer que la dérivation de fonctions est un endomorphisme de F dont on calculera le déterminant.

55. Soit f un endomorphisme de C considéré comme un R-espace vectoriel.
a. Rappeler la dimension de C dans ce cas, puis une base de C comme R-espace vectoriel.
b. Montrer gu'il existe un unique couple (a,b) de complexestelsque: 0 z OC, f(z)=az+ b.z.
c. Exprimer det(f) en fonction de a etde b.

Systemes linéaires.
56. Résoudre les systemes :

mx+y+z =1
X+y+z =1
X+my+z = m
(Sy) , (S,) yax+hby+cz =d ,
X+y+mz =1
a(@a-).x+b.(b-2).y+c(c-).z = d.(d-2
X+y+z = m

avec: m OR, et: (a,b,c,d) IR

57. Peut-on trouver des valeurs de m, pour lesquelles le systeme (S) admet d’autres solutions que (0,0,0) ?

x-(m+1).y-z =0
(S) smx+2y-(3m+2).z = 0.
2X-3y+3z =0

Calcul de rang de matrice.

1 0 0 «a
a 0
58. Pour:n ON*et: a OC,onnote: M(a)=|0 :
. . 00
O - 0 a1

Calculer det(M (a)), et en déduire rg(M (a)), suivant la valeur de a .

Niveau 2.
Espaces vectoriels, sous-espaces vectoriels, famill es libres et génératrices, dimension.
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59. Dans: E = 4(R,R), on note f lafonction définie sur R, pour: n ON, par: O x OR, f (X) =sin(x+n).
Déterminer, pour tout: n ON, dim(F,), ou: F, =Vect(f,, f,,....,f,).

60. Déterminer une base et la dimension du sous-espace vectoriel F de &(]— 1+1[,R) engendré par les
fonctions définies par :

Sous-espaces vectoriels supplémentaires, sommes dir ectes.

61. Montrer que : Vect(sin,cos)d {f OE, f(0)= f[gj = f (7))} = C°([0,1,R).

62. Dans R[X], F = Ry[X], et: G={P OR[X], P(a) =P'(a) =0}, avec: a O R, sont-ils supplémentaires ?

Applications linéaires, projecteurs.
63. Soit: E=C"(R,R), et u quia f fait correspondre f".

a. Déterminer Im(u) et ker(u) .
b. A-t-on: E =Im(u) O ker(u) ?

64. Soient : E = C°([0,1],R), et T I'application définie par :
0f OE O x 0[0,1], T(f)(X) =j:f(4.(t—t2)).dt.

a. Justifier que T est un endomorphisme de E.
b. T est-il injectif ? surjectif ?

65. Soient: n [0 N*, et A (dérivée discrete), I'application de R,[X] dans R[X] définie par :
0 P ORy[X], A(P) =P(X +1) - P(X).

a. Montrer que A permet de définir un endomorphisme de R,[X], que I'on notera A,.

b. Montrer que : A" =0 (c’est-a-dire A, est nilpotent d’ordre n+1).

c. En déduire qu'il existe des constantes a,,...,a,,; (que I'on déterminera) telles que :
n+l

0P ORJX], > a.P(X+k)=0.
k=0
On pourra faire intervenir 'endomorphisme T de R,[X] défini par: O P O R,[X], T(P) =P(X +1).

66. Soit f un endomorphisme d’'un K-espace vectoriel E.
On suppose que pour tout élément X de E, (X, f (X)) est une famille liée.
Montrer que f est une homothétie.
Remarque : en dimension finie, on pourra utiliser une base de I'espace.

67. Soit: E =CM, et soit p, qui & une suite (u,) associe la suite (Vv,,) définie par :
Vo =U,, Vv, =u,0n0ON, vV, =V, +6V,.
Montrer que p est un projecteur de E.

68. Soient f, g et h trois endomorphismes d’'un K-espace vectoriel E, tels que :
fog=h, goh=f , hof =g.
a. Montrer que f, g et h ont méme image et méme noyau.
b. Montrer que : f°=f .
c. En déduire que : E =Im(f) O ker(f).
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69. Soient f et g deux endomorphismes d'un K-espace vectoriel E tels que : fog =id;.
a. Montrer que : ker(gof ) = ker(f), et: Im(gof) =1Im(qg).
b. Montrer que : E =ker(f) O Im(Q) .
c. Dans quel cas peut-on conclure: g=f ™ ?
d. Calculer (gof )o(gof ) et caractériser gof .

70. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit : ( f,g) 0 Z(E)%

On veut montrer que : |rg(f) -rg(g)|<rg(f +g) <rg(f)+rg(g).

a. Montrer que : Im(f +g) O Im(f) +1Im(g), et en déduire la deuxieme inégalité.

b. Montrer qu'il suffit de démontrer que : (rg(f) —-rg(g)) <rg(f +g), pour établir la premiére inégalité, et
la déduire de l'inégalité que I'on vient de démontrer.

71. Soient u et v deux endomorphismes d’'un K-espace vectoriel E de dimension finie.
On pose E’ un supplémentaire de ker(u) dans E, soit: E = E'l ker(u).

a. Montrer que : ker(vou) = ker(u) [ ker(vou‘E.).
b. On note (€,,...,€ ), une base de ker(vou‘E.).

Montrer que (u(€',),...,u(€', )) est libre et en déduire que : dim(kerélou‘ ) < dim(kerd)) .
c. Montrer que : dim(kerfvou)) < dim(ker)) + dim(ker{)) .

72. Soient E un K-espace vectoriel, et : (f,g) O £(E)? tels que : gofog =g, fogof = f .
a. Montrer que Im(f) et ker(g) sont supplémentaires dans E.
b. Justifier que : f(Im(g)) =Im(f).

73. Soient E un K-espace vectoriel, F un sous-espace vectoriel de E, et: u 0 £ (E).
a. Montrer que : u™(u(F)) = F +ker(u).
b. Exprimer de méme u(u™(F)) en fonction de F et de Im(u).
c. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que : u™(u(F)) =u(u™(F)).

74. Soit E I'espace vectoriel des fonctions continues et 1-périodiques sur R.
1
A toute fonction f de E, on associe : ¢[f) = f —J.O f(t).dt.

Montrer que ¢ est une projection vectorielle dont on déterminera les éléments caractéristiques.

Matrices.
75. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit f dans Z(E), telque: f? =0.
a. On suppose E de dimension 4.
Que peut-on dire de rg(f) ?
Montrer que I'on peut trouver une base de E dans laquelle la matrice représentative de f est ‘simple’.

0 |
b. Si E est de dimension n, montrer gu'il existe une base . de E telle que : mat(f, %) = (O (;]

matrice définie par blocs, avec : r =rg(f).

76. Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, et: u O £ (E).
a. Montrer que : ker(u) = Im(u), si et seulementsi: u”> =0, et: n=2rg(u).
b. Montrer que : ker(u) = Im(u), si et seulement si il existe une base de E dans laquelle u a pour matrice

0 Ay | : . . nn
, ou A est une matrice carrée inversible de type | —,— |.
0 O 22
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77.

78.

79.

80.

Onnote : E, = Rn.1[X], ou: n O N*.

On note par ailleurs u,,, de E, dans E,.;, telque : u,(P)=Q,ou: 0 x OR, Q(x) =€

X ((jjx (e‘x2 .P(x)) :

Vérifier que ces données sont cohérentes, trouver Im(u, ), keru,), et mat(u,,, % n.% n.1), OU B, est la

base canonique de E,.

Soit : n O N*.

Préciser P pour: n=3, Q= X?3.

Soit: A O o/ n(R), telle que : a;; =1-4,

Calculer A? puis A™.

Dans o/ (R) on définit les matrices : A=

ij"

0

b. En déduire M ¥, pour tout entier : k O N.

Calcul de déterminants.

81. Soit: A Do y(R), et A déduitede A par:01<i,j<n, a;;=(-D)" 4.

82.

83.

84.

85.

Calculer det(A") en fonction de det(A) .

Montrer que : 0 Q O R,[X], O! P O R,[X], inpm(ﬁj.

2i

0 1

Soit: A Do/ n(R), telleque : 0 1<i,j<n, a; =*1.

Montrer que det(A) est un entier divisible par 2"™.

Soit A une matrice de e/ (R), telle que : 0 1<i,j<n, a

Montrer & l'aide d’une récurrence que : |det(A)| <1.

0
0

.20, et:

,] —

Soient: n ON* et: (A B) Oc# (R)? telsque: AB-B.A=B.

a. Montrer que : 0 k ON, AB* =B*.(A+kll,).

b. En déduire que : det(B) = 0.
c. Que peut-on dire de tr(B) ?

Pour a,b,c dans K, on définit les matrices carrées: J =/ :

a. Montrer que : X+ @(x) =detM (a,b) — x.J), est un polyndme en x de degré au plus 1.

1

:|,et: M(a,b) = ? C

1

B o I e

0

0

a. A l'aide de I'endomorphisme canoniquement associé & A, calculer A, pour tout entier : k O N.

1

=1

c

a

1

0

D1l<is<n, Y a,; <1

b

a

bl

c

En déduire dans le cas ou : a # b, et aprés avoir calculé ¢(a) et ¢(b), la valeur de det(M (a,b)) .
b. Montrer que : X+ (¢/(X) = detM (a, X)), est un polynbme en X, et donc une fonction continue de X.

En déduire la valeur de det(M (a,a)), (soit det(M (a,b)) lorsque : a=b).
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c. Retrouver ce dernier résultat par un calcul direct.

1 -~ 1
_ i
86. Soit: D, =|. . ,pour: n=>1.
:..n 1
1 .- 1 n+
1 1 0
a. En écrivant la derniére colonne sous la forme : 1 = |+ O , et a l'aide de la n-linéarité, trouver
n+1 1
une relation entre D, et D, , .
n
, s i 1
b. En déduire la valeur de D, a l'aide en particulierde: H = ZE
k=1
Déterminants tridiagonaux.
1+x* x 0 - 0
« e .
87. Onpose:A (X)=| 0 . "~ "-. O |,pour:n=1et: x OR.
0 - 0 x 1+x°

Calculer det(A, (X)) pour tout entier n suivant la valeur de X.

Déterminant de Vandermonde.
88. Soient (X,...,X,) des réels, et f,,...,f _,, des polyndbmes normalisés de degrés respectifs 12,...,n—1.

1 f,(x) - fa(x) 1 x - Xf_l
a. Montrer que : | . : : = , et en déduire la valeur du déterminant.
1 fi(x,) - fa(x) |1 x, - x7
b. Montrer que : 0 k O N*, cosk.x) est un polyndme en cos(), de degré k et de coefficient dominant
1 cosl@) -+ cospa)
égal a 2", et en déduire la valeur de : A, ,, =| . : : , 00 : (8,,...,8,,,) OR™,
1 cos@,,) -+ cospa,,)

Déterminants, applications linéaires et matrices.
89. Soit f de o/ (R) dans lui-méme, telle que : f (X)='X.

a. Calculer det(f).
b. Pouvait-on prévoir sa valeur ? ou que ce déterminant serait non nul ?

n
90. Soit A une matrice réelle a diagonale strictement dominante, donc telle que : 0 1<i <n, Z‘ai’j‘ < ‘ai’i‘ :
7
On rappelle qu’une telle matrice est inversible (voir exercice 38).
On suppose de plusque: 0 1<i<n, a; >0.
a. Montrer que f : x> det(A+xl,), est polynomiale de degré n et préciser son coefficient dominant.

b. Montrer que la matrice (A+ X.I,) est a diagonale strictement dominante pour tout : x O R".
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c. Etudier la limite de f en +o, et en déduire que : det(A) > 0.

91. Soient A et B deux matrices de o (R), telles que : O P 0 GI,(C), B=P™.AP.
On décompose P en partie réelle et imaginaire : P =P, +i.P,, avec : (P, P,) 0 o/ ,(R)’.
a. Montrer que: P.B=APF,,et: P,.B=AP,.
b. Montrer que I'application : X+ det(, + x.P,), est polynomiale en X.
c. En déduire que : Da OR,det(R, +a.P,)#0 .
d. Conclure que : 0 Q O GI(R), B=Q™.AQ.
e. Que vient-on de démontrer ?
Niveau 3.
Sous-espaces vectoriels supplémentaires, sommes dir ectes.
92. Soient:E=C’R,R),E*={f OE, f estnullesur R}, E ={f OE, f estnulle sur R}, et E° 'lensemble
des fonctions constantes sur R.
a. Montrer que ces trois ensembles sont des sous-espaces vectoriels de E.
b. Montrer que : E=E* 0 E~ O E°.
+1
93. Soient: F = {f O C°[-1+1],C), L f(t).dt =0}, et: G={fOC-1+1],C), f constante}.
Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de C°([- 1,+1],C).
94. Dans C", ensemble des suites complexes, les sous-espaces vectoriels :

F={(u,)0¢C" u,=u, =0},
G={(u)oc u,0C,u,0¢C,0n0ON,u,,=5u,-4u]}
sont-ils supplémentaires ?

Applications linéaires, projecteurs.

95.

96.

97.

98.

99.

Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension n.
On suppose que f est nilpotent d’indice p, asavoir: f? =0, f?P*20.
a. Montrer qu'il existe : x OE, tel que : (X, f(X),...,f P*(x)) libre.

b. En déduire que: p<n, puisque: f" =0.

On note : E = C*(R,R), et D I'application dérivée dans E.

On définit par ailleurs : ¢ O L(E), par: 0 fOE, ¢(f)=f '=-3.f+2.f.

a. Exprimer ¢ en fonctionde D.

b. Montrer que : ker(@) = ker(D —id) O ker(D — 2id;) .

c. En déduire ker(@) sans l'aide de la résolution des équations différentielles du second ordre.

Soient F et G des sous-espaces vectoriels d’'un K-espace vectoriel E de dimension finie n.
Montrer que les affirmations suivantes sont équivalentes :

e Ou OY(E), telque: Im(u) =F, et: keru) =G,

e dim(F)+dim(G) =n.

Soient E un K-espace vectoriel, E’ un sous-espace vectoriel, et F,,F, des supplémentaires de E’ dans E.
Soit p la projection de E sur F, parallélement & E’.
Montrer que p définit un isomorphisme de F, sur F,.

Soient Ey, Ey, ..., E,, des K-espaces vectoriels, et f,, f,,...,f,,,, des applications linéaires, vérifiant :
o~ g, v~ E, O~ ..Of - E_, O - E, O -{0},
et la propriété de suite exacte, a savoir : J 0<k <n, Im(f,) =ker(f,,,).
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a. Que cela signifie-t-il pour f, et f 2

n
b. En supposant tous les espaces de dimension finie, montrer que : Z(—l)".dim(Ek) =0.
k=0
c. Construire une suite exacte avec F+G, Fn G et FxXG, ou F et G sont deux sous-espaces
vectoriels d’'un K-espace vectoriel de dimension finie E et retrouver la formule de Grassmann.

Matrices.
100. Déterminer le centre de o/ (K), soit : {C O e (K), O X Ok (K), XC=C.X}
On pourra utiliser une base de e/ ,(K).

101.Soit: A Ocs np(R), derang r.
Montrer qu’on peut trouver deux matrices : B O e (R), et : C O e#,p(R), telles que : A=BC.

102. Montrer par récurrence sur N gue toute matrice nilpotente de taille n est semblable & une matrice
triangulaire supérieure stricte (c'est-a-dire une matrice triangulaire dont la diagonale est formée de 0).

) a
103.Soit: A = (
o)

b

dj,telleque: O<d<c<bc<a.
an bn

n dn .

Montrerque: 0 n=2,ona: b, +c,<a,+d,.

Pour: n=>2, onnote: A" :(
c

Trace.
104.Soit : H 0O e (K), telle que : rg(H) <1.

a. Montrer qu'il existe U et V dans e/ ,1(K), telle que : H =U.'V , et: tr(H)='V.U .
b. En déduire que : H? =tr(H).H .
c. Soit: A O 3(C).

Montrer I'équivalence : (A*> =0) < (rg(A) <1, et: tr(A) =0).

105.Résoudre dans ¢/ ,(R) le systéeme d’inconnues X et Y suivant :

4 8 1 1
{tr(X).Y+tr(Y).X—(4 _4],et. X.Y—(4 _2]}.

106.Soient: N={M Oce#(R),0p ON, MP =0}, et: T ={M O (R), tr(M) =0}.
Montrer que : Vect(N) =T .

Formes linéaires, dualité, hyperplans.

107. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et soit F un sous-espace vectoriel de F.
a. En utilisant une base de E adaptée a F, montrer que F est I'intersection d’'un nombre fini d’hyperplans.
b. Montrer que le nombre minimum d’hyperplans pour obtenir le résultat précédent est dim(F) .

108.a. Si A et B dans o (K), vérifient : O X 0O e o(K), tr (AX) =tr(B.X), montrer que : A=B.
b. Soit: f 0O e (K)*
Montrer que : 0! F O e 1(K), tel que : O A O ((K), T(A) =tr(AF).
c. Soit: f O e ,(K)* telle que : O( A B) O e ((K)?, f(AB)=f(B.A).
Montrer que : A O K, f =Atr.
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109.Soient a,,...,a, n+1 réels distincts deux a deux.
n(X-a)

1= (a -~ aj)

a. Montrer que (P,,...,P,) est une base de R,[X], et trouver les coordonnées d’un polynéme
gquelconque dans cette base.

b. Montrer que : 0(by,...,b,) O R™, il existe un unique polynéme Q de R,[X], tel que :

O00<isn, Q(&)=h.

Pour tout Kk, on pose : B, =

1 n
c. Montrer que : 0(C,,...,.C,) OR™, O P O R,[X], IO P(t).dt =D c.P(a,).
k=0
d. Déterminer les éléments C,...,C,.

110. Soient E = R,[X], et a un réel.
Soient Y,, Y;, Y, les formes linéaires qui & P de E font correspondre P(a), P'(a), P'"(a).
a. Ces formes sont-elles indépendantes ?
b. Généraliser & R,[X], et aux formes Y, quia P font correspondre P™ (a).
c. Montrer qu’on obtient ainsi une base de R,[X]*.

111.Dans : E = Ry[X], avec a,b,c réels deux a deux distincts, on note y,, V,, Y, les formes quia P dans E,

font correspondre P(a), P(b), P(c), et y définie par: y(P) = J-b P(t).dt.
La famille (y,,Y,,Y.,Y) est-elle libre dans E* ?

112.Soient E un K-espace vectoriel, et y*, z* des éléments de E* non nuls.
Montrer qu'il existe un vecteur X de E vérifiant : y* (X).z* (xX) Z 0.

Formes multilinéaires.
113. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, soit % une base de E, et soit: u O £ (E).

n

Pour : (X,....X,) DE", onpose : f(X;,....%,) = D_detg (X0, X1, U(X ), Xiygreenn X)) -
i=1

Montrer que f est n-linéaire alternée, puis que : f =tr(u).detg.

114.a. Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, % une base de E et a, X,,...,X, des vecteurs de E.

n
Montrer que : detg (a+ X8+ X,,...,a+X,) = detg (X,....%,) + D detg (XX 1,8, X1y ,eens

i=1

a+th b - b
, . b2 a2 +b2 . < .
b. En déduire : . b ,ou a,...,a,,b,...,.b, sontdes scalaires.
. n-1
bﬂ bI"I aﬂ +bﬂ

Calculs de déterminants.
115. Calculer le déterminant de la matrice : A O e (R), avec : O (i, j ) O N2, a,; =(+] -1

On pourra faire intervenir une famille de n polynémes de degré 2, notamment pour : n = 3.

116.0n note, pour : n O N*, A la matrice nxn dont le terme generique @, ; vaut :

SK:Zk:p ou: k=min(,j).
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Préciser la matrice A et calculer son déterminant.

117.So0it : (@,X,,...,X,) O K™, et:

a+t a a 0
A : 1
a DU : e :
D,=| . N L E =|1|0cH1(K),oulelestsurlai®™ligneet: C=|:|OcH,1(K).
: S : 1
a - a atx,
0

a. Ecrire D,, a l'aide des colonnes E et C.
b. En déduire, a I'aide de la n-linéarité du déterminant, la valeur de D, .

118. Déterminants de Cauchy et de Hilbert.
Soient: n=2,et: a,,...,a,,b,,...,.0b, desréelstels que: 0 1<i,j<n, & +bj 0.

On pose par ailleurs : D, = de{ ! j .
ai +bj I<isnl<j<n

a. En utilisant comme pivot la derniére colonne dans un premier temps, puis la derniere ligne dans un
(b, -by)...0,, —b,).(a, ~a,)...(a, — &)

(a, +b,)...(a,, +b,).(a, +b,).(a, +b,,)...(a, + b)) B

b. En déduire la valeur de D, pour tout: n>1 (déterminant de Cauchy).

deuxiéme temps, montrer que : D, =

c.Danslecasou: @ =i, b, =j,01<i,j<n,donner lavaleur de D, (déterminant de Hilbert).
1 0 0 X
2 : x?
1
: : 0 :
119.Pour : (p,X) ON xR, onnote : ¢ (X) =|. ) p ;
. . X
[p‘l
p+1 p+1 Xp+1
1 p-1

a. Montrerque : O (p,X) ON xR, ¢, (x+1) -, (X) = (p+1).x".

b. Montrerque : 0 n ON* O p ON, ¢, (n+1) =(p+1)L> kP.
k=1

n n n
c. En déduire la valeur de : Zk, Zkz , st . en calculant 3 déterminants.
k=1 k=1 k=1

120.Soit: A O e o(C), telle que : O X O e o(C), det(A+ X) =det(A) +det(X) .
a. Quedirede Asi: n=17?
Pour: n=2,onnote: r =rg(A).
b. Montrer que : det(A) =0, puisque : r <n.
c. Montrer qu'il existe une matrice X de rang n—r telle que : det(A+ X) #0.
En déduire que : r =0, puis que A est nulle.
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