LIMITES ET CONTINUITE DE FONCTIONS NUMERIQUES
Site MathsTICE de Adama Traoré Lycée Technique Bam ako

1) Notion de limite:
1°) Activite :
Soit une fonctiorf de représentation graphique ci-dessous :

Cf
(0 %
lf(x)
I .
T
f(a)
0 ’ a LXQ_X b "

Nous pouvons remarquer sur le graphique que lesingade f (x) tendent vers

L lorsquex tend vers<, d'un c6té comme de l'autre.
On exprime ce fait en disant que la limite tiex) lorsque x tend versyestL .

On écrit: lim f(x)=L .
X - X,
2°) Limite a gauche — limite a droite :
« Définition : Si une fonction admet pour limitea droite lorsque la
variable x tend verspon écrit : lim f(x) = lim_f(x) = { .

X—>X0 X—>X0
X=X,

£ est appeléa limite a droitede f en x,.

De méme Si une fonction admet pour limfitd gauche lorsque la variable x
tend vers xon écrit : lim f(x)= lim f(x)= £ .

X - X, X - X,
X=<Xq

£ est appeléa limite a gauchéde f en x,.

Remarque :Si lim f(x)= lim f(x)= £, alors lim f(x)=£.
X — Xg X — Xg X = Xo

3°) Définition : Soit f une fonction numérique définie sur un intervakeal
forme: ]—o;x [ousur 1-o; %[ U]Xe; &« [ (x€R} ) etL un réel.
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On dit que la limite def au point d’abscisse, estL, et on écrit :

lim f(x)=L, si et seulement siim [f (x) - L|=0.
X = Xq X - Xo

4°) Théoreme 1 :

Si une fonction admet polimite £ au point d’abscisseyxalorscette limite est
unique.

DxD]—oo; 1] , (X)) =x°
DxD[l; +oo[, f(X)=x+1
f admet-elle une limite lorsque x est arbitrairemenisin de 1 ?

Exemple : Soit f la fonction définie par {

Il — Régles de calcul des limites :
1°) Limites élémentaires :Soitaun nombre réel.
* R) lim(x)=a;
X—>a

* Ry Ilim (X) =+, Iirr_1 (X) =—o ;

X — +0o

. Ry lim (1j=+oo; lim (E)?oo ;
X 0"\ X X-07\ X

* Ry Ilim (ljzo; lim (1j=0 :
X — oo\ X X - —oo\ X

. Ry Iim(wj=1; Iim(tg—xj=l;

X-0 X X-0 X
. 1-cosx 1 . 1-cosx

* Rg) lim > = lim =0
x-0 X 2 x-0 X

2°) Théoreme 2 :

Silim f(x)=L; et lim g(x)=L, existent toutes deux, alors :
X—a X—a

a) lim[f(x)+g(x)]=lim f(x) + lim g(x) =L, +L,.
b) lim[f(x)—g(x)]=lim f(x) - lim g(x) =L, - L, ;

c) lim[f(x)xg(x)]=lim f(x)x lim g(x) =L, XL, ;

d) Iim[%}z% avec (L, #0) ;

X-a 2
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e) lim Wf(x):r\l/lim f(x)=¢/L, (avecL;>0).

3°) Formes indéterminées :
Dans la recherche de la limite, si nous obtenamseldes formes suivantes :

; 0% 00 ; (+00) +(-e0) , aucun théoreme mathématique ne nous

818

olo

permet de conclure. On dit qu’'oruae forme indéterminée

a) Exemples de calculs de limites :

3 3
— Calculerlim X"~8 - lim X"~8 =9 forme ind.
2 x-2 X—2 0

X-2l X—
_(x3-8 . (x—2)(x2+2x+4) : 2
Pour x 2 ; lim| —— [=1Iim =lim{x°+2x+4)=12.
X—>2 X_2 X—>2 X_2 X—>2
—limB3x? -2x+4)=5; — lim (-7x*)=-0 ; — lim (2x%)=+w.
X1 X —» —00 X > +0o
. .2 . tgx—-sinx 0O, .
— lim Gx*) =+ ; — lim —=0;—I|mg—3=—f.|nd
X —» —00 X - +o0 X X-0 X
sinx _sinx SinX —SINXCOSX
tgx—sinx .. : . sinx(l-co
ljm 9%~ SINX - = lim £9X = |im coSX = lim 3( X
. sinXx 1-cosx 1 1
lim X X ==,
x-0\ X X2 cosx) 2

4°) Utilisation de I'expression conjuguée :

3—-4/Xx+8

Soit f(x) = 1
X —
a) Déterminer 'ensemble de définition Df de

b) Calculerli[rf f(X).

Réponsesa) Df =[-8 ; 1[ ]1; + o9 ; b) Ii[r} f(X) =—6
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5°) Limites de fonctions polynomiales :

a) Théoréeme 3 :Quand n tend versee ou - oo, toute expression
polynomiale de la variable réelleexnémdimite que sormondéme de
plus haut degré.

b) Exemples : lim (3x* - 5x + 6) = lim (3x?) = + ;

X — +oo X — +00

lim (= 3x° + x? = 9) = lim (- 3x*) = +o0.,

6°) Limites de fonctions Rationnelles :

a) Théoreme 4 :

Quand n tend versov ou - oo, toute expression se présentant sous la forme
d’'une fractiona méme limiteque le rapport des termesples degralu
numérateur et du dénominateur.

b) Exemples :lim S _ Iim%=1 ;
-mBX—4 xex 2
_ 3x*+5 . 3 _ . 3
lim —; =lim—-=1lim—-=0;
X -0y _4 Xo—eo Y D

7°) Limites impliquant des radicaux :

Calculer les limites de fonctions suivantes :

m\/X2+2_ CAXE+2
o 3x—6 Cw 3x—-6

c)lim f(x) ou f(X)=X2—5,Sixs3
X3 f(x)=+/x+13 ,si x> 3.

[l — Continuité d’'une fonction:
1- Continuité en un point d’abscisse x:
a) Définition : Soit f une fonction numérique de la variable réelle x
d’ensemble de définitionDOn dit que f est continue au point d’abscisse
Xo de D si et seulement si(x,) est définie egirrxl f(x)="f(x,).

f est continue au point « f(x) definie
x, de D, - g Gy =vika)
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b) Exemple :

— Soitf (x) = Xz_ 2
X

. La fonction f est-elle continue enyx1 ? ; en =0 ?
X—=2

VX+2.
= Déterminer I'ensemble de définition @e f.
= { est-elle continue enyx 2 ?.

— Soit f définie parf (x) =

2— Prolongement par continuité en un point :

a) Définition :
f est prolongeale par) . _ * X UDf

. L ) Si et seulementssi |, lim f(x)=1,1 réel|"
continuité au point X, .m =1,

g(x) = f(x), sixXZ X,

Son prolongement est la fonctigrdéfinie par :{
9(xo) =I

b) Exemples et contre exemple :

_ . e X2 —4x+3 .
— Soit f la fonction définie parf (x) =T f est-elle prolongeable par
X —

continuité en ¥=1 ? si oui déterminer son prolongement g.

— Soit f définie parf (x) =32 ; T peut-elle étre prolongée par continuité en 0 ?.
X

3— Continuité d’une fonction sur un intervalle | =[a ;b] :
Une fonctionf est continue sur | =[a; b], si elle est conéirmin tout

pointde |=]a;b].

4— Théoreme 3:

— Toute fonction polynbme est continue &ur
—Toute fonction rationnelle est continue en fmaiht de son ensemble de
définition.

5— Théoréeme 4 :
Si f et g sont deux fonctions respectivement continuegralors les
fonctions (f +g) ; (f-9g) ; (fxg); (A f) (A0IR); (éj si g(x)#0 sont

continues en
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6—Théoréme de la bijection :

Si f est une fonction continue et strictement monoturaun intervalle
| =[a; b] alorsf réalise une bijectionde |l =[a;b]sbf1)ouf (1) estun
intervalle.

A

f(b)

7- Représentation graphique d’une bijection réciproaie :

Pour représenter la court® () de la bijection réciproque de la bijectidn on
trace le symétrique orthogonal de la couhede f par rapport a la premiére
bissectrice d’équation y = x.

1% bissectrice : y = x

Gﬁ’l
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