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Limites, continuité, fonctions usuelles

I Fonctions numériques, généralités

I.1 Opérations sur F(IR)

Dans I'étude des fonctions numériques, on rencontre des applications f 4 valeurs réelles, définles
sur une partle D de Il appelée domaine de définition de f.

L'ensemble D consiste le plus souvent en une réunion d'intervalles d'intérieur non vide.

Par exemple, le domaine de définition de 'application tangente est la réunion des intervalles
Iy =] — 5 + km, T + k|, pour tout entier relatif k.

L’étude d'une fonction f (continuité, monotonie, extrémums, etc.) doit cependant s'effectuer
intervalle por intervelle. C'est pourquol, dans ce chapitre, on se limitera 4 des applications 4
valeurs réelles, définies sur un intervalle | de IR. d'intérieur non vide.

On note F(I, R}, ou IR, 'ensemble des applications f: I — R.
On rappelle que st f et g appartiennent & F(IR): f=g& ¥Yrel, f(r)} = g(z).
Soient f et g deux éléments de F(f IR). On définit les applications f + g et fg par :
{VI €1 (f +g){z) = flz)} + glz)
Yr el (fg)r) = fiz)glz)

Muni de ces deux opérations + et x, F{I,IR) a une structure d’anneau commutatif :

— Le neutre additif est I'application constante £ — (.

— L'opposée d'une application f est Papplication —f définie par : ¥V € I, (—f){z) = —fi(z).

— Le neutre multiplicatif est Vapplication constante £ +— 1.

— Une application f est inversible pour le produit 4 elle ne prend pas la valeur 0.
1 1

i 5, (N S

f fiz)

Soit o un réel. On note encore o P'application constante 1 — o

Son inverse pour x est alors 7 définie par : ¥z £ [,

La notation af désigne 'application définie par : ¥z € I, (af)(z) = af(z).

(c'est le produit de f par l'application constante o).
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1.2 Relation d’ordre sur F(I,LR)

Définition

Pour tous f et gde F(I,IR), on pose f S g ¥z el f(x) < giz).
On définit amsi une relation d'ordre partiel sur F(I, IR).

On note comme d'habitude f > g &g < f.

Définition
Solent f et g dans F{I, R).
On définit les applications inf( f, g) et sup(f, g) de la maniére suivante :
{VI € I,inf(f, g)(z) = min{f(z), g(z))
¥ € {,sup(f, g)(z) = max(f{z), g(z))

Remarques et propriétés

£, g et h désignent 1c1 trois apphcations quelconques de [ dans IR.

- inf(f, g} =f+ f<g&sup(fig) =9

~ {inf(_f +hg+h)=inf(f,g) +h
sup(f +h, g+ k) = sup(f,g) + A

inf(af, ag) = ainf(f, g}

sup(af, ag) = asup(f,g)

inf(—f, —g) = —sup(f,g)

sup(—f,—g) = —mni{f,g)

B {inf{f,g] = f < supl(f,g) {Ehifethsg}% k< inf(f, g)
nf(f,g) = g < sup(f,g) (k2 fethzg)e h2sup(f,g)

Autrement dit, dans F(f, IR} mum de la relation d'ordre < :

inf(af,ag) = asup(f, g)

- Sia=0
g { sup(af, ag) = ainf(f, g)

etsia{ﬂ{

En particulier {

sup{ f, g) est le plus petit des majorants (la borne superieure) de la palre {f, g}.

{ inf(f, g) est le plus grand des minorants (la borne inférieure} de la paire {f, g}

— Les opérations inf et sup sont des lois de composition associatives sur F{J, IR).

Cn peut donc généraliser et définir les applications inf{f1, fa,..., fa) et sup{fi, fa,

'-'1.||rn]‘~
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Définition {Nofations f*, =, |f|)
Seit f un élément de F(I, R).
On définit les applications |f|, f* et f~ de la facon suivante :
= ¥r e LIf|(z) = |f(=}].

B flz) s flr) =0
- %Yr &l friz) = max({f(x),0) =

€1 =max(f)0) = { 7 LEOZ

—flz) s flz) =0

0 st flz) =0

- Wrel, f7{z) = max{—f{z),0) = {

Remargues et propriétés

+ )
— Une définition équivalente de f* et de f~ est : { iz sup(f,0)
[~ =sup(-£,0)
— Les applications f* et f~ sont & valeurs dans IR,
1
_ T =1+ 5
— On vérifie les égalités : {|f| TS et on en en déduit 1
' Jm=50f1=1)
1
sup(f.g) = 5{f +g +|f —gl)

— Plus généralement : ¥ (f,g) € F(I, R), 1
f(f. g} =5/ +g-|f—gl)

1.3 Fonctions majorées, minorées, bornées

Définition

Soit f un élément de F(I,IR).

On dit que f est majorée s'il existe un réel B tel que: Yz € I, f(r) < 3.
Cela revient i dire que f(f) = {f(x),z € I} est une partie majorée de IR.
On note alors supy [ , ou sup,.; f(z) la borne supérieure de I'ensemble image f({).
On dit que cette quantité est la borne supérieure de f sur l'intervalle J.
Définition

Soit [ un élément de F(I,IR).

On dit que f est minorée s'il existe un réel a tel que : Vx € I, f(x) = a.
Cela revient a dire que f(f) = {f(x), z € I} est une partie minorée de R.
On note alors infy f, ou infz¢; f(z) la borne inférieure de 'ensemble f(7).
On dit que cette quantité est la borne inféricure de f sur l'intervalle I,
Définition

Soit f un élément de F(I,R). On dit que f est bornée si f est majorée et minorée.

f est donc bornée s'il existe deux réels a et Ftelsque :Vre l,a < f(r) < 4.
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Définition
Soit f un élément de F({,R). Soit J un sous-intervalle de I, d'intérieur non vide.

On dit que f est majorée (resp. minorée, resp. bornée) sur J si la restriction de f & J est
majorée (resp. minorée, resp. bornée).
o ” < -1 r
T |
n a alors les inégalités : sup fla) S sup ()
£ zedcl

Remarques

Selent f et g deux éléments de F(I,R).

— f est bormée & |f| est majorée.

— 8i f et g sont majorées, alors f + g est majorée et s1§p(f +g1 = strlpf + supg.
51 f et g sont minorées, alors f 4+ g est minorée et ir}F{f +g) = i?f_f -'ril}fg.

— f majorée (resp. minorée) < — f minorée (resp. majorée).
On a alors : il}f(—_jr}l = —sup f, et sup(—f) = —ir;ff_
I I

— Soit @ un réel strictement positif.

51 f est majorée alors af est majorée et sup{af) = o sup f.
I I
De méme, s f est minorée alors af est minorée et i?f{crf) = i1}|{: f.

— Si f et g sont bornées, alors : ¥ (o, 8) € R?, af + 37 est bomnée.

1.4 Extremums absolus {ou globaux)

Définition
Soit [ une application définle sur 'intervalle I, 4 valeurs dans IR. Soit e € 1.

On dit que f présente un marcimum absolu (ou global) ena si: Vo e [, flz) < fla).

On dit que f présente un minimum absolu (ou global) en ade [ s1: ¥z € 1, f{z) > fla).

Dans 'un ou l'autre cas, on dit que f présente un exfrémum absolu en a.

Remarques
— f présente un maxamum absolu en a 4% f est majorée sur { et f{a)} =sup f.
I
On exprime cela en disant que la borne inférieure de f sur I est afteinte en a.

On peut alors noter f{a) = max [ plutdt que fla) = sup f.
I

— De méme, f a un minimum absolu en a 4 f est minorée sur ! et fia) = i]}Ff_

On dit alors que f atteint sa borne inférieure en a et on note fa) = rnrin I

Définition (Maximum local)
Soit f appartenant a F({,IR). Soit a un &ément de {.
On dit que f présente un macimum local en a s :
Az =0¥relnfa—cga+e], fiz) < fla).

{# au voisinage de a, [ prend des valeurs toutes inféneures ou égales & f(a))
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Définition (Minimum local)
Soit f appartenant & J(f,R). Soit & un éément de .
De méme on dit que f présente un minimum local en a =1 :
Jz=0Yrelnfa—ca+e], flz) > fla).

Remargnes

— Un minimum ou un maximum local est aussi appelé un exirémum local.

— Un extrémum global (absolu) est bien sir un extrémum local. La réciproque est fausse.

1.5 Applications monotones
Définition
Soit f une application définie sur Pintervalle I, & valeurs réelles. On dit que f est :
— eroissante 81 : ¥ (z,y) € P,z < y= flx) £ fly).
décroissante si: ¥(x,y) € I, r < y= f(r) = fly).
— strictement croissante si: ¥z, y) € 1%z <y = f(1) < fly).
strictement décroissante si 0¥ {(z,¥y) € I%,r < y = flz) > fy).
— monotone s f est crolssante ou décroissante.
strictement monofone s1 f est strictement croissante ou strictement décroissante.

Remarques

— Seules les applications constantes sont i la fois croissantes et décrolssantes.

— Pour exprimer qu'une application f n'est pas monotone, on peut écrire :

Az, y,2) € R tq : 2 € [z,y] mais f(z) ¢ [f(2), flv)).

— Soit f une application monotone. Dire que f n'est pas strictement monotone signifie qu'il
existe un segment [a, b inclus dans I {avec a < b) sur lequel f garde une valeur constante.

Proposition (Sommes d’applications monotones)
Solent f et g deux applications monotones de [ dans [R.
Si f et g ont méme monotonie, alors f + g est monotone de méme monotonie.

Si de plus f ou g est strictement monotone, alors f + g est strictement monotone.

Proposition (Praduits d’applications monotones)
Solent f et g deux applications monotones de [ dans IR.
— 51 f et g sont positives croissantes, fg est positive croissante.
S1 f et g sont positives décroissantes, fg est positive décroissante.
— 5i f et g sont négatives croissantes, fg est positive décroissante.
S1 f et g sont négatives décroissantes, fg est positive crolssante.

— 51 f est positive croissante et g négative décroissante, fg est négative décroissante.

S1 f est positive décroissante et g négative croissante, fg est négative croissante.
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Remarques
— Dans les cas autres que ceux énumérés ci-dessus, on ne peut rien dire.
— Soit f une application monotone de [ dans .

St >0, af et f ont la méme monotonie.

S1e <0, af et f sont de monotonies contraires. C'est le cas en particulier pour —f et f.

Proposition (Inverse d'une application monotona)
Soit f une application monotone de { dans H.

On suppose que f ne s’'annule pas sur [, et qu'elle garde un signe constant.

Alors } est monotone sur J, de monotonie contraire & celle de f.
Proposition (Compesitions d’applications monotones)

Scient [ et J deux intervalles de [, d'intérieur non vide.

Soit f une application de [ dans IR, telle que f(I) soit inclus dans J.

Soit g une application de J dans [R. L'application g o f est donc définie sur I.
— 51 f et g ont la méme monotonie, alors g o [ est croissante.

— 51 f et g sont de monotonies contraires, alors g o f est décroissante.

Les deux propniétés précédentes restent vraies pour des monotonies strictes.

1.6 Applications paires ou impaires

On considére icl des applications définies sur une partie T de L.

On suppose que 'ensemble T est symétrique par rapport A0 (r £ P& —r £ DL
Le cas le plus courant est celut d'un intervalle de centre 0, et notamment T = [R.
Définition

On dit que f est paire si : Yo € D, f(—1) = f(z).

On dit que f est impaire si : ¥z € D, f(—x) = —f{z).

Proposition (Farties paire et impaire d'une application)

Soit f une application de T dans IR.

[ s'écnit de maniére unique f = p+ 4, ol p est paire et ¢ est Impaire.

p et @ sont définies par : V€ D, plx) = é{f[z} + f(—z)) et ifz) = %[_f[z} — fl=x)}
On dit que p est la partie paire de f et que i en est la partie impaire.

Remarques
La seule application & la fols paire et inpaire est 'application nulle.

Soient les applications ch et sh définies sur R par ch(r) = %(E’+e"} et shir) = %{e‘—e"}.

ch et sh sont respectivement la partie paire et la partie irl;paire de o e".
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Proposition (Opérations entre applications paires ou impaires

Solent f et g deux fonetions de I dans IR, paires ou impaires.

N . 5
— L’application 7 est de méme parité que f.
— 8i f est bijective de T sur T et impaire, alors sa bijection réciproque f~! est impaire.

— 51 f est paire, alors ko f est paire (quelque soit 'application k).
51 f est impaitre, et s1 g est paire ou impaire, alors geo f a la méme parité que g.

— 51 f,g ont méme parité, fg est paire. 51 elles sont de parités contraires, fg est impaire.

— Soit (o, 8) £ IR? : Si f, g sont paires {resp. impaires), af + g est paire (resp. impaire).

I.7 Applications périodiques|

Définition
Solent T une partie non vide de IR, et f: D — R. Soit T un réel strictement positif.
L’application f est dite T-périodigue st : ¥z € D+ T e D et flz+T) = fiz)

Propriétés
S1 f est T-périodique, alors pour tout n de IN, f est nT-périodique.
51 f et g sont T-périodiques, alors af + g et fg sont T-pénodiques.
. s 1 P
51 f est périodique, alors fi est T-périodique.

Si f est T-périodique, alors pour toute application g, g o f est T-périodique.

Remarques

— 51 f est périodique, 1l vaut mieux utiliser sa plus petite période positive (sl elle existe).
Clette plus petite période n'existe pas toujours.
Par exemple, la fonction caractéristique de ) admet tout rationnel comme période.

— Soit f une application Ti-périodique, et g une application T3-périedique.
h
T
: Jr T b7
Par exemple 1 s1 T} = i et Tp = 3 alors f + g et fg sont T-perlodlques_
T
la|

On suppose que le rapport — est rationnel. Alors f + g et fg sont encore péniodiques.

— 51 f est T-périodique, alors lapplication g : =+ flaz + 3) est —-périodique.
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1.8 Axes et centres de symétrie

Proposition (Parité, imparité et symétrie)

Soit f une application f a valeurs réelles, définie sur une partie T de [R.

— Llapplication f est paire < son graphe I' est symétrique par rapport & 1'axe Oy.

Proposition [(Axes de symétrie)

Sait f: D — IR, le domaine D étant symétrique par rapport au réel a.
La droite T = a est axe de symétne du graphe ' de f

= Pour tout © de D, f(2a —x) = f(x).

& Pour tout A tel que a = h appartienne & D, fla+ h) = fla— k).
< L'application g définie par g{x) = f(a + ) est paire.

Proposition (Centres de symétrie)

Soit f: T — R, le domaine D étant symétrique par rapport au réel a.

Le point Q(a, b) est centre de symétrie du graphe I" de f

4 Pour tout £ de D, f(2a —x) = 2b— fiz).

< Pour tout h tel que a = h appartienne 4 D, fla+h) —b="5b— fla— k).
s Liapplication g définie par g{x} = fle + ) — b est impaire.

La courbe représentative I' de f (on dit auss le graphe de f) est I'ensemble des points
M(x, f(x}) dans le plan affine P (muni d’un repére (1, §), © décrivant le domaimne de f.

— De méme, [ est impaire < son graphe I' est symétrique par rapport & I'origine O.

Proposition (Périodicité)
L’application f est T-périodique
Proposition (Graphe de la bijection réciprogue}

Soit f une application bijective de T sur f(D).
Les graphes de f et de f~! sont symétriques par rapport & 3 = .

Soit f : P — IR, le domaine T étant tel que : c £ D= o+ T € T (T = 0 donné).

4 son graphe I' est invanant dans toute translation de vecteur kT(1,0), (k € Z).
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II Limites des fonctions numeériques

II.1 Propriétés vraies "au voisinage d'un point”

La définition suivante permettra de simplifier certains énoncés de ce chapitre.

Définition

Soit I un intervalle de IR, d'intérieur non vide.

Soit @ un élément de J ou une extrémité de [ (éventuellement a = +eo).

Soit P un prédicat (une propriété) de la variable réelle <, défini sur 1.

‘P(x) désigne donc une proposition, vraie ou fausse selon les valeurs de = dans 1.

On dit que P est vraie au voisinage de a si 'une des situations sulvantes est réalisée :
— a est réel et 34 > 0 tel que : ¥ € INja — &,a + 8], P(z) est vraie.

—a=+ocet AM £ IR tel que : ¥ = M, P(x) est vraie.

—a=—-ooet IM £ IR tel que : ¥xr < M, P(z) est vrale.

Remarques
Dans le premier cas, la clause = € T n'est utile que 51 a est une extrémité de J.
En effet =1 a est intérieur 4 I, alors pour tout & assez petif, Ja — 6,a + &[C 1.
Si f et g sont des applications défintes sur I, on pourra par exemple écrire des propositions
du genre : si f(z) < glz) au voisinage de a, alors ...

II.2 Limite en un point

Définition (Limite en un point de IR)

Soit f: I — IR une application. Soit a un réel, élément ou extrémité de I,

Soit £ un réel. On dit que ¢ est limite de f en a 51 :
Vex0,d6>0tqi{zrefet|z—a|<d)=|flz)—¢ L

On dit que +oo est imite de f ena =1 :
YMeRIé>0telque(zcletfr—a|=d)= flz) = M.

On dit que —oo est limite de f en a s :
YMelR,Ad>0telque (refet |r—a|l £d) = flr)= M.

Remarques
Dans les trois cas, la clause © € [ n’est pas nécessaire 51 a est intérieur & I.
Sia € I et doncsi f est définie en a, la seule limite possible de f en a est le réel f{a).
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Définition (Limite en +oa)

Soit f : I — IR une application. On suppose que { =|a, +oof, ou I = [a, +oof, ou I = R.
Soit £ un réel. On dit que £ est Iimite de f en oo 51 :

Yem0,dAceRtelques = A= |flz) £ = e

On dit que +oo est limite de f en +oo s1:

YMeR, IAcRtel quex > A= f(z) = M.

On dit que —oo est limite de f en +oo 51 :

YMelR,JAcRtel quex = A= f(z) < M.

Définition (Limite en —oo)

Soit f : I — IR une application. On suppose que | =| — co,af, ou f =] —o0,a|, ou I =R.
Soit £ un réel. On dit que £ est limite de f en —ca 51 :

Yex03dAcRtelquer = A= |flz) — £ ==

On dit que +oco est limite de f en —oosi:

YMell,3AcRtel quer < A= fizr) > M.

On dit que —oo est limite de f en —oo s :

YMell3AcRtel quer < A= fir) < M.

Proposition (Unicité de la limite)
Les définitions précédentes permettent de donner un sens & la phrase £ est limite de f en a,
ot £ et @ sont des éléments de IR = IRU{—oc, +oo} (droite numérique achevée), 4 condition
que a soit élément de I'mtervalle § ou qu'il en soit une extrémité.
51 un tel élément £ existe, alors 1l est unique.

On l'appelle le limite de f en g, et on dit que f(r) tend vers £ quand = tend vers .

On note lim f{z) = £, ou lim f = £ ou f{j] e

—a

Remarque
Il se peut qu'une application ne posséde pas de limite en un point. Par exemple
¢ L'application = — cost n'a pas de limite en 4oo.
o L'application z — E[z] n'a pas de limite en 0.
Importance des limites mulles ou des limites en )
51 £ est un réel, lim fiz) =¢ & hm(f(z)—£) =0
51 a est un réel, lim f(z) ={ & Il‘irré_Jl'{r:t +h) =L

Proposition (Caracténisation séquentielle des limites)
Seoit f une application définie sur Pintervalle I, & valeurs réelles.
Soit a un élément de IR (élément de I ou extrémité de I). Soit £ un élément de IR.

hm f{x) = £ & pour toute suite (u,} de [ tendant vers a, Im f(u,) = £

10
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Définition (Limite par valeurs supérienres ou inférieures)
On suppose que la imite de [ en @ (élément de TR) est le réel £.
Quand r tend vers a, on dit que f(r) tend vers { par valeurs supérieures (resp. inféricures)
si, au voisinage de a, f(x) = £ (resp. fix) < ).
On peut alors éventuellement noter : an'; flz) = £F (resp. }:1_|"r‘1l flzy=17)

I1.3 Limite & gauche ou i droite

Définition (Limite 4 gauche)
On suppose que o est réel et est intérieur 4 intervalle . Soit £ un élément de TR.
Soit g la restriction de f & l'intervalle J = In] — oq, al.
Le réel a est done I'extrémité droite de J, et n'appartient pas a J.
On dit que f admet £ pour limite en a & gauche si g admet £ pour limite en a.
flz} =t

On note alors lm f{x) =¥, ou hm f =/, ou ~
I—a— a— Ir—a

Définitions équivalentes
Soit £ un nombre réel.
hm f(z)=¢ £ Yex03d=0{a—d<c<a)=|flz)—f <=

lim flr}=+00 & YMeRJi>0(a-d<r<a)= flz)z M
lm f(r) = —oo « YMeRId=0,(a—d<rs<a)= flr)< M

Définition (Limite i droite)
On suppose que a est réel et est intérieur 4 U'intervalle I Soit £ un élément de TR.
Soit g la restriction de f 4 l'intervalle J = In | e, +oa.
Le réel a est donc 'extrémité gauche de J, et n'appartient pas & J.
On dit que f admet £ pour limite en a A droite s1 g admet £ pour limite en a.
flz) =1

On note alors hm f{z)=¢, oulimf = £, on
at : r—at

T—at
Définitions équivalentes
Soit £ un nombre réel.
:I—ioT+f{I)=£ & ¥Vex033d>0(a<r<atd)=|flr)—¥ <Lc
:I—i.T+I{IJ =40 & YTMeRId>0(e<zLat+d)= flr)=2 M
1_I_i‘r:I'LJr_,f'{:i:] =—oo & YMeRIdzl(e<z<Latd)=flr)<M

Remarque
La limite de f en a, & gauche ou i droite, si elle exdste, est unique. De méme, la plupart des
» AR 1 s i , 12 plup
propriétés vraies pour les limites le sont encore s'1l s'agit de limites & gauche ou & droite.

11
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II.4 Opérations sur les limites

Proposition
On suppose que Km f(z) = £ et limg{z) = £’ (avec £ e R et £ € TR).
Alors im(f + g){z) = £+ € (s1 £ + £' n’est pas une forme indéterminée oo — oc.)

De méme, im(fg){z) = ££'(s1 £€' n'est pas une forme indéterminée 0 % oo.)

Cas particulier

Si A est un réel non nul, alors lim Af{z) = AL

Proposition (Limite de I'nverse d'une fonction)

On suppose que hm f(r) =£.

. 1 1
51 fe R alors lim—— ==,
14 e W' alors hm f[Il} 7
51 £ = =zoc, alors im —=10.
=—a f(z) "
51 £ =0 et 51, an voisinage de a, f{z} > 0, alors .\I:T}:H = +4o0.
51 £ = 0 et 51, an voisinage de a, f(z} < 0, alors |im% = —00
z=a fz

Proposition (Composition des imites)
On suppose que I'application g o f est définie au voisinage de a.
Silim flx)=bet lin}’g(z] =/, alors im{ge fi(z) =L

II.5 Limites et relation d’ordre

Proposition (Limite et valeur absolue)
5i lim f(x) = £, alors lim | f]{z) = [£].

La réeiproque est fausse, mals : lim f(r} = 04 lim |f|(z) = 0.

Proposition (Conséquences de I'existence d’une limite finie)

51 f admet une limite finie en a, f est bornée au voisinage de o (réciproque fausse).

31 f admet en a une limite réelle non nulle £ | alors au voisinage de @ : |f(z)| > %
. iz £
5i £ >0, alors au voisinage de a, f(z) > 5 = 0.
Plus précisément : B
51 £ < 0, alors, au voisinage de a, f(r} < 5 <0
Remarque
Les propriétés précédentes sont utiles parce qu'elles précisent le signe de f au volsinage de a

au voisinage de ce point par —

LN

et permettent de majorer

1@l
Proposition
On suppose que 113}]_1'[;) =fat ll_l'ﬂ.lg(I] = (avec £ R et £' c ).
Siona f(r) < gl{z) au voisinage de a, alors £ < £'.

En particulier, s1 A est un nombre réel :
— 51 flz) £ A au voisinage de a, alors £ < A

— 5i f(z) = X au voisinage de a, alors £ > A

12
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Remarque
81 f(x) < g{x) an voisinage de a, alors on peut seulement affirmer que £ < £,
Par passage 4 la limite, les inegalités strictes "deviennent” donc des inégalités larges.

Proposition (Principe des gendarmes)

On suppose que lim f(x) = lim g{x) = € (avec £ € TR.)

St f(z) < h{z) < g(z) au voisinage de a, alors lim A(z) = £
Cas particuliers
- 5i |f{z)] £ g(z) au voisinage de a et &1 lim g{z) =0, alors lim f{z} = 0.
— 5i f est bornée an voisinage de a et si im g(x) = 0, alors im{fg){z) = 0.
Si lim f(x} = +oo, alors lim g1} = +oo.
— Supposons f(z) £ g{z) au voisinage de a : I i

i lim g(x} = —oo, alors lim f(r) = —co.

Proposition
On suppose que lﬂfﬁz}l =feat ll_r.rllig(:c] =¢ (avec f e et ' £ TR).
Si £ < £, alors, au voisinage de a on a I'inézalité f(z) < g(z).
En particulier, s1 A est un nombre réel
— 5§51 £< A, alors on a l'inégalité f(z) < A au voisinage de .
— Bi £ > A, alors on a 'mégalité f{z)} = A au voisinage de a.

Proposition (Limite aux bornes, pour une application monotone}
Scit f une application monotone de |a,b dans R (a < b,e € IR, b € IR).
Alors la limite £ de f en @ et la limite £ de f en b existent dans TR, Plus précisément :
— Bupposons [ croissante.
51 elle est majorée, £' est un réel, sinon £7 = 4co.
Si elle est minorée, £ est un réel, sinon £ = —oc.
— Supposons f décroissante.
51 elle est minorée, £7 est un réel, sinon £' = —oc.
5i elle est majorée, £ est un réel, sinon £ = 4-co.

Proposition {Limite en un point Inférieur, pour une application monatone)

Scit f une application monotone de |a,b dans R {a < b,e € I, b £ TR).

Soit ¢ un réel de l'intervalle Ja, B.

L'application f admet en ¢ une limite & gauche et une limite 4 droite, toutes deux finies.
Plus précisément, :

— 5i f est croissante : Ilirgl_f{::} < fle) £ :—I—i-T+ fiz).

— 8i f est décroissante ::l-i.rﬂ— flo) = fle) = II—I.T-e- flz).

13
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II.6 Formes indéterminées
On suppose que lim f(r) = £ et lim g(z) = £ (avec f e R et £ £ TR).
On dit qu'on a affaire & la forme indéterminée :

o0 — oo 51 on veut caleuler la limite enade f+getsif =400, £ = —ca.

0 oo si on veut calculer la limite ena de fgets1 £ =0, £' = *ca.

— &1 on veut calculer la limite en a de g ebmf=£=0

a

0o ., L. .
— s on veut calculer la limite en a de { et st f =tcoet &' =200
oo

1=gi £=1et £ = +oo.
Le calcul de im{f?} donne lieu aux formes indéterminées : ¢ oo 51 £ = 400 et £' = 0.
) Csie=¢ =0
Toutes ces formes indéterminées peuvent se ramener & oo —co ou & 0 % oo,
Pour les troiz derniéres il suffit en effet de poser f9 = expigln f).
Dans une forme indéterminée, tous les résultats sont possibles.
Chaque probléme doit donc étre résolu individuellement.

Comme on dit, il faut lever la forme indéterminée.

IV  Continuité

IV.1 Continuité en un point
Deéfinition
Solent f e F(I,IR) et @ € I. On dit que [ est continue en a =1 la hmite de f en a existe.
Au vu des définitions cette himite ne peut étre égale qu'a f(a).
Autrement dit : [ est continue en o & ll_l'.l.'; fiz) = fla)
2V¥e>035=0tel que(z cf et |r—a] <8 = |flz)— fla)| <&

Définition (Continuité i gauche en un pomnt)

Soit f un élément de F(J, IR).

Soit a un élément de 1, qui ne soit pas 'extrémité gauche de 1.
Soit g la restriction de f & l'intervalle J = In] — oo, g

On dit que f est continue & gouche en a =1 g est continue en a.

Cela équivaut 4 dire que : m f(z} = fla) ou encore :

Ye=0,30=0telque(e—d <z <a)=|f{z)— fla)] ==

14
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Définition (Continuité i droite en un point)
Soit f un élément de JF(I,IRN}. Soit a un élément de I qui n’est pas I'extrémité droite de 1.
Soit g la restriction de f & l'intervalle J = I N [a, +ogf.
On dit que f est continue & droite en a 51 g est continue en a.
Cela équivaut & dire que : IET+I[:} = f(x) ou encore :
We=0,30>0telque(a<x<a+d)=|flz) - fla)] <=
Remargue
Soit 2 un point intérieur & l'intervalle I. Soit f une application de I dans IR.
[ est continue en a < f est continue & droite et & gauche en a.
Définition (Discontinuité de premiére espéce)
Soit f un élément de F(I,R). Soit a un point de I.
31 f n’est pas continue en a, on dit que [ est disconfinue en ce point.
51 a est intérieur A [, 1 f est discontinue en a, mais si les limites & gauche et 4 droite en a
existent et sont finies, on dit que f présente en a une discontinuilé de premiére espéce.
Définition (Frolongement par continuite)
Soit f un élément de F(I,IR). Soit a un réel, extrémité de I mais n'appartenant pas i I.
On dit que f est prolongeable par continuité en a 51 { = |i:n { existe et est finle.

Cela signifie que g définte sur [ U {a} par g(z) = f(z) siz € I et g(a) = £ est continue en
a.

On dit que I'application g est le prolongement par continuité de f en a.

IV.2 Propriétés

Proposition (Opérations sur applications continues en un point)

Salent f et g deux &léments de F(I,IR). Scit a un élément de [,

Si f et g sont continues en a, il en est de méme pour fg et af + Ag (of € R).
S1 f est continue en @ et 51 f(a) # 0, alors % est continue en a.

81 f est continue en a et si g est continue en b= f(a), alors g o f est continue en a.

Proposition (Caracténization séquentielle de la continuité)
Soit f un élément de F(I,IR). Soit @ un élément de I.

S est continue en @ si et seulement si; pour toute suite {(u,) de I convergeant vers a, la suite
de terme général f{u,) converge vers f(a).

Remarques
La propriété précédente est utile pour montrer qu'une application f n'est pas continue en
un point a : on construit une suite (u,) convergeant vers a, mais telle que la suite de terme
aénéral (f(u,}) ne converge pas vers f(a).

De méme s1 le réel @ est une extrémité de [ (n'appartenant pas i J), si la suite (u,) converge
vers a, mais si la suite de terme général f(u,) n'a pas de limite (ou s1 sa limite est infinie),
on peut dire que f n'est pas prolongeable par continuité au point a.
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IV.3 Continuité sur un intervalle

Définition
Soit f un élément de F(I,IR}.
On dit que f est continue sur § s1 f est continue en tout point de 1.

On note C{{,IR) {ou C(I)) 'ensemble des applications continues sur J, & valeurs réelles.

Propriétés et exemples
— Toute application constante est continue sur [R.

Il en est de méme des applications = — et £+ |z].

— Sotent f et g deux applications continues sur 1.
Pour tous scalaires o et 3, af + g est continue sur I.
1l en est de méme de I'application fg.
f

51 g ne s'annule pas sur [, % et o sont continues sur {.

— Les applications polynémiales sont continues sur .
Une application rationnelle (quotient de deux applications polynémiales) est continue sur
chaque intervalle de son domaine de définition.

— Les applications usuelles © +— sin(r), £ — cos(c), © — tan(z), © — exp(r), r — In(z) ot
T+ ™ gont continues sur chaque intervalle de leur domaine.

— Solent f € C{I,IR), g € C{J.IR), avec f(I) C J. Alors go f € C(I,IR).

— 51 f est continue sur [, alors les applications | fl, f* et f~ sont continues sur 1.

51 f et g sont continues sur | alors inf(f, g) et sup(f, g) sont continues sur 1.

— 51 f est continue sur I, alors la restriction de f & tout intervalle J < T est continue sur J.

Remarques

Pour démontrer qu'une application est continue sur un intervalle [, on ne revient pratique-
ment jamails i la définition epsilonesque.

Le plus souvent, la fonction & étudier est en effet un cockiail de fonctions continues classigues
et les propriétés précédentes permettent de conclure.

La continuité, méme sur un intervalle, reste une propriéié locale, ce qui signifie qu'elle n'est
que le bilan de la continuité de f en chacun des points de 1.

Théoréme (Théoréme des valeurs intermédraires)
Soit [ une application continue sur Fintervalle 1.
Solent a, b deux éléments de I {a < B).

Soit y un réel compris entre f{a) et f(B).

Alors 1l existe un réel x, compns entre a et b, tel que f{z) = y.

Proposition (¢noncé équivalent au TVI)
Seoit f une application continue sur l'intervalle [, & valeurs réelles.
Alors f(I) est un intervalle.

Proposition
Soit [ une application continue sur U'intervalle {, & valeurs réelles.
On suppose qu'll existe @ et b dans I tels que f(a) < 0et f(b) = 0.

Alors 1] existe ¢ dans [, compris entre @ et b, tel que f(c) =0.
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Théoréme [Fonction continue sur un segment)

Proposition

Soit f une application continue sur un segment [a, b (g, b denx réels, a < &)

Alors f(|a,b]) est un segment [m, M].

Toute application continue sur un segment y est bornée et y atteint ses bornes :
Il existe 1y dans [a,b] tel que f{zry) = m = min{f(z),a <z <b}L
Il existe 1y dans [a,b] tel que f{z;} = M = max{f(z),e < = < b}.

IV.4 Théoréme de la bijection réciprogue

Théoréme
Soit f un élément de F(I, R).
On suppose que § est continue et strictement monotone sur f.
Alors f réalise une bijection de [ sur Uintervalle image J = f(I).
De plus, la bijection réciproque £, de J vers {, est continue et strictement monotone (avec
la méme monotonie que f).

Remarques
— Les courbes représentatives de f et de f~! sont symétriques I'une de 'autre dans la symétrie
par rapport & la droite y = x, parallélement 4 la droite y = —r (51 le repére est orthonormé,

il s’agit de la symétrie orthogonale par rapport & la droite y = 1.

— Le théordéme des valeurs intermédiaires montre 'existence d'une solution & f(z) = 0.
Le théoréme de la bijection réciproque assure I'unicité de cette solution.

— 5i f est continue sur 'intervalle [, l'intervalle J = f{J)} n’a pas toujours les mémes propridtés
que I {ouvert ou fermé, bormné on non borné), sanf =i [ est un sezment. Mais 1 f est strictement
monotone, le caractére ouvert, semi-ouvert, ou fermé de [ est conservé.
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Exemples d'inversions d*applications continues
— L'application = — exp{r) est une bijection de TR sur RT*.
La bijection réciprogue est = +— In(z}).
— Pour tout e de IR™, les applications = — 12 et = — r'/® sont deux bijections de IR™ sur
lui-meéme, réciproques 'une de 'autre.
— L'application z ~ sin(r) réalise une bijection de -3, 5] sur [-1,1].
La bijection réciproque est notée r — arcsin(x) {arc sinus de ).
— L'application = — cos(x) réalise une bijection de [0, 7] sur [-1,1].
La bijection réciprogue est notée r — arccos(z) {arc cosinus de ).
— L'application x ~ tan{r) réalise une bijection de | — 3, 5[ sur R.

La bijection réciprogue est notée « — arctan({r) {arc tangente de x).

IV.5 Continuité uniforme

Définition
Soit f un élément de F{I, K). On dit que [ est uniformément continue sur =i :
We>0305>0telque: Vi, y)edxI,|r—yl <£d=|flx)— flg) €<

Remarque
Pour montrer qu'une application f : I — R n'est pas uniformément continue, on doit montrer
l'existence d'un réel £ > 0 tel que, pour tout & > 0, on puisse trouver r et y dans [ tels que
|r —y| = 4, mais cependant tels que |f{z) — fly)| = =.

11 revient au méme de trouver deusx suites (z,,) et (g, ) de I telles que lim (y, —z,) = 0 mais

telles que HILTo{f(y") — flzx)) # 0.

Continuité et continuité uniforme

Rappelons la définition de la continuité de f en un point a de 1 :

Wez0,3d=0tel que: Ve &l |r—a| <d = |flz) - fla)| <=

Dans cette définition, le réel § dépend de = et du point a.

La continuité uniforme exprime I'existence d'un réel § ne dépendant plus du point a.

En particulier : st f est uniformément continue sur I"intervalle I, f est continue sur f.
fiz) =L sur |0,1).
flx) = sin{z?) sur R.
Le théoréme suivant donne une condition oii la continuité implique la continuité uniforme.

La réciproque est fausse, comme le montrent ces exemples : {

Théoréme (Théoréme de Heine)
‘ Soit f une application continue sur un segment [a, ] (g, b deux réels, a < b).

Alors f est uniformément continue sur [a, b].
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IV.6 Applications lipschitziennes

Définition
Soit f un élément de F(I,IR). Soit A un réel strictement positif.
On dit que f est A — lipschifzienne (ou encore lipschitzienne de rapport A) sur [ i :

Wiz, y) e I x I|fix) — fly)l = Mz —yl.
Remarques et propriétés

— Dire que f est A-lipschitzienne sur I, c’est dire que les taux d'accroissement de [ sur I (entre
deux points quelcongues) sont majorés en valeur absolue par A

— 51 f est A -lipschitzienne sur [, alors [ est uniformément continue sur I.

La réciproque est fausse comme le montre l'exemple de = +— /T sur le segment [0, 1].
— 51 f est Alipschitzienne sur {, alors, pour tout g = A, f est p-lipschitzienne sur 1.
— 51 f est A-lipschitzienne sur I, avec A < 1, on dit que f est contractante sur {.

— L'inégalité des accrolzsements finis {cours de Terminale) indique que =1 f est dérivable sur 1,
et s1, pour tout = de I, [f'(z]| = A, alors f est Alipschitzienne sur 1.

Opérations entre applications lipschitziennes

— 51 f est Alipschitzienne sur [a, b} et sur [b,c|, alors f est A-lipschitzienne sur [a,¢|.
— 51 f et g sont A-lipschitziennes sur !, alors f + g est A-lipschitzienne sur I.

— 51 f est Alipschitzienne sur [, alors af est o] A-lipschitzienne sur T

— 51 f et g sont lipschitziennes et bornées sur I, alors fg est lipschitzienne sur 1.

— 81 f est A-lipschitzienne sur I, s1 g est p-lipschitzienne sur J, et s1 f(J) < J, alors U'application
go f est Ap-lipschitzenne sur 1.

Les notions d'applications uniformément continue ou lipschitzienne sur un intervalle [ sont des
notions globales (contrairement a la continuité, qui est une notion locale). En particulier, cela
n’'a aucun sens de dire que f est uniformément continue ou lipschitzienne en un point!
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V  Quelques fonctions usuelles

V.1 Fonctions circulaires réciproques

Définition (fonction arcsin)

Propriétés

La restriction 4 [ = [—%, %] de © — sinT est une bijection de I sur J = [-1,1].

La bijjection réciproque est notée  — arcsinz (fonction “arc sinus").

— L'application  + arcsin r est une bijection de [—1,1] sur l—%, %]
Elle est continue, strictement croissante, et impaire.

— Pour tout x de [—1,1], aresin T est 'angle compris entre —3 et % dont le sinus est égal 4 1 @

{y=:1rcsinr {I=siny

IEl_]:‘:]'I FEI_%;%
L EIE AR
— (Juelques valeurs particuliéres
arcsinz | 0 % : % %

— Pour tout = de |1, 1], sin{arcsinz) = z.
Pour tout = de [—% %: arcsin{sinr) = = (attention au domaine!)
Pour tout = de [—1, 1], cos(aresint) = /T — 22
Pour tout = de | — 1, 1], tan{arcsinz) = ;T
Ww1l—z

. . . . 1
— Dérivée : pour tout x de | — 1, 1], aresin’r = ——.
e i
— Courbe représentative :
V= aresin %
P2
mm———— -l
|
| =
| I
! !
) J 14
B i
| |
I |
23 |
g :
P2
_____ {}_I_____!
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Définition (fonction arccos)
H La restriction & J = [0, 7] de £ ~ cos est une bijection de [ sur J = [—1,1].

La bijection réciproque est notée © — arceosx (fonction “arc cosinus”).
Propriétés
— L'application £ — arccost est une bijection de [—1,1] sur [0, 7).

Elle est continue et strictement décroissante.

— Pour tout x de [—1,1], arccost est 'angle compris entre D et = dont le cosinus est édgal & = :

Y = Arccos T I =cosy
{IEI_LI] o {?:"E [0, =]

IR IEAES R

2 2

— Quelques valeurs particuliéres

m|lxz| x| =
arccosz |5 [ 5| 5[50
— Pour tout = de [—1,1), cos{arccosz) = .
Pour tout = de [0, 7], arccos(cos ) = = (attention au domaine!)
Pour tout = de [—1, 1], sin(arccos ) = /1 — 2%
1 —
Pour tout = de [-1,0[U]0, 1], tan{arccosx) = =
x
— Pour tout = de [—1, 1), arecos(—x) + arccosx = .
Pour tout z de [—1,1], arcsinx + arccosx = %
. 1
— Dérivée : pour tout £ de | — 1, 1], arceos’z = — : -
—r

— Courbe représentative :
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Définition (fonction arctan)
H La restriction & I =] — %.%i de = — tanz est une bijection del sur [R.

La bijection réciproque est notée © — arctan = (fonection “arc tangente” ).
Propriétés
— L'application = — arctanz est une bijection de IR sur | — %.. %i

Elle est continue, strictement creissante, et impaire.

— Pour tout = réel, arctanx est Iangle de | — 72—" %E dont la tangente est ézale & 1 :

{y=arct-a.n:: {I=tany

= T
relR y€l - 7.3
3
) T 1] 3‘;— 1 [+/3
— {Juelques valeurs particuliéres
4 T || &
arctanz | 0| & | 5| 3
— Pour tout = de IR, tan{arctanz) = 1.
Pour tout rde | — %-‘ %E. arctan(tan ) = r (attention au domaine!}.
1
Pour tout = de IR, cos{arctan 1) = 3
V142
:
Pour tout = de IR, sin(arctanz) = ; —.
+z
—1lsiz<0
— Pour tout z de IR*, arctan x + arctan L E%, avec £ = { i
x lsiz>0
; 1
— Dérivée : pour tout = de IR, arctan’z = o
! 14
— Courbe représentative :
¥ = aretan x
F

Pi2

-Fi2

22



27/02/2021

V.2 Fonctions logarithmes et exponentielles

Définition (loganthme népérien)
On appelle fonction logarithme népérien, et on note £ — Inz, la primitive sur R** et qui
s'annule en r = 1 de I'application z — e Autrement dit : ¥z > 0,Ilnz = %
Propriétés
- L'application In est définie sur R™ par ¥z = 0, In'z = i et Inl=0.

- Cette application est strictement croissante et indéfiniment dérivable sur IR**.

— Pourz>0ety>0,ona: Infzy)=Ihz+Iny, lni =—Inxz, 1n§ =Inzr—Iny.
Plus généralement, poura € Ret >0, ona:lnz®* =alnc
lmlnz=—co lmlnzr=+4+c0 lmzlnz=10"
0+ oo o+
— - . Inflds) 2§
— Limites usuelles : I_}_E% =07 l‘EﬂT =il h{n In_Ji =

B
Ya>0,Y8>0 lms® lmeff=0 limi2z—p
+

+oo I

— L’application £ — In z réalise une bijection de R** sur R.

On note e I'unique réel strictement positif tel que Ine=1. On a : e = 2.718281828.
— L'application © — Inz est concave (sa dérivée seconde est —;l-; < 0.}

Pour tout = > 0, on a 'mégalité Inz € £ — 1 [avec égalitésr © = 1)

— Courbe représentative :
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Remarques

— 5i z, y sont deux réels non nuls et de méme signe, alors In{zy) = In ||+ Infy|.
En particulier, pour tout £ £ 0, on a: Inz® = 2In|z].

— L’application x — In|z| est définie sur IR* et sa dérivée est = — %

— Soit f une application dérivable sur un intervalle [, 4 valeurs dans [R*.

On appelle dérivée logarithmique de f la dérivée %de I'application In|f|.

- Solent fi, fa,..., fo des applications dérivables et strictement positives sur 'imtervalle 1.
Solent oy, g, ..., 0, des réels, at g = f7 f32 .. fon
5 v E gl‘ jf T fl‘
Alors la dérivée logarithmique de g est — = ay=L + =2 + - -- + @, =2,
7 fi Th fa

La dénivée logarithmique peut donec étre un moyen commode de caleuler la dénvée d'une
application qui s'exprime essentiellement & l'aide de quotients, de produits, de puissances.

Soit par exemple f @z — J|z{z + 2} exp EP qui est dérivable sur IR — {—2,0}.
T
Pour tout z de R — {-2,0}, ona: In fiz) = %ln |lz{z+ 2)| + E
x
o S i N T -2 p o arfe
En dérivant, on obtient : To) mz1d 2 PEE9) 2]._Am31 fi=
En redérivant sur IR — {~2,0}, on trouve l'expression de f* :
-2 —x! 61?4 Bz
", = T e
1'00) = g ) + e (0)
22—+ (2 622+ 8 A2 +4c+2
SO G B ) LA AR
Az + 2) ot +2)
On pourra comparer ce caleul de f* avec celul obtenu par les méthodes habituelles de
dérivation (on la présence d'une valeur absolue n'arrange rien).

7.

[

=Ty

Définition (fonction exponentielle)
H On sait que 'application r ~— InzT est une bijection de IR™ sur IR.

La bijection réciproque est appelée fonction erpenenticlle et est notée = — expx.

Propriétés

— L’application x — expr est une bijection de IR sur RY*, continue et strictement croissante.

=expT r=In
On a I'équivalence : {y a { ¥

reR y=0
— L'application T — expr est dérivable sur Ret : ¥r € [}, exp’'z = expr.
Plus généralement, r +— expr est indéfiniment dérivable sur IR et : ¥n € N, exp™ = exp.

— Propriétés fonctionnelles :
EXpI

EXpy

Pour tous z,yon a: exp(r+y)=expz expy expl—z)= explr —y) =

expz’
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— L’application 1 — expr est convexe sur [R (sa dérivé seconde est expz = 0.)
Pour tout z de R, on a I'inégalité exp(r) < 1 + z (égalités r =0.)

limexpr =0 limexpr = 400 lim¥ = +ca
—o2 +eo too
s Imrexpr=0 limZ21_
— Limites usuelles : { — o 0 E3
3
Ya, 8> 0 lim |z exp®r =0 ImZE L _ oo
—ca 4o T

— Notation £+ e* :
Pour tout n de IN, on a exp(n) = exp(1)" =e™.
Cette propnété se généralise aux exposants rationnels.
On décide d'étendre encore cette définition en posant : ¥z € IR, e = expr.
On définit ainsi les puissances de e avec exposant réel quelconque. Toutes les propriétés de

la fonction exponentielle peuvent alors se rééerire en utilisant cette notation.

— Courbe représentative :

Définition (fonctions exponentielles de base quelconque)

Définition (fonctions pulssances)

Pour tout réel a > 0, et pour tout réel r, on pose a® = exp(zIna).

L’application = + a® est appelée fonction erponentielle de base a.

Soit o un nombre réel quelconque. On appelle fonction puissance d'erposant o 'application
définie sur IR par £ — = = explalnI).

Propriétés des fonctions exponentielles
— Pour a = e, on retrouve 'application © +— exp z, déji notée T — &%,
L'application x — expr = e* est donc l'application exponentielle de base e.
- La notation a* étend la définition de a” pour tout rationnel r.
— Pour tout réel a = 0, l'application = — o est définie et continue sur I
Elle est méme indéfiniment dérivable : ¥r € IR, (a*) = (Ina)a®.
strictement croissante siag > 1
— L'application & — @ est { strictement décroissante si < a < 1
constante égale i lsia=1

— Si a1, l'application = — o= réalise une bijection de IR sur Y.

—_— - 1 . . )
La bijection réciproque est = + log, r = ﬁ appelée fonction logarithme de base a.
Ainsi la fonction logarithme de base 10 est définie sur R™ par logyyr = logz = ]]n;EI et elle
n

est la bijection réciproque de I'application = — 107,
z
— Pour tout = de R et tout & > 0, on a (%) = a~*. Les courbes représentatives de £ — a” et

=
T (al) sont done symétriques 'une de 'autre par rapport 4 I'axe des ordonnées.
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Propriétés des fonctions puissances
— Cmant 'exposant o est entier ou rationnel, cette définition de 'application © — =% est
compatible avee celle qu'on connaissait déja (sur un domaine parfois plus large que IR™).

— La dérivée de 1 i+ 1™ est 1 — or>1 strictement croissante s1a = 0
Sur son domaine 'Y, Uapplication x — z® est { strictement décroissante si o «< 0

constante en 1 st =0

— 8i @ # 0, I'application = — r* est une bijection de R** sur lui-méme, dont la bijection

réciproque est Papplication £ s rlf=

- 581 a >0, 1~ 1* est prolongeable par continuité 4 I'origine en lui donnant la valeur 0.
En (0,0), la courbe présente alors une tangente horizontale si @ > 1 et verticalesi 0 < a < 1.

Toutes les courbes reprézentatives des applications T — 1™ passent par le point (1, 1).

— Le placement des différentes courbes est le suivant :

S50 1 alors @ > o8
Vis0, V(e @) e RY, avecac fid o oo o mesE 2T

Sic>1alos 1 < of
— Courbes représentatives :
y=x"r

r=1

O<r<i

ek .
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Propriétés fonctionnelles et limites usuelles

— Propriétés fonctionnelles : 1 at
gt =gTa¥ a F=— am = —
at a¥

Pour tous 7, y de IR, pour tout a,bde R** ona: 7.
a ays
(@ —av ot —(ebF == (3

— Limites usuelles :

. Ostaz=1 , +oosiazl
lim e® = ; Im a* = ¥
T —o0 toogil=sas]l =+ Desiflca=si
Yax0,Ya>1 m |zf*a* =0 lim < = too
r——ca oo TH
Ya > 0,Ya )i, 1 im 2 =400 lim %" =
A, |;| rstoo

V.3 Fonctions hyperboliques

Définition (applications z +— shz et © — chz)
B e

Pour tout = de IR, on pose chr = 5

(fonction “cosinus hyperbeolique™)
ef —eg™* N . I
Pour tout = de IR, on pose shr = R (fonction “sinus hyperbolique”)
Propriétés
- Les applications z — chr et z+— shz sont mdéfiniment dérivables sur IR.

Pour tout = de IR, on a sh's = chr et ch'r = shr.

Les deux applications T+ y = cht et £ — y = shr sont donc solutions de y"' = y. ¥ = chix)
L'application © + chz est paire, et 'application =+ shr est impaire.

— Courbes représentatives :

r = shis)

27



27/02/2021

el {ch-.::+sh-1:=e‘r‘ {ch:i:zl

chz — shz =&~ chir — shlzr =1
; Jie R

~NYzz0 ¥yeR, £ — ‘=I%{

SRS cht ==z, sht =y
= — y'] =1
x>0
— Au voisinage de P'origine, on a : shr ~ 1 (la droite y = = est tangente d'inflexion).
a

Toujours au voisinage de 0, on a : chr —1 ~ %

L'application ¢ — ( cht, sht} est un paramétrage de 'are d'hyperbala {
— Au voisinage de oo, on a1 chr ~ % et shr ~ %
Les deux courbes y = chr et y = shz sont asymptotes 4 y = % {avec shr < % < chz.)

—T

s - C
— Au volsinage de —oo, on a 1 chr ~ - et shr ~ —=5-,

Définition (application T — thx}
shr

H Pour tout « de IR, on pose thr =
’ chr

{fonction “tangente hyperbolique” )

Propriétés
— Lapplication £+ thr est impaire. Im thr = 1.
I—+oo
Au voisinage de (I, on a : thr ~ r (la droite y = = est tangente d'inflexion.)

L ; ; ; 1
— L’application £ — thr est indéfiniment dérivable : ¥z e R, th't =1— th’c = P
ch™z

F—eT @1 l-eE
— Pour tout r de R, on a : thr = i = Eq_
ef e er4l l4e

Pour tout = de IR, on a | thr| < L.

- Courbe représentative :
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V.4 Trigonométrie hyperbolique
— ¢h, sh et th d’une somme ou d’une différence :
ch{zr + y) = chrchy + shrshy
chlz — y) = chz chy — shrshy {chzz=2chﬂz—1=1+zshﬂz
sh{z + y) = shzchy + chzshy sh2r = 2shr chz
sh{r — y) = shrchy — chrshy

thr + thy tht — thy 2thz
thi{ =__— 4 S SOl o i O — :
R Tty Tty T i

— Transformations de produits en sommes et de sommes en produits.

chzchy = 3( chiz + ) + ch(z —y)) chp + chq — 2chEe chB5S
hrshy = Y ch(z +y) — chz —

shrshy E'{c (r+y)— ch{z —y)) chp — chg = 25hPHE shE=S
shrechy = 5(sh(z + y) + sh(x — y})

hp - shg = 2sh B2 oh BT
ch?r — (1 + chz) STyt

_g.P-q 2 pig
5h2I=%{Ch2I—1} Shp— shg—Qbh T ch T
2
— Changement de variable £ = th% : = %‘ shr = %, = %
. . ul+1 u?—1 w—1
— Changement de variable u=¢*: chr= T shr = 5 thr = a1

- Linéarisation.
gt —e™"

et sh"r = ( 5 )n.

On développe (formule du bindme), on groupe les termes équidistants des extrémités, et on

On éenit ch™r=

e+ e'IJ“

réutilise les définitions pour retrouver des chipr) etfou des sh{pr). Par exemple :

e —e 4 1 1
4 _ _ dr_ 4.%= A2y a—tey o3
shiz _(—2 ) (el — 46 4 6 —de 4 et) — = (chdc — 4ch2r +3)

e 4+emE 1
(F55) = o5 (= + 56 4 106 4 107 4 57 4 75%)

= % (ch5z + 5chir + 10chr)

chiz =

ef—e ™45 11
5. s L e e 1007 — 100 4 Bt _
sh’z —[: 3 ) _16‘2(8 e’ 4 10e 10e™* 4 5e e™F)

= % {shiz — 5sh3z + 10sht)
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— Opération imverse de la lindarisation.
Yre R, ¥ne N, (chz + shr)" = ()" = ™" = chnr + shnz
On peut ainsi exprimer ch(nz), sh{nr) en fonction de puissances de chr etfou de shr.
Pour cela on développe ( chz 4 shx)™ par la formule du bindme.
La partie paire (resp. impaire) du résultat est alors égale & ch{nz) (resp. sh{nz)).
51 on cherche & obtenir un résultat ol figurent surtout des puissances de chz (resp. de shz)
il convient de remplacer les puissances paires de shz (resp. de chz) par des puissances de
(ch®z — 1) (resp. de (1 + sh’z)) puis de développer. Par exemple :
(chr + shr)? = ch'c + 4 ch®rshr 4 6 chzsh?c + 4 chrsh®z + shiz
{ chdz = chiz + b’z sh’z + shiz
shir = dch’zshr + 4 chrshs

chdz = chir + 6ch®c{ ch®r — 1) + (chlr — 1)2 { chir = 8chir — 8ch?r + 1
shdz = dchr((1 4 sh®c)she + sh'z) shdz = 4 chr(2sh®r + shz)

— Liens entre la tnigonométrie hyperbolique et la trigonomeétne circulaire.

Les formules de la tngonométrie hyperbolique peuvent etre retrouvées & partir de celles de

la trigonométrie circulaire, avec © cos(iz) = chx, sin{iz) = ishc,

tan(iz) = i thz.
Par exemple :

sin®z = (—sindz + 3sinx) = sin’(ir) = §(— sin(3ix) + Isiniz))

= —ish®s = L{—ish(3r) + 3ishz) = shr = 1(sh(3z) — 3shz)
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