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Le présent cours trouve sa source dans les notes que j’avais rédigées lors du premier semestre de I'année
universitaire 2001/2002, alors que j’enseignais pour la premiére fois ’algébre en DEUG MIAS. Les trois heures
hebdomadaires dédiées a cet enseignement dans I’emploi du temps des étudiants, ne m’avaient pas permis de
Jjustifier chacun des énoncés. J’avais le sentiment d’avoir baclé une bonne partie des démonstrations, d’avoir laissé
de coté une part trop importante du formalisme sans doute nécessaire, afin de ménager suffisamment de temps
pour traiter les exercices des TD. Ces frustrations conjuguées a: une panne de voiture durant I’été 2002, I’achat
d’un ordinateur, I’envie d’apprivoiser le « traitement de texte » INTEX, ont eu pour conséquence la rédaction de
la premiére version de ce cours.

La version actuelle de ce cours n’est que la version révisée et (peu) augmentée de la version initiale. Il est
probable que quelques erreurs subsistent, en dépit des relectures auxquelles je me suis livré. Toute personne
débusquant une erreur, ou mieux encore : corrigeant une erreur, se verra attribuer une forte récompense... pour
peu que le budget “récompenses” soit enfin voté en conseil d’administration. Vous pouvez m’envoyer vos com-
mentaires, suggestions, corrections, etc. par e-mail, & ’adresse: Thierry.Cuesta@ac-creteil.fr.

J'espére que ce document est auto-suffisant. Si mon but est atteint, une lecture attentive devrait permettre,
a ceux qui s’y astreindront, d’acquérir le contenu théorique du tout premier semestre d’algébre du DEUG MIAS.
11 ne s’agit cependant pas d’un encouragement a ne plus venir a I'université assister aux cours! Mieux vaut avoir
des versions différentes d’'une méme notion ; la version « live » est interactive, et en principe moins abstraite et
plus condensée que la présente version. La réponse d’un enseignant & une question que vous lui poserez vous fera
gagner un temps précieux pour la compréhension d’un chapitre. Une fois fixé sur le papier, un cours ne saurait
réagir a vos difficultés comme le fera votre professeur. N’oubliez pas que rare sont les enseignants condamnés
pour cannibalisme, et qu’ils sont en général soucieux de votre réussite.

Je remercie Lionel Girard qui m’a tant vanté les mérites de TEX que je n’ai pu faire autrement que de m’y
essayer, les « chefs d’orchestre » Etienne Sandier et Raphaél Danchin pour leur ouverture d’esprit favorisant
les initiatives chez leurs collaborateurs, Clothilde Melot qui m’a poussé vers 'ALU avant méme d’avoir pris
connaissance du contenu de ce cours, les membres de I'équipe de mathématiques de 'université Paris XII Val-
de-Marne avec lesquels je travaille depuis 1998 et qui m’ont accordé leur confiance.

Thierry Cuesta
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Ensembles

1.1.1 Ensembles

Nous allons dans ce court chapitre, examiner quelques objets mathématiques liés & la structure d’ensemble.
Le propos ne sera pas d’exposer une théorie ! (axiomatique?) des ensembles. Les prétentions théoriques seront
plus que restreintes. Seule une idée intuitive de la notion d’ensemble sera utilisée. Si vous parvenez & donner son
sens & une phrase comme : « Je suis un élément de ’ensemble des étudiants du DEUG MIAS », vous disposez d’un
bagage suffisant pour entamer la lecture de ce chapitre. Certains ensembles auront un nombre fini d’éléments et
seront appelés: ensembles finis. On rappelle que « ’élément a appartient & ’ensemble A » s’écrit: a € A, et que
« I’élément a n’appartient pas a ’ensemble A » s’écrit: a € A.

Définition et notation 1.1.1 (Sous-ensemble) On dit que B est un sous-ensemble de A, si tous les éléments
de B sont des éléments de A. On écrit alors: B C A. (Lire: B est inclus dans A).

On rencontre également, a la place de B C A, la notation A D B qui a la méme signification. On remarque que
a € A équivaut & {a} C A. Les accolades sont utilisées pour noter les ensembles dont on exhibe les éléments.
Par exemple {a, b} est 'ensemble 2 dont les deux éléments sont a et b. Dans {a,a} il n’y a pas deux éléments
mais un seul 3, et on écrit {a} au lieu de {a,a}.

Définition et notation 1.1.2 Soient A et B des ensembles. A\ B est I’ensemble des éléments de A qui n’ap-
partiennent pas a B.

Définition 1.1.3 (Complémentaire) Soit A un ensemble et B un sous-ensemble de A. A~ B est le complé-
mentaire de B dans A.

Définition et notation 1.1.4 (Ensemble vide) L’unique ensemble n’ayant aucun élément : ’ensemble vide,
est noté: ().

On remarque que ’ensemble vide est un sous-ensemble de n’importe quel ensemble. En effet, soit .4 un ensemble ;
0 C A si et seulement si tout élément de () est un élément de A. Or, comme @) n’a pas d’élément, on a vite fait
de vérifier que tout élément de () est un élément de A.

Définition et notation 1.1.5 (Union) La réunion des ensembles A et B est ’ensemble, noté: AU B, des
éléments qui appartiennent ¢ A ou? a B.

Définition et notation 1.1.6 (Intersection) L’intersection des ensembles A et B est I’ensemble, noté : ANB,
des €léments qui appartiennent a A et aussi a B.

1. [2] est une bonne introduction au monde de la théorie des ensembles et de la logique mathématique.
2. Un ensemble & deux éléments est une paire.

3. Un ensemble & un seul élément est un singleton.

4. Le « ou » de cette définition est un « ou » inclusif. Il signifie: soit I'un, soit I’autre, soit les deux.



On remarque que pour tout ensemble A et tout ensemble :

ANBC AC AUB.

Définition et notation 1.1.7 (Union) Soit I un ensemble (ensemble d’indices). Pour tout i € I, A; est un

ensemble. Alors UieI A; est Uensemble des éléments x pour lesquels il existe ig € I tel que © € A, .

Définition et notation 1.1.8 (Intersection) Soit I un ensemble (ensemble d’indices), I # 0. Pour touti € I,
A; est un ensemble. Alors (;c; A; est 'ensemble des éléments x tels que pour touti € I, x € A;.

Si dans la définition 1.1.7, I = 0, alors |J, 4 .A; = (). Mais dans la définition 1.1.8, on ne peut avoir ® I = ().

i€0

Définition et notation 1.1.9 (Ensemble des parties) Soit A un ensemble. L’ensemble des parties de A est
lensemble dont les éléments sont les sous-ensembles de A. Cet ensemble est noté: P(A).

Exemples: P(0) = {0}. Si A = {a}, alors P(A) = {0,{a}}. Si A= {a,b}, alors P(A) = {0, {a}, {b}, {a,b}}.

Définitions et notations 1.1.10 (Quantificateurs) Soit P(x) une propriété mathématique dépendant d’un
objet mathématique . La suite de symboles © :

(Ve e A) P(x)

se lit: « Pour tout x élément de A, P(x) »; autrement dit: pour tout x, si x € A alors la propriété P(x) est
vrate.
La suite de symboles 7 :

Gz e A P(x)

se lit: « Il existe x élément de A, P(x) ; autrement dit: il existe x, x € A et P(x) est vraie.
Y est le quantificateur universel, 3 est le quantificateur existentiel.

Remarque importante: Si A = (), alors quelle que soit la propriété PB(z), 'énoncé: « (Vr € A) B(z) » est
vrai, et I'énoncé: « (Jz € A) P(x) » est faux.

Notation 1.1.11 Soit PB(x) une propriété mathématique dépendant de l’objet mathématique x. L’ensemble des
éléments a de A, tels que P(a) est vraie, se note:

{ac A[P(a)}.

C’est un sous-ensemble de A.

1.1.2 Applications

La notion d’application est présentée de fagon détaillée dans Iexcellent [5], ainsi que dans tout ouvrage de
théorie des ensembles ou de logique mathématique, comme dans le non moins excellent, mais moins abordable,

13]-
Définition et notation 1.1.12 (Couple) Soient a et b des éléments d’un ensemble £. On définit le « couple

a b », noté (a,b), par:
(a,b) = {{a},{a,b}}.

On remarque que {a} et {a,b} sont des sous-ensembles de & ; donc, {a} et {a,b} sont des éléments de P(E), et

finalement (a,b) € P (P(£)).

Proposition 1.1.1 Soient a, b, a’ et b’ des éléments d’un ensemble €. (a,b) = (a’, V') si et seulement si a = a
etb="0.

5. Le cas pathologique pour 'intersection: I = (), donnerait naissance a ’ensemble de tous les ensembles... qui n’existe pas!

6.Vz (x € A= P(x)) serait plus convenable mais moins pratique.

7.3z (x € AN P(x)) est plus correct (voir la bible des logiciens: René Cori, Daniel Lascar, Cours de logique mathématique,
Masson, 1993).




Démonstration 1.1.1 Si a = a’ et b =V’ alors les ensembles (a,b) et (a’,b") ont les mémes éléments; ils sont donc
égaux.

Réciproquement, supposons (a,b) = (a’,b'). Si a = b, alors {a,b} = {a} et (a,b) = (a,a) = {{a}}. Comme (a,a)
n'a qu'un élément et (a,a) = (a,b) = (a/,b'), (¢/,b’) n'a qu'un seul élément; autrement dit: {a’,b'} = {d'}, ce
qui n’est possible que si @’ = V'. Comme (a,a) = (d’,a’), ces ensembles a un élément ont le méme élément, donc
{a} = {ad'} et finalement a = a’. Si a # b alors (a,b) a deux éléments, donc (a’,d’) a aussi deux éléments et @’ # V.
Dans (a,b), comme dans (a’,V’), il y un ensemble 3 un élément et un ensemble a deux éléments. Puisque les couples
sont égaux, il y a égalité des ensembles a un élement: {a} = {a'}, et donc a = o/, et il y a aussi égalité des ensembles
a deux éléments: {a,b} = {a’,b'}, et donc b=10".

Définition et notation 1.1.13 (Ensemble produit) Soient A et B des ensembles. L’ensemble des couples
(a,b) tels que a € A et b € B est le produit des ensembles A et B. Il est noté:

AxB

(lire « A croiz B »).

Définition et notation 1.1.14 (Application) Soient A et B des ensembles. On dit que le sous-ensemble f
de A x B, est une application de A vers B, lorsque :

— pour tout a dans A, il existe b dans B tel que (a,b) € f;
— pour tout a dans A, si (a,b) et (a,b') appartiennent & f, alors b=1V.
La notation f: A — B se lit: « f est une application de A vers B ».

Des exemples bien connus d’applications sont les fonctions étudiées au lycée, qui sont des applications d’un
intervalle, ou d’une réunion d’intervalles, de R vers R.

Définition et notation 1.1.15 (Image) Soit f une application de A vers B. Soit a un élément de A.
L'unique 8 élément b de B tel que (a,b) appartient a f, s’appelle I’image de a par application f et se note

f(a).

Définition 1.1.16 (Antécédent) Soit f : A — B. Soit b un élément de B. Les éléments a de A tels f(a) =b
sont les antécédents de b. S’il n’existe aucun élément de A ayant pour image b par f, on dit alors que b n’a pas
antécédent par f.

Notation 1.1.17 Soit f: A — B. a A b, ou plus simplement a — b, lorsque f est sous-entendue, signifie: a a
pour image b par f.

Cette notation est souvent utilisée pour les fonctions. Elle permet, lorsque 'on connait le calcul explicite de
I'image, de le faire apparaitre & droite de la fleche —. Par exemple, si on appelle f I'application de R vers R qui
& un nombre réel associe son carré, on note I’ensemble de ces renseignements sous la forme abstraite suivante :

f:R—-R, z— z2

Notations 1.1.18 Soient A et B des ensembles, soit f une application de A vers B, soit A un sous-ensemble
de A, et soit B un sous-ensemble de B. On note f(A) l’ensemble des éléments de B ayant un antécédent par f
dans A ; autrement dit: f(A) est ’ensemble des images par f des éléments de A.

flA)={beB|(3ac A) f(a)="0}.

On note f~*(B) l’ensemble des éléments de A dont l’image par f appartient & B ; autrement dit: f~1(B) est
l’ensemble des antécédents par f des éléments de B.

f7(B)={a€ Al f(a) € B}.

Définition 1.1.19 (Injection) On dit que l'application f de A vers B est injective (est une injection), lorsque
tout élément de B posséde au plus un antécédent dans A par f.

Définition 1.1.20 (Surjection) On dit que f : A — B est surjective, lorsque tout élément de B posséde au
moins un antécédent par f.

8. Voir la définition 1.1.14



Définition 1.1.21 (Bijection) On dit que f : A — B est bijective, lorsque f est a la fois injective et surjective.

Notation 1.1.22 Soient A et B des ensembles. L’ensemble des applications de A vers B se note : BA.

Soit £ un ensemble. Notons ? 2 'ensemble {0,1}. On note alors: £2, 'ensemble des applications de 2 dans &.
Soit ¢ : € x & — E2 qui associe au couple (a, b) 'application f : 2 — £ définie par f(0) = a et f(1) = b. ¢ est une
bijection de £ x £ sur £2. Les notations £ x £ et £2 seront, & cause de la bijection ¢, indifféremment employées.

1.1.3 Lois internes

Considérons un ensemble non vide £.

Définition 1.1.23 (Loi interne) La loi interne * sur € est une application *° qui a des éléments a et b de £
associe un élément de € noté a x b.

Définition 1.1.24 (Associativité) On dit que la loi x est associative lorsque a (b ¢) = (a *b) * ¢ pour tout
a, tout b et tout c, éléments de &.

Définition 1.1.25 (Commutativité) On dit que la loi * est commutative lorsque a*xb = bxa pour tout a € £
et tout b € £.

Définition 1.1.26 (Elément neutre) On dit que e est un élément neutre de la loi * lorsque ex a = a * e =
a pour tout a dans &.

Proposition 1.1.2 (Unicité de 1’élément neutre) Sie et €' sont éléments neutres pour *, alors e = ¢€’.

Démonstration 1.1.2 Comme e est élément neutre, on a: exe’ = €’. Comme e’ est élément neutre, on a : exe’ =e.
D'ou le résultat.

Définition 1.1.27 (Inverse) On dit que a posséde un inverse (on dit: un opposé, quand la loi est appelée
somme ou addition) lorsqu’il existe b tel que

axb=bxa=c¢e
ot e désigne I’élément neutre de *.

Exercice 1.1.1 (Unicité de I'inverse) Démontrer que si b et ¢ sont des inverses de a, alors b = c.

Définition 1.1.28 (Distributivité) Soient * et o deux lois internes commutatives sur €. On dit que x est
distributive par rapport a e lorsque :

Mae&)(Vbel&)(Veel) ax(bec)=(axb)e(axc)

Exemple : La somme et le produit sont deux lois internes sur Q. Elles sont associatives et commutatives. L’élément
neutre de la somme est: 0. Celui du produit est: 1. Tout élément a de Q admet un opposé, noté: —a, pour la
somme, et tout élément a non nul de Q admet un inverse, noté: % pour le produit. Comme pour tout a, tout b
et tout ¢ dans Q: a(b+ ¢) = ab + ac, le produit est distributif par rapport a la somme.

Autre exemple: Considérons Z muni de la somme et du produit usuels. Ces lois internes sont commutatives et
associatives. 0 est I’élément neutre de la somme, 1 celui du produit. Tout élément posséde un opposé (pour la
somme). Les seuls éléments inversibles (pour le produit) sont: —1 et 1. Le produit est distributif par rapport a
la somme.

9. La construction ensembliste traditionnelle des nombres entiers naturels consiste a poser: 0 = ) et n + 1 = n U {n} pour tout
n # 0. Ce point de vue donne: 1 =0U {0} = {0} et 2=1U{1} = {0} U {1} = {0,1}.
10. C’est donc une application de £ X £ dans £.



1.2 Reécurrence

Un outil sera fréquemment utilisé : la démonstration par récurrence.
De quoi s’agit?
C’est un principe de démonstration d’une infinité de propriétés en un nombre fini d’étapes. On considére les
propriétés P,,, avec n décrivant ’ensemble des nombres entiers naturels: N. Pour un nombre entier donné n, la
propriété P, est soit vraie, soit fausse. Par exemple, la propriété P, : “I’entier n est pair”, est vraie lorsque n est
pair, et fausse lorsque n est impair.
La démonstration par récurrence fonctionne suivant le schéma:

il existe un entier ng tel que:

— P, est vraie;
— pour tout entier n = ng, si P, est vraie alors P, 41 est vraie.

La conclusion est alors: pour tout entier n > ng, P,, est vraie.

Examinons la validité de ce principe de démonstration.

Supposons remplies les hypothéses, a savoir: “il existe un entier ng tel que P,, est vraie et, pour tout entier
n = ng, si P, est vraie alors P, 11 est vraie”. Supposons que la conclusion proposée: “pour tout entier n > ny,
P, est vraie”, soit fausse. Alors, il existe au moins un entier k supérieur ou égal a ng tel que Py, est fausse.

Soit m le plus petit des entiers k > ng tels que Py est fausse. Ce nombre m ne peut étre ng, car, par hypothése,
Pr, est vraie. De m > ng, on déduit: m — 1 > ng. Comme m est le plus petit des entiers k > ng tel que P, est
fausse, on en déduit que P,,—1 est vraie. Or, pour n > ng, si P,, est vraie, alors P, ;1 est vraie. On aboutit donc
a une contradiction puisque de P,,_1 vraie, on doit en déduire P,, vraie, alors que P,, est fausse. Quelle est la
source de cette contradiction? C’est le fait d’avoir supposé l'existence d’au moins un entier k£ supérieur ou égal
a ng et tel que Py soit fausse.

Il existe une variante de ce principe de démonstration qui consiste & remplacer dans les hypothéses “pour tout
entier n > ng, si P, est vraie alors P, est vraie”, par “pour tout entier n > ng, si Pj est vraie pour chaque
entier k dans [ng,n], alors P, 1 est vraie”.

1.3 Analyse combinatoire

Définition et notation 1.3.1 Soit n € N.
La notation n! se lit: « factorielle n ».

0 | I1x2x--x(n—=1)xn sin#0
n pose: n! =
P stn=20

Exercice 1.3.1 On définit par récurrence la notation Fac(n), pour tout nombre entier naturel n, de la maniére
suivante :

Fac(0)=1

Fac(n+1)=(n+1)Fac(n)
Montrer ' que, pour tout n € N: Fac(n) = nl.

Notation 1.3.2 Soient a et b des nombres réels. On note [[a,b] I’ensemble 12 NN [a,b].

1.3.1 Permutations

On considére un ensemble fini £ ayant n éléments (n € N). De combien de fagons différentes peut-on ranger
tous les éléments de £7
Pour attribuer la premiére place, on dispose de n choix. Une fois choisi I’élément de £ qui occupe la premiére
place, il reste dans £, n — 1 éléments parmi lesquels on en choisit un pour occuper la deuxiéme place. A chacun
des n choix du premier élément, correspond n — 1 choix pour le second. Il y a donc n(n — 1) fagons différentes
de ranger deux éléments de £. Il reste, a ce stade, n — 2 éléments dans £. On continue d’ordonner, de ranger,
ainsi tous les éléments de £.

Définition 1.3.3 (Permutations) Chaque rangement de tous les éléments d’un ensemble & n éléments, est ce
qu’on appelle une permutation dans un ensemble a n éléments.

11. Un premier essai de démonstration par récurrence s’impose !
12. Cette notation n’étant pas une notation normalisée, il faudra la définir si vous l'utilisez dans un devoir.



Proposition 1.3.1 Soit n € N. Il y a n! permutations dans un ensemble a n éléments.

Démonstration 1.3.1 Notons P, la propriété: « il y a n! permutations dans un ensemble a n éléments ». Montrons,
par récurrence sur n, que P,, est vraie pour tout nombre entier naturel n. Pour n = 0, la propriété est vérifiée, car
il "y a qu'une fagon de ranger les éléments d'un ensemble qui n'en a pas: ne rien faire. (Si ce point de vue vous
embarrasse, commencez pas examiner que P; est vraie).

Hypothése de récurrence: P, est vraie.

Montrons qu’alors P, est vraie.

Considérons un ensemble & n+ 1 éléments. Il y a n + 1 facons différentes de choisir un élément parmi n + 1 éléments.
Une fois cet élément choisi, il reste a ranger les n éléments restants. Il y a donc (n+1)x « le nombre de permutations
dans un ensemble 3 n éléments » facons différentes de ranger n+1 éléments. Ce qui donne, en appliquant I'hypothése
de récurrence: (n + 1) x n! = (n + 1)! permutations sur un ensemble a n + 1 éléments. D'od la validité de P,,11.
On en déduit que P,, est vraie pour tout n € N.

1.3.2 Arrangements

On considére un ensemble fini £ ayant n éléments (n € N).
On souhaite ici attribuer p places (p < n). La situation de départ est identique a celle du probléme des permu-
tations. La seule différence est qu’on n’épuise pas forcément £ puisqu’on ne range que p éléments.

Définition et notation 1.3.4 (Arrangements) Chaque rangement de p éléments dans un ensemble a n élé-
ments (p € [0,n]), est un arrangement de p éléments parmi n. Le nombre d’arrangements de p éléments parmi
n se note: AP.

Proposition 1.3.2 Soient n et p deux éléments de N tels que p € [0,n].

n!

A=

n

Démonstration 1.3.2 (Trame de démonstration)
On montre que: A2 =nx (n—1)x---x (n—(p—1)).

Commenx(n—1)x--x(n—(p—1)) = nx(n=1) XX (n—(p—1)) x(n—p) X (n—(p+1) X x2

=) X (n—(pT 1) x-x2 , on en déduit la proposition.

1.3.3 Combinaisons

On considére un ensemble fini £ ayant n éléments (n € N).
On souhaite cette fois s’intéresser aux sous-ensembles & p éléments d’un ensemble a n éléments (p < n).

Définition et notation 1.3.5 (Combinaisons) Un sous-ensemble de £ & p éléments s’appelle aussi: une
combinaison de p éléments parmi n éléments. Le nombre de sous ensembles a p éléments, d’un ensemble a
n éléments, se note 13 : CP.

Proposition 1.3.3 Soient n € N et p € [0,n].

n!

or=—"__
(n—p)!p!

Démonstration 1.3.3 Considérer un sous-ensemble 3 p éléments dans un ensemble & n éléments, c'est choisir p
éléments parmi n. Ceci nous rapproche donc de la situation déja examinée des arrangements de p éléments dans
un ensemble 3 n éléments. La différence est qu'ici, I'ordre dans lequel les p éléments sont choisis n'intervient plus.
Il'y a p! permutations dans un ensemble a p éléments. Donc, & chaque sous-ensemble a p éléments, correspond p!
arrangements différents. On en déduit: p! C? = A?.

Exercice 1.3.2 Soient n et p deux éléments de N tels que p < n.
Montrer que: C'7P = CP.

13. On rencontre parfois la notation : (;) a la place de C%.



Triangle de Pascal
Proposition 1.3.4 (Vn € N~ {0})(Vp € [0,n —1]) Cﬁﬁ = (P + CrH!

Démonstration 1.3.4 Soit ' £ un ensemble a n+ 1 éléments. Considérons un élément de &, et notons a cet élément.
Les sous-ensembles de £ a p + 1 éléments sous alors de deux types:

-ceux qui comptent « parmi leurs éléments,

-ceux qui ne contiennent pas .

Combien y a-t-il de sous-ensembles de £ a p + 1 éléments, et contenant a? Puisqu'a a déja été choisi, il reste p
éléments a choisir parmi les n éléments restant dans £. Il y a donc dans &£, C? sous-ensembles a p 4+ 1 éléments,
contenant a.

Combien y a-t-il dans £, de sous-ensembles a p + 1 éléments, et ne contenant pas a? Pour ces sous-ensembles 13,
puisqu'ils ne contiennent pas «, il faut choisir leurs p + 1 éléments parmi les n éléments de £ différents de a. Il y a
donc C2+! sous-ensembles de ce type. D'ou le résultat: C71] = C% + Cz+1.

Cette proposition est d’'un grand intérét pour le calcul des coefficients CE. Aprés avoir remarqué que, pour
tout n € N, CY = 1 et C" = 1, car il n’y a, dans un ensemble & n éléments, qu'un seul sous-ensemble a
0 élément : I’ensemble vide, et qu’un seul sous-ensemble & n éléments: ’ensemble lui-méme, on peut obtenir
de fagon mécanique les « premiers » coefficients C?. Ce procédé est connu sous le nom de : triangle (voir la
disposition des tableaux) de Pascal.

Pour remplir, par exemple, le tableau suivant :

Co
ey Gy
c3 C; C3

0 cl o2 o3
cy C¢; Ci ¢} Cf

11 suffit de faire fonctionner 1’algorithme :

cr &5 crit
:1
Cria
On obtient alors:

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1.3.4 Bindéme de Newton
Théoréme 1.3.5 (Formule du bindéme) Soient a et b des nombres réels. Soit n € N.

(a+b)" = Cra"Ppy

p=0
Démonstration 1.3.5 Démontrons la formule 15, par récurrence sur I'exposant figurant dans le membre de gauche. Si
I'exposant est zéro, alors la formule est vraie, car:

0
a+0)°=1=0C%"" = CPa’PpP.
0 0

p=0

14. La notation V signifie: pour tout. 3 signifie: il existe.
15. > est la notation usuelle de la somme. ZZ:O Up =ug + Ul + -+ Up—1 + Un.
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Supposons la formule démontrée pour I'entier n. Alors:

(a+b)"! = (a+b)(a+b)" = (a+b) zn: CPa—PpP

p=0
— Zcpan+1—pbp + Z CPqn—Ppp+l
p*O p*O
— Zcp nt+l— pbp+ch n+1-(p+1)pp+1
p=0
n+1
_Zcp n+l— pbp+ZCp Lon+l-ppp
p=1

=%+ 4 Z (C2=1 4 CP) a"T1mPEP + ™!

p=1
0 n+1 n+l-—p n+1lyn+1
=C% a +Z P b+ CnElb
n+1
— 4 n+l—ppp
= CPa"t
p=0
La formule est vraie pour I'exposant n + 1. Donc la formule est vraie pour tout n € N.

Exercice 1.3.3 Montrer que ZZ:O C? = 2™. En déduire le nombre total de sous-ensembles dans un ensemble
an éléments.

Exercice 1.3.4 Soit £ un ensemble a n éléments (n € N). Combien y a-t-il de bijections de £ dans lui-méme ?

11



Chapitre 2

Nombres complexes

2.1 L’ensemble C des nombres complexes

2.1.1 Une construction de C
Une équation sans solution dans R

Dans N, I’équation d’inconnue n: n + 1 = 0, n’a pas de solution. Or, fabriquer une solution pour cette
équation permet de franchir une étape importante dans la science mathématique. Cette étape conduit de N a
7Z, de la numération & ’algébre. De méme, dans R, I’équation d’inconnue z: 22 + 1 = 0, n’a pas de solution. En
fabriquer une, conduit & introduire un nombre non réel dans I'univers des nombres.

Comment fabriquer une telle solution? Une méthode consiste & considérer I'injection f de R dans R? (’ensemble
des couples de nombres réels) définie par: x — (x,0), et & munir R? de deux lois internes : ® et *, qui prolongent *
les lois + et x définies sur R et telles qu’il existe un couple dont le carré soit égal au couple (—1,0).

Une injection de R dans R?

On considére I'application f de R dans R?, définie par: f(z) = (x,0).
Exercice 2.1.1 Montrer que Iapplication f définie ci-dessus est injective.

Une addition sur R?

Cette loi interne sera notée e.
Sur R?, on dispose d’une addition “naturelle” composante par composante. On définit donc la somme de deux
couples de la maniére suivante :

(z,y) o (2", y) = (x + 2"y +y)

On vérifie facilement que la somme ainsi définie, posséde les propriétés suivantes 2 :

1. Associativité et commutativité héritées de la somme dans R.

2. (0,0) est I’élément neutre.

3. Tout couple (z,y) posséde un opposé: (—x, — y).

Exercice 2.1.2 Vérifier que la somme ainsi définie prolonge la somme des nombres réels.

Une multiplication sur R?

Cette loi interne sera notée .
Il n’y a pas de multiplication “naturelle” sur R?. On peut penser, par exemple, en interprétant les éléments de
R? comme les coordonnées des vecteurs du plan, au produit scalaire pour tenter de définir une multiplication sur
R2. Or, le produit scalaire ne fournit pas de loi interne car le produit scalaire de deux vecteurs est un nombre
réel. Autrement dit : on sort de R? lorsqu’on calcule un produit scalaire & 1’aide des coordonnées.

1. « Prolongent » signifie:
(VzeR)(Vy eR) flz+y) = [f(z)ef(y)
(Vz e R)(Vy € R) flzxy) = f(z)* f(y)

2. Structure de groupe abélien.
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La définition du produit ne peut étre aussi simple que la définition de la somme 3.

On adopte la définition suivante pour le produit (la multiplication):
(@) x (@',y) = (22’ —yy', 2y’ + 2y)
Exercice 2.1.3 Montrer que le produit ainsi défini prolonge le produit des nombres réels.

On vérifie que ce produit posséde les propriétés suivantes:
1. Associativité et commutativité.
2. (1,0) est I’élément neutre.
3. Tout couple de nombres réels: (z,y), différent de (0,0), posséde un inverse:

T -y
x2+y2’x2+y2

4. Distributivité par rapport 'addition.
Exercice 2.1.4 Calculer (0,1) % (0, 1).

Une construction de C

Tout est maintenant en place pour définir les nombres complexes. Le passage de R? a C s’effectue par un
simple jeu de notations.

Définition et notation 2.1.1 R? muni des lois * et o définies ci-dessus est noté: C. C est l’ensemble des
nombres complezes. Le couple (z,y) de R? est noté* x + iy lorsqu’il est considéré comme élément de C.

L’ensemble C est donc I’ensemble des nombres qui s’écrivent = + iy, avec x € R et y € R.

Théoréme 2.1.1 Pour tout x, tout y, tout =’ et tout y' dans R :
r+iy=1a' +1iy siet seulement sizx=2a" ety=1".

Démonstration 2.1.1 Le théoréme n'est qu'une conséquence immédiate de la définition de x + iy, car (z,y) = (2/,y’)
si et seulementsiz =o' ety =1y

Simplifications d’écriture:
La somme (z,y) o (2/,y') sécrit (z + iy) + (' + iy’).
Le produit (z,y) * (2',y") s’écrit (z + iy) x (2’ + 4y’), ou bien encore plus simplement (x + iy)(z’ + iy').
On retrouve donc dans C les notations usuelles adoptées dans R pour le produit et la somme °. L'utilisation des

exposants sera donc étendue aux éléments de C pour obtenir des expressions de produits simplifiées.
On utilise également les notations simplifiées suivantes :

x au lieu de x + 10
iy au lieu de 0 + iy
i au lieu de 0 + 71
2i plutot que 42, mais iv/2
—iy plutdt que i(—y)
La soustraction et la division sont définies sur C comme sur R:
soustraire z, c’est additionner 'opposé de z
diviser 6 par z, c’est multiplier par Iinverse de z.

3. Si on pose (z,y) * (z/,y’) = (zz’,yy’), il n’existe alors aucun couple (z,y) tel que (z,y) * (z,y) = (—1,0).
4. En sciences physiques, la notation usuelle de ¢ est: j.
5. C et R sont, muni de ces deux lois internes, deux exemples de corps.

6.z divisé¢ par 2" s’écrit % ou zz'71.
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2.1.2 Les nombres complexes

Nous avons réalisé notre objectif : construire une solution pour 'équation z2 +1 = 0 (voir le théoréme 2.1.2).
L’ensemble dans lequel cette solution a été obtenue n’est pas totalement étranger & R car R est « inclus » dans
C; ou pour étre plus précis: f(R) C C, et comme f est injective, on ne s’efforce pas dans la pratique de distinguer
f(R) de R. Les nombres réels peuvent ainsi étre considérés comme des nombres complexes particuliers: ceux de
type x + 10, avec z € R.

Définition et notation 2.1.2 La notation C* désigne ’ensemble C~ {0}, c’est & dire : C privé de ’élément 0.
Exercice 2.1.5 Montrer que C* est I’ensemble des éléments de C ayant un inverse © pour la loi x.

Théoréme 2.1.2
i?=-1

Démonstration 2.1.2 La démonstration est laissée en exercice. C'est une conséquence triviale de la définition de la
multiplication.

Exercice 2.1.6 Vérifier, pour tout x, tout y, tout &’ et tout y' dans R, les égalités suivantes 8 :
L (z+iy) + (@' +iy) = (x+2) +ily +¢)
2. (z+iy)(a +iy') = (w2’ —yy') +i(zy’ + 2'y)
. _1 _ .

Forme algébrique
On utilise souvent une seule lettre: z, pour désigner un nombre complexe.

Définition 2.1.3 (Forme algébrique) Soit z € C. On dit que x+iy est la forme algébrique de z si z = x +1y,
reRetyeR.

Exemple 1+ i est la forme algébrique d’un élément de C.
Exemple 1+ (1+1) n’est pas une forme algébrique, car ce n’est pas de la forme « x +iy », avec z € Ret y € R.

Définition et notation 2.1.4 (Partie réelle) Si z + iy est la forme algébrique de nombre complexe z, alors
le nombre réel x est la partie réelle du nombre complexe z et on écrit: x = Re(z).

Définition et notation 2.1.5 (Partie imaginaire) Si x + iy est la forme algébrique de nombre compleze z,
alors le nombre réel y est la partie imaginaire du nombre compleze z et on écrit: y = Im(z).

Conjugué

Définition et notation 2.1.6 (Conjugué) Soit x + iy la forme algébrique du nombre complexe z. On appelle
conjugué de z le nombre x —iy. Le conjugué de z se note Z. On dit que les nombres complezes z et 2" sont
conjugués lorsque z' = z.

Exercice 2.1.7 Montrer que ° :
1. Pour tout z et tout 2’ dans C: z = 2/ +— 2 = Z.
2. Pour tout z € C, zZ = z.
3. Si x4 iy est la forme algébrique de z, alors 2z = x? + /2.

Exercice 2.1.8 Montrer que Re(z) =

7. On dit aussi: “éléments inversibles”.

8. Pour cet exercice, il faut faire « fonctionner les définitions ». Dans la pratique, il est bien évident qu’on ne passe pas par les
couples de nombres réels pour effectuer des calculs sur les nombres complexes; bien au contraire, on utilise directement les régles
de calculs exposées dans cet exercice.

9.« <= » signifie: « si et seulement si ». C’est le symbole de I’équivalence. « = » signifie: « implique » ou « a pour
conséquence ».
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Affixe

Considérons le plan muni du repére orthonormé (O, o, v ). Tout point du plan posséde alors des coordonnées,

et tout vecteur se décompose dans la base (o, V).

Définition 2.1.7 (Affixe d’un point) On dit que le point M, de coordonnées (x,y), a pour affize le nombre
compleze z lorsque z = x + 1y.

On peut donc établir une bijection entre ’ensemble des nombres complexes et 1’ensemble des points du plan,
dés que le plan est muni d’un repére. Le point d’affixe z est I'image de z par cette bijection. Ceci permet de
représenter les nombres complexes & 'aide de points, de « faire un dessin ».

Définition 2.1.8 (Affixe d’un vecteur) Considérons le vecteur W tel que W = 2 + yv . Le nombre com-
pleze z = x + iy est alors Uaffize de W.

Forme trigonométrique

Définition et notation 2.1.9 (Module) Soit x + iy la forme algébrique du nombre complexe z. Le nombre
réel positif \/x% 4+ y? est alors le module du nombre complexe z. |z| désigne le module de z.

Exercice 2.1.9 Rédiger les démonstrations de:
1. 2=0 < |2]=0
2. (VzeC*) |i=14

|2|

3. (VzeC) %:ﬁ
4. (V(z,2") € C?) 22| = |2||¢]

La notation employée pour le module d'un nombre complexe est identique a celle employée pour la valeur absolue
d’un nombre réel. Ceci est parfaitement légitime car pour tout = réel, vu comme nombre complexe dont la partie
imaginaire est nulle, le calcul du module est: vz2 + 02 = v/ 22, ce qui est bien égal a la valeur absolue de z.

Théoréme 2.1.3 (Inégalité triangulaire)
(V2eC)(V2' € C) |2+ 2| < 2]+ |7

Démonstration 2.1.3 Si 2’ = 0 alors I'inégalité est triviale.

Supposons 2z’ # 0. Notons x + iy la forme algébrique de z et 2’ + iy’ celle de 2’. Alors, pour tout A € R et tout
z € C, I'expression : (22 +y"?)A? +2(x2’ + yy' )\ + 2% + 4 est un trindbme du second degré en . Or, ce trinéme est
égal a |2+ \2/|%; il est donc, pour tout A € R supérieur ou égal a 0. Par conséquent, son discriminant est inférieur ou
égal 3 0. Ceci s'écrit: 4(za’ +yy)? — 4(z? + y*) (2 + y?) <0, ou bien encore: (z2’ +yy')? < (22 +y?) (2% +y'?).
On en déduit:

2+ 2|2 = 2+ + 2(z2’ + yy) + 2 + ¢
x2+y2+2\/x2+y2\/x/2+y/2+x12+y/2
(1] +12'1)?

N

D'ou |z + 2| < |2 + |Z/].

On remarque '° que |z| = OM = |||, lorsque M et W ont pour affixe z.
Si |z| = 1, alors le point M d’affixe z est un point du cercle de centre l'origine et de rayon 1: le cercle trigo-

—
L, . . . — L .
nométrique. Dans ce cas, si t est une mesure en radians de (u ,OM ), les coordonnées de M sont (cost, sint).

Notons que pour tout z € C*, é—‘ est de module 1.

Définition et notation 2.1.10 (Argument) Soit z un nombre complexe différent de 0. Tout nombre réel L
tel que é—‘ = cost +isint est un argument de z. La notation usuelle du nombre compleze cost + isint est: et
(lire : “exponentielle it”).

10. On rappelle que ||W]|| est la norme de w.
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Un nombre complexe est donc entiérement déterminé par son module et un de ses arguments. Si z a pour module
r et pour argument ¢, alors Re(z) = rcost et Im(z) = rsint.

Définition 2.1.11 (Forme trigonométrique) Soit z un nombre complexe non nul de module r et d’argument
t. On a: z=re'. On dit alors que re®t est la forme trigonométrique de z.

Exercice 2.1.10 Montrer que:
(Vr €]0, + 90[) (Vr’ €]0, + oo]) (Vt € R)(Vt' € R)
ret =r'e® «— (r=1"et (Fke€Z) t=1t+2nk)

Exercice 2.1.11 Soit (c, 3) € R2. On rappelle les formules trigonométriques suivantes :

cos(a + 3) = cosacos § — sinasin 3

sin(a + ) = cosasin 8 + sin a cos 8

Les formes trigonométriques respectives des nombres z et 2z’ étant re' et r'e’t | montrer que:

1. z=re %
2. 1= 1,
z T
. ’
3.z = rr'elttt)
. ’
4. 2 = Leilt=t)

Deux conséquences des résultats de I’exercice 2.1.11 sont les formules de Moivre et d’Euler.

Formule de Moivre

(VO e R)(Vn € Z) (cosf +isinh)™ = cosnf + isinnd

Ce qui s’écrit, en utilisant la notation exponentielle :

(V0 e R)(YnezZ) ()" =em?

Démonstration 2.1.3 On se raméne aucasn = 0, carsin < 0, alors n = —m, avecm € N, et 1! (ew)n = (ew)fm =
(ei(*(?))m. Montrons donc, par récurrence sur I'entier naturel n, la validité de la formule de Moivre.
Pour n = 0, comme 2% = 1 quel que soit z € C, cos0 =1 et sin0 = 0, la formule de Moivre est vérifiée.
Supposons |'égalité (e"))n = " vraie.
, . 1 . .
Montrons qu'alors (e”’)n+ = ¢!(n*t1)? et vraje.
Par définition : (em)nJr = (e’e)n e,
D’'ou, en utilisant I'hypothése de récurrence:

(ew)n—H = ™% — (cosnf + isinnh)(cos b + isinh)
= cosnb cosf — sinnf sin  + i(sinnb cos 6 4 cosnf sin 6)
= cos(nf + 0) + isin(nd + 0)
= cos((n + 1)) + isin((n + 1)) = e +1?

Si la formule est vraie pour I'entier n, elle I'est pour n + 1, donc pour tout n € N.

Formules d’Euler

619 +67u9
cosf = —
(V0 € R) . (i i
sinf = ———
21

11. Le résultat e% = e~ est utilisé ici.

16



Exemple d’utilisation des formules de Moivre et d’Euler

Calculer fog cos® t dt commence '? par la recherche d’un primitive de ¢ — cos®t. Il faut donc nous débarrasser
des produits, des exposants; c’est ce qu’on appelle: linéariser cos® t. Pour ce faire, utilisons la formule d’Euler :

cost = et+72€_t Comme (a + b)3 = a® + 3ab + 3ab® + b3, on obtient :

1 . .
COSBt _ g(ezt 4 efzt)3
1 . 4 , , , ,
_ g((6115)3 +3(ezt)2e—zt +3ezt(e—zt)2 + (e—zt)?))
En utilisant les formules de Moivre, puis d’Euler, on obtient :
(eit)?) 4 3(eit)2e—it + 3€it(e—it)2 + (e—it)3 _ e?)it + 362it6—it + 3eit6—2it 4 e—3it

— Bt | 3eit | geit 4 o3t

.y <e3it+e—3it) +6(eit+e—it>
2 2

= 2cos3t +6cost

31 3
cosgtdtf/ —cos3t + — costdt
o 4 4

S—
[NE]
I

= 12 Sin 4 Sin .
_ 1 1n3—ﬂ+§‘inz—0
12702 T
RN
12 4
_2
-3
Exercice 2.1.12 Calculer: .
/ sin? t cost dt
0
2.2 Equations du second degré
2.2.1 Equations de type 2> =
2

Nous savons que dans R, une équation de type: x° = a, n’a pas de solution quand le nombre réel a est
strictement négatif. La construction de C a permis d’obtenir une solution pour I’équation 22 = —1. Ceci a pour
conséquence la proposition suivante :

Proposition 2.2.1 Pour tout nombre réel a, l’équation d’inconnue z : 2>

dans C :
1. {i\/|a\, —i/]d] } sia < 0.

2. {Va, —+/a}, sia>0.
3. {0}, sia=0.

= a, a pour ensemble des solutions

Démonstration 2.2.1 La démonstration est laissée en exercice.

Proposition 2.2.2 Soit o un nombre complexe différent '3 de 0.
L’équation d’inconnue z : 2> = «, admet dans C deuz solutions distinctes.

12. Le point de vue envisagé ici n’est pas celui d’un utilisateur de ces fameuses calculatrices “magiques” qui affichent un résultat
qu’on ne comprend pas...
13. Notons que le cas a = 0 a déja été envisagé dans la proposition 2.2.1.
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Démonstration 2.2.2 0 n'est pas solution de I'équation. Soit z € C*. Considérons les formes trigonométriques de
et de z: pe’ = o et re’t = 2. Alors, on a:

2

22— o = (Teit)z = peif 2 2it

= r2e?t = pet?
Or, cette derniére égalité équivaut a: 72 = p et 2t = 6 + 27k, pour un certain k dans Z. On en déduit: r = \/p et

t= g—&-lmr. Les solutions de I'équation 2% = a sont donc les nombres dont la forme trigonométrique est : \/ﬁel(zﬂm).

Or, ¢i(8+hm) — ¢i% & k est pair, et ei(5+km) — (i(5+7) — _¢if ik est impair. Do, les solutions de 22 = o sont
\/ﬁeig et f\/ﬁeig.
Pour a € RT, /a désigne “le nombre positif dont le carré vaut a”. Pour o quelconque dans C, il est moins aisé
de donner une définition de la notation y/a. On pourrait, par exemple, décider que v/« est le nombre complexe
ayant un argument dans [0,7[, et dont le carré vaut «. Mais, comme une telle définition ne se rencontre pas dans
les livres de mathématiques, nous éviterons de parler de la racine carrée de «, d’écrire v/, lorsqu’a n’est pas un
nombre réel positif. On pourrait cependant employer I’expression : « les racines carrées de a » pour désigner les
nombres complexes dont le carré est a.

Pour toute équation de type 22 = a, lorsque que la forme triginométrique de a n’est pas donnée, il est
judicieux de poser le probléme de la recherche des solutions de la maniére suivante :
Soit a + ib la forme algébrique de «;

1. On pose z = x + iy afin de déterminer les valeurs réelles z et y telles que 22 = a;

2 2 _
9 -y =a

2. L’équation 22 = o s’écrit alors: 22 — y? + 2ixy = a + ib et est équivalente au systéme: {

2zy =b

3. Si 22 = a alors |2]? = |a] et donc: 22 4+ y? = Va2 + b2 ;

22—y’ =a .

2 +yP =Va?+p2

5. Les nombres x et y solutions de ce dernier systéme et dont le produit xy est de méme signe que b sont les
nombres cherchés.

4. On résout le systéme: {

2.2.2 Equations de type az®> +bz+c¢=0, a #0
Définition 2.2.1 (Trindme du second degré) Soient b et ¢ dans C, et a dans C*.

az?+bz+c

est un trindome du second degré en z.

Définition et notation 2.2.2 (Discriminant) Soientb et ¢ dans C, et a dans C*. Le discriminant du trindme
az® + bz +c, se note A et vaut : b> — 4ac.

Théoréme 2.2.3 Soient b et ¢ des nombres complexes quelconques, et a un nombre compleze différent de 0.

Soit A le discriminant du trinome az? + bz + c. Soit § dans C tel que 62 = A. Alors, les solutions dans C de
—-b+d  —b—90
et

a 2a

LA S
2a 4a?  a

Iéquation du second degré az? + bz +c =0 sont :

Démonstration 2.2.3

b
a22+bz+c:a<22+z+c> =a
a a

=aqa
—b+4
z
2a
D'ol, az?2 +bz+c=0 < ou
PO
~ 2a
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Définition 2.2.3 (Racines) On considére le trinome az? + bz + c. Les solutions de l'équation az? +bz+c =0
s’appellent les racines du trinéme az® + bz + c.

Définition 2.2.4 (Racine double) On considére le trinome az? + bz + c. Lorsque l’équation az*> + bz +c =0
admet une unique solution, cette solution est la racine double du trinéome az® + bz + c.

Exercice 2.2.1 Soit P(z) = az? + bz + ¢ un trinéme du second degré en z. Montrer que la somme des racines
de P(z) vaut =% ; montrer que le produit des racines de P(z) vaut <.

Exercice 2.2.2 Montrer que si les coefficients a, b et ¢ sont réels, et si le discriminant du trinéme az%+bz+c est
un nombre réel strictement négatif, alors les solutions de I’équation az? 4 bz +c = 0 sont des nombres complexes
conjugués.

2.3 Racines n-iémes de 'unité

Théoréme 2.3.1 Soit n un élément de N\ {0}.
2nki

Les n solutions dans C de Uéquation z™ = 1, sont les nombres: e » , k€ [0,n — 1].

Définition 2.3.1 (Racines n-iémes de 'unité) Les n solutions de 2™ =1 s’appellent les racines n-iémes de
lunité.

Lemme 2.3.1.1 Soit k un nombre entier relatif quelconque, et n un nombre entier naturel non nul.
1l existe un unique couple (q,r) d’éléments de Z tel que:
k=ng+retre[0,n—1].

Lemme 2.3.1.2 Soit n € N~ {0}. _
L’application f : [0,n — 1] — C définie par f(r) = e est injective.

Démonstration 2.3.1 Admettons, pour l'instant, les lemmes 2.3.1.1 et 2.3.1.2, et démontrons le théoréme.
0 n'est pas solution de I'équation. Soit z € C*. Soit re’ la forme trigonométrique de z.

=1 = (reit)n =1
= e = 1%
rt =1
—
{(Hk €Z) nt=2nk
= r=1
(Gkez) t=2k

n

Les solutions de I'équation z" = 1 sont donc les nombres de la forme: e*%, avec k € Z. Montrons que I’ensemble

2rki ) 2rri . , N
des nombres e“ =, avec k € Z, est égal I'ensemble des nombres e™ =, avec r € [0,n — 1]. Soit k € Z. D'aprés le
lemme 2.3.1.1, il existe un unique couple d’entiers (q,r), tel que k =ng+ r et r € [0,n — 1]. Alors,

e T omqit 25
= eZﬂqiezT::‘i — 1627’:1.ri
2wri
= e n

Il'y a donc autant de nombres et que de nombres e” avec r € [0,n — 1]. Or, d'aprés le lemme 2.3.1.2, il y

2mri . R 1.
a autant de nombres e™=» avec r € [0,n — 1] que de nombres dans [[0,n — 1] qui est un ensemble & n éléments.
L'équation 2™ = 1 a donc exactement n solutions, et ces solutions sont les nombres e~ avec k € [0,n — 1].

Démonstration 2.3.1.2 Démonstration du lemme 2.3.1.1:

Comme R = J [ng,n(q + 1)[ et que les intervalles [ng,n(q + 1)[ sont deux a deux disjoints, on en déduit que, pour
q€Z

tout k € Z, il existe un unique g € Z tel que: k € [ng,n(q+ 1)[. Mais alors k —ng = r € [0,n — 1], et comme ¢ est

déterminé de facon unique, 7 |'est aussi.
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Démonstration 2.3.1.2 Démonstration du lemme 2.3.1.2:
Si r et 7’ sont deux nombres entiers de I'intervalle [0, n[, on a:

27T 2nr’d

J) = J1) = ¢ =

2 27y’
<~ (Im ez T _ T 4 omm
n n

< (AmeZ) r=r"+nm

Puisque r’ € [0,n[, on a, d'aprés cette derniére égalité: r € [nm,n(m + 1)[. Comme r € [0,n[, on en déduit m =0
et donc r =1,

Exercice 2.3.1 Résoudre dans C 'équation 23 = —1.

Exercice 2.3.2 Soit n € N~ {0,1}. Soit a une des n — 1 racines n-iémes de ’unité différentes de 1.
Calculer 1 + a+a? + -+ + o™ L.
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Chapitre 3

Polynémes

Dans ce chapitre, K désigne indifféremment @, R ou C.

3.1 L’anneau K[X]
3.1.1 L’ensemble K[X]

Définition et notation 3.1.1 (Suite) Une suite d’éléments de K est une application de N dans K.
Soit u une suite d’éléments de K. On adopte la notation u, & la place de la notation habituelle de l'image de n
par Uapplication u : u(n).

D’ot cette autre fagon de noter u : (un), cy-

Les suites arithmétiques ou géométriques étudiées au lycée, sont des exemples de suites de nombres réels.
Notation 3.1.2 L’ensemble des suites d’éléments de K se note : K.

Définition 3.1.3 (Termes) Soit u = (uy),cy € KN, wg, w1, us,. .., Un,... sont les termes de u.
Définition 3.1.4 (Rang) Soit u = (up), oy € K. Soit m € N. Le terme de rang m de la suite u est: up,.

Définition 3.1.5 (Terme général) Soit u = (uy), oy une suite d’éléments de K. u,, est le terme général de u.

ne

Définition et notation 3.1.6 (Suite presque nulle) Soit u une suite d’éléments de K. On dit que u est une
suite presque nulle, si u, = 0 pour tout n € N F, ot F est un sous-ensemble fini de N.
L’ensemble des suites presque nulles d’éléments de K se note : K[X].

Définition 3.1.7 (Suite nulle a partir d’un certain rang) On dit que la suite u d’éléments de K est nulle
& partir d’un certain rang s’il existe ng € N tel que u,, = 0 pour tout n € NN [ng+ 1, + ool.

Définition et notation 3.1.8 (Support) Soit u € K.
supp(u), le support de la suite u, est défini ' par: supp(u) = {n € N | u, # 0}.

Remarque: supp(u) =0 <= (¥ne€N) wu, =0.
Définition 3.1.9 La suite dont le terme général est nul s’appelle la suite nulle.

Exercice 3.1.1 Soit u € KN. Montrer que les trois affirmations suivantes sont équivalentes.
1. u est presque nulle.
2. w est nulle a partir d’un certain rang.

3. w est a support fini, c’est & dire: supp(u) est un ensemble fini.

1. La suite de symboles {n € N | u,, # 0} signifie: I’ensemble des nombres entiers naturels n tels que u, # 0.
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Définition et notation 3.1.10 (Degré) Soit u une suite presque nulle d’éléments de K. Le degré de u, noté
deg(u), est défini par:
deg(u) = max(supp(u)) S% supp(u) # 0
—00 st supp(u) = 0

Autrement ? dit : le degré de u est le plus grand des nombres entiers n tel que u, # 0 si de tels nombres existent
(supp(u) # 0), et siu, =0 pour tout n (supp(u) =0 et donc u est la suite nulle), par convention, le degré de u
est —oo.

Avoir posé le degré de la suite nulle égal a —oo, nécessite de présenter les régles de calcul avec —oo qui seront
utilisées.

e (—00)+n=n+(—00) = —oo pour tout n dans NU {—o0}.
e Tout nombre entier est strictement plus grand que —oo.

e max{—oo,n} = n pour tout n dans
NU {—oc}.

3.1.2 Structures algébriques sur K[X]

Nous allons, dans cette partie, définir une somme et un produit sur K[X|] qui feront de K[X] ce qu’on appelle 3
un anneau commutatif.

Somme

Définition et notation 3.1.11 (Somme) Soient u = (uy),cy €t v = (vy), ey dans K.
La somme de u et de v, notée u + v, est la suite dont le terme général est:

(U4 V) = Un + vy

Remarque : Puisque K[X] C KV, la somme définie sur KN est définie de sur K[X]. S’il est évident qu'une somme
de suites est une suite, il est en revanche nécessaire de prouver qu'une somme de suites presque nulles est une
suite presque nulle (voir lexercice 3.1.2).

Exercice 3.1.2 Démontrer que la somme ainsi définie sur K[X]| posséde les propriétés suivantes :
1. C’est une loi interne.

Elle est commutative.

Elle est associative.

Elle a pour élément neutre, la suite nulle.

Cuk N

Chaque suite u = (uy), cyy admet un opposé, noté —u, de terme général —u,.

L’ensemble K[X] muni de cette somme est un groupe commutatif (on dit aussi: groupe abélien).
Théoréme 3.1.1 Pour tout u et tout v dans K[X] :

deg(u + v) < max{deg(u), deg(v)}

Démonstration 3.1.1 Soit m = max{deg(u), deg(v)}. D'aprés la définition de la somme, (u+ v), = u, + v,. Donc,
sin>m, (u+v), =0. Dot le théoreme.

2. Pour un sous-ensemble non vide £ de R, la notation max £ désigne, s’il existe, le maximum de &, c’est & dire: son plus grand
élément.

3. Le nom de différentes structures algébriques sera donné a titre indicatif lorsque ces structures seront rencontrées dans le cours.
Pour les amateurs de structures algébriques, la lecture des meilleures pages du volumineux [4] meublera utilement quelques longues
soirées d’hiver... lorsqu’ils seront édudiants de second ou de troisiéme cycle. Ils trouveront dés a présent leur bonheur dans [5], déja
signalé en note page 5.
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Produit

Définition et notation 3.1.12 (Produit) Soient u = (un),cy €t v = (vn) dans KN,

Le produit de u par v est la suite, notée uv, dont le terme général * est:

n
(uv)n = Zun—kvk = Z UiVj
k=0

i+j=n

neN

Définition et notation 3.1.13 (Symboles de Kronecker) Les symboles de Kronecker: 0;;, sont définis
pour tout i et tout j dans N par:
0 siidti
5ij = { St i#£j

1 sii=j

Exercice 3.1.3 Démontrer que le produit ainsi défini sur K[ X] posséde les propriétés suivantes :
1. C’est une loi interne.

1l est commutatif.

11 est associatif.

11 est distributif par rapport a la somme.

Uk

Son élément neutre est la suite X° = (& ;)
(Que vaut deg(X°)?)

6. La suite nulle est I’élément absorbant ; c’est a dire: le produit de toute suite par la suite nulle donne la
suite nulle.

jEN-

L’ensemble K[X] muni du produit défini ci-dessus est un monoide commutatif. Ce méme ensemble muni des
deux lois somme et produit définies ci-dessus est un anneau commutatif.

Théoréme 3.1.2
(Vu € K[X]) (Vv € K[X]) deg(uv) = deg(u) + deg(v)

Démonstration 3.1.2 Siw ou v est la suite nulle, alors uv est aussi la suite nulle et I'égalité deg(uv) = deg(u)+deg(v)
est vraie.

Supposons que ni u, ni v, ne soit la suite nulle. Dans ce cas, deg(u) et deg(v) sont des nombres entiers. Notons ces
nombres respectivement m et n, et montrons que (4v)y4rn # 0.

Par définition de produit, (wv)min = 32,1 sy UpVq- OF, Si p+q=m+netp<m, alors ¢ >n et donc vy = 0.
De méme, p+ ¢ =m+mnetp > m impliquent g < metu, =0.Sip+¢g=m+netp=m,alorsq=mnet
UpVq = UmUp 7 0. D'l

(W) mgn = Z UpVq = Z UpUq + Z Upg + Z UpUq

p+g=m+n p+g=m-+n p+g=m-+n p+qg=m+n
p<m g>n p>m  g<n p=m g=n
= E up0 + E O0vg + UmVp = UmVp # 0
ptg=m+n ptg=m+n
p<m g>n p>m  g<n

Donc, nous avons obtenu : deg(uv) > deg(u) + deg(v).
Montrons que: (uv), = 0 pour tout entier k > m + n.
Soitk>m+n.Sip+gq=ketp<m,alorsg=k—p>=>k—m>m+n—m=n et doncv, =0. On en déduit:

(uv) = Z Uplg = Z UpVq + Z Uplq

ptq=Fk p+q=Fk p+q=Fk
p<m p>m
= g up0 + E Ovg =0
p+q=k pt+a=k
p<m p>m

Cette fois nous venons d’obtenir: deg(uv) < deg(u) + deg(v).
De deg(uv) > deg(u) + deg(v) et deg(uv) < deg(u) + deg(v), on déduit I'égalité.

4. La notation EH_]-:H u;v; désigne la somme de tous les u;v; tels que les nombres entiers naturels i et j vérifient i +j = n. On
rencontre aussi ZieI a; qu’il faut interpréter comme : la somme de tous les a;, ¢ décrivant I’ensemble Z.
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Corollaire 3.1.2.1 Notons K[X]* lUensemble des éléments inversibles de K[X] pour le produit (pour la loi
produit). On a:
KIX]" = {u € K[X] | deg(u) = 0}

Démonstration 3.1.2.1 Premiére partie: K[X]* C {u € K[X] | deg(u) = 0}.

Soit u € K[X]*. Montrons que deg(u) = 0.

Si u € K[X]*, alors il existe v € K[X]* tel que: uv = X°. D'apreés le théoréme : deg(uv) = deg(u) + deg(v). D’autre

part, deg(X?) = 0. De deg(u) + deg(v) = 0, on déduit: deg(u) = deg(v) = 0.

Deuxiéme partie : K[X|* D {u € K[X] | deg(u) = 0}.

Soit u € K[X] tel que deg(u) = 0. Montrons que u € K[X]*.

Si deg(u) = 0, alors u,, = 0 pour n > 1 et ug # 0. Or, si ug # 0, alors ug est un élément de K* = K ~\ {0}, dont

I'inverse est noté: ugy*. Soit v € K[X] définie par: v, = 0sin > 1, et vy = ug'. Alors, (uv)y = Y ptq=0 UpVq =

ugvg = 1 et, pour n > 1, (uv), = Zp«l»q:n Uplyq = UgUp + Zp+q:nupvq = 10 + Zerq:nqu = 0. Donc, uv = X°
p#0 p#0

et u est inversible.

Multiplication par les éléments de K

Définition et notation 3.1.14 (Produit d’une suite par un nombre) Soient u € K[X] et A € K.
On note le produit de u par X : Au. Ce produit est la suite presque nulle définie par: (Au), = Auy,.

Exercice 3.1.4 Pour tout u € K[X], tout v € K[X], tout A\ € K et tout y € K, montrer que:
1. Mu+v) = du+ v

2. AMuv) = (Au)v = u(Av)
3. (Au = A(pu) = p(Au)
4. AN+ p)u = Au+ pu

5. lu=u

6. Ou=(0),cn

7.

A (O)neN = (O)nGN

K[X] muni de la somme et de la multiplication par les éléments de K est un K-espace vectoriel.
K[X] muni de la somme, du produit et de la multiplication par les éléments de K est une K-algébre commutative.

3.1.3 Polyndmes a coefficients dans K
Une suite remarquable d’éléments de K[X]
Définition et notation 3.1.15 La suite X™ € K[X] est définie pour tout n € N par:

X" = (6’”j)jeN
Exercice 3.1.5 Pour tout m € N et tout n € N, montrer que:
1. deg(X™) =n
2 XmMX" = Xm+n
—_—
produit de n

copies de X™

L’exercice 3.1.5 justifie la notation X™. On remarque en effet que les régles de calcul dans K sur les exposants
sont transposables aux X™.

Définition 3.1.16 (Combinaison linéaire) Soit U = ("u),oy une suite® d’éléments de K[X]. Soit X\ =
(An),en une suite presque nulle d’éléments de K. Alors, la somme: Y .y An"u, est ce qu’on appelle une com-
binaison lincaire de la famille ("u), . (On dit aussi: combinaison linéaire des ™u,).

Remarque: la somme de la définition ci-dessus comporte un nombre fini de termes car, la suite A étant presque
nulle, donc tous les termes, sauf un nombre fini d’entre eux, sont nuls.

Exercice 3.1.6 Montrer que toute combinaison linéaire d’une famille de suites presque nulles est une suite
presque nulle.

5. L’indice n est volontairement placé devant u pour distinguer "u élément de K[X], de u, qui désignait jusque 1a un élément de
K. U est une suite de suites.
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Théoréme 3.1.3 Tout élément de K[X] s’exzprime de maniére unique (la suite X de la définition 3.1.16 est
uniquement déterminée) comme combinaison linéaire de la famille (X™), cy-
Démonstration 3.1.3 Existence:

Siu= (un),cy € K[X], alorsu =3 _u, X" Eneffet, le terme de rang m de la suite ) |y u, X" est la somme des
termes de rang m des suites ug X%, uy X', up X2, etc. D'ou: (3 ey unX™), =D cntnXph = D e UnOnm = U,
car tous les d,,,, sont nuls, sauf d,,,,qui vaut 1. La suite A utilisée dans la définition 3.1.16 est donc ici la suite u
elle-méme.

Unicité:

Soit A € K[X]. Supposons u = »° _AnX™. Alors, le terme de rang m de ) A, X" est \,,. Comme on a
Supposé u = ZneN AnX™, le terme de rang m est u,,. Donc, pour tout m € N, on obtient \,,, = u,,,, d'ou 'unicité.

La définition de combinaison linéaire que nous nous sommes donnés, convient a la situation dans laquelle sont

les X™.

L’anneau K[X] des polynomes
Proposition 3.1.4 L’application :

¢: K — K[X]
A — AX0

est injective.

Démonstration 3.1.4 AX? = uX% = (AX%)p = (uX)o = A=pu

Pour )\ € K, par abus de notation, I'élément A X° de K[X] est noté simplement \. Cet abus est dii & la proposition
ci-dessus. Puisque qu'il existe une injection “canonique” de K dans K[X], on considére K comme un sous-ensemble
de K[X], bien qu’il n’en soit pas un en réalité; c’est ¢(K) qui est inclus dans K[X].

La notation simplifiée de X est 1, celle de X! est X.

La suite nulle sera tout simplement notée 0.

Cet abus, ces simplifications, et le théoréme 3.1.3, nous permettent de retrouver I’écriture usuelle des éléments
de K[X], qui sont les polyndmes & une indéterminée.

Par exemple: P(X) = 142X — X3 est un polynome. C’est la suite presque nulle d’éléments de K dont les termes
sont :

P(X)o=1, P(X); =2, P(X)2 =0, P(X)3 = —1, et pour tout entier n supérieur ou égal & 4: P(X),, =0.

Définition 3.1.17 K[X] est l’anneau des polynomes & une indéterminée et o coefficients dans K.

Partout o sont écrit les mots “suite presque nulle”, vous pouvez écrire a la place “polynéme”. Les divers défini-
tions, propositions et théorémes sur les suites presque nulles, sont donc en fait des définitions, propositions et
théorémes sur les polyndmes. Ce détour par les suites presque nulles est, par exemple, une des meilleures fagons
de définir sans ambiguité le degré d’un polynome, ou bien la forme canonique d’un polynéme.

Définition 3.1.18 (Forme canonique) Soit P € K[X]. On sait (théoréme 3.1.3) que P s’écrit de fagon unique
comme une combinaison linéaire des X™. Cette combinaison linéaire est la forme canonique de P.

Notation 3.1.19 Soit P € K[X]. Considérons sa forme canonique :

P= Z anX™.

neN

Si P =0, alors on écrira la forme canonique de P : 0 ou Z?z:() 0 lorsque la notation ® > sera utilisée.

deg(P) n
neo  anX™.

Si P # 0, alors deg(P) € N et dans ce cas on écrira la forme canonique de P : )

Définition 3.1.20 (Coefficients) Les termes de la suite (an), oy utilisée dans la notation 3.1.19 s’appellent
les coefficients de P.

Définition 3.1.21 (Monéme) Un polyndme dont la forme canonique est réduite, pour un certain n € N, a
aX", avec a € K, est un mondme.

6. Un autre point de vue consiste & penser que >, %) = > nep = 0.
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Remarque : noter un polynoéme P(X) ou P est indifférent, sauf, par exemple, lorsqu’on écrit: P = XY. Est-ce
que Iindéterminée du polynéme est X ? Est-ce Y ? Est-ce un polynéme & deux ” indéterminées?

Ecrire P(X) et Q(X) permet de composer ces polynémes pour en fabriquer de nouveaux, comme: P(Q(X)). Si
PX)=-1+X%?et Q(X)=1+X,alors P(Q(X))=—-1+(Q(X))?=-1+(1+X)?=-1+1+2X+X%2=
2X + X2. Les exposants qui figurent dans ces expressions peuvent étre differemment interprétés. (Q(X))? doit
étre interprété comme : Q(X)Q(X). X? peut étre interprété comme: (dz ;) mais aussi (exercice 3.1.5) comme:
XX.

jen

3.2 Division euclidienne dans K[X]

Les outils utilisés dans cette section sont ceux de la théorie des anneaux commutatifs intégres; outils de
I'algébre « abstraite » qui permettent, sans trop d’efforts, d’obtenir les principaux résultats du programme. Les
techniques développées pourront étre transposées a une étude plus générale des anneaux commutatifs intégres,
étude au programme des second cycle de mathématiques.

3.2.1 Division euclidienne

Théoréme 3.2.1 Pour tout P et tout Q dans K[X] :
PQ=0 <<= (P=0o0ou@=0)

Démonstration 3.2.1 Posons Q = (qn),cy et PQ = (an),cy. Si P = 0, alors a, = ) 0¢g; = 0. Donc,
P =0= PQ = 0. De méme, on montre que Q = 0= PQ = 0.

Réciproquement :

Si PQ =0, alors le théoreme 3.1.2 sur le degré du produit permet d'affirmer: —oo = deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).
Or,si P#0et Q #0, alors deg(P) et deg(Q) sont des nombres entiers dont la somme ne peut valoir —co. D'ou le

résultat.

i+j=n

Bien que I’étude des structures algébriques abstraites ne soit pas un objectif de ce cours, signalons qu’un anneau
vérifiant le théoréme 3.2.1 s’appelle un anneau intégre. Par exemple, Z est un anneau intégre: un produit de
nombres entiers est nul si et seulement si un des facteurs du produit est nul. Le théoréme 3.2.1 étant établi, nous
pouvons envisager la division euclidienne dans K[X], fondée grace au théoréme 3.2.2.

Théoréme 3.2.2 DIVISION EUCLIDIENNE DANS K[X]

Soient A et B des éléments de K[X]. On suppose B # 0.

Il existe alors dans K[X]? un unique couple de polynomes (Q, R) tel que: A = BQ + R et deg(R) < deg(B).
Q est le quotient, et R le reste, de la division euclidienne de A par B.

Démonstration 3.2.2 Montrons par récurrence sur le degré de A, I'existence d'un couple (Q, R) vérifiant A= BQ+R
et deg(R) < m.

Notons m le degré de B (B # 0 = m € N). Si deg(A) < m, alors le couple (Q, R) = (0, A) convient. (Ceci régle
en particulier le cas A = 0).

Hypothése de récurrence: pour tout polynéme A de degré inférieur ou égal a n, il existe un couple de polynémes
(Q, R) tel que A= BQ + R et deg(R) < m.

Soit A un polynéme de degré n+1. Sin+1 < m le choix est Q = 0 et R = A. Sinon, on a: m < n+ 1. Considérons
les formes canoniques de A et de B: A = Y7 ;X% et B =" b, X". Posons C' = A — (%X"“‘m) B.C

est un polyndéme bien défini, puisque b,, # 0 et m < n + 1. D'aprés les théorémes 3.1.1 et 3.1.2, deg(C) < n + 1.
Or, d’aprés la définition de C, le monéme de degré n + 1 de la forme canonique de C' est nul. D'ou, deg(C) < n.
On peut donc appliquer I'hypothése de récurrence & C. On en déduit I'existence d'un couple de polynémes

(Q1,R1) tels que C = BQ1 + Ry et deg(R1) < m. Comme C = A — (al";—:X"“*m) B, on obtient:

A= (%X”“*m + Ql) B+ Ry. Les polynémes Q = 4L X" 1= 4 Q) et R = R, vérifient A = BQ + R et

deg(R) < m.
Conclusion : I'existence du couple (@, R) est démontrée.

7. Ces polynomes ne seront pas étudiés dans ce cours.
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Montrons I'unicité du couple (Q, R).
Supposons A = BQ + R = BQ1 + R; avec deg(R) < m et deg(R1) < m. Alors, (Q — Q1)B = Ry — R et d'aprés
les théorémes 3.1.2 et 3.1.1:

m > max{deg(R;), deg(R)} > deg(R1 — R)
= deg((Q — Q1)B) = deg(Q1 — Q) +m

D'on, deg(Q1 — Q) = —o0, et donc Q@ = Q1. Comme Ry — R = (Q — Q1)B, on en déduit: R = R;.

3.2.2 KIX] est principal

Définition 3.2.1 (Idéal) Soit T C K[X]. On dit que T est un idéal de K[X], si T vérifie toutes les propriétés
sutvantes :

1.T#0

2. (VPeK[X]) PeI=—-PeZl

3. (VPeKX)VQeKX]) (PeZTetQeIl)=P+Qel

4. (VP eKX]))(VQ eK[X]) PeI=PQecZl

Remarque: {0} et K[X] sont deux idéaux de K[X].

Proposition 3.2.3 Soit & un ensemble non vide. Soit (Z,), s une famille d’idéaur de K[X]. Alors, T =
Nscs Zs est un idéal de K[X].

Démonstration 3.2.3 Il faut examiner si Z vérifie bien la définition 3.2.1. La premiére vérification consiste a observer
que Z n'est pas vide. Comme 0 appartient a tous les idéaux de K[X] (preuve?), 0 est dans n'importe quelle intersection
d'idéaux, donc dans Z. Montrons que le second axiome de la définition est vérifié par Z. Les autres axiomes sont a
vérifier en suivant la méme démarche (exercice).

Soit P € I. Alors, comme [, g Zs est l'intersection de tous les Z, pour s € &, P appartient a tous les Z;.
Comme les Z, sont tous des idéaux, de P € Z,, on déduit —P € Z,. Puisque pour tout s € &, —P € Z,, on a:
—P€eMNesTs =T

Proposition 3.2.4 Soit T un idéal de K[X].
T =K[X] si et seulement si, il existe un élément inversible (pour le produit) dans Z.

Démonstration 3.2.4 Supposons Z = K[X]. Alors, tous les éléments inversibles de K[X] appartiennent a 7.
Réciproquement, s'il existe dans Z un élément inversible ), alors d'aprés la définition 3.2.1, pour tout polyndme P de
K[X], \\"!P=P e Z.Dou, IT=K[X].

Notation 3.2.2 Soit P un élément de K[X]. On note (P) le sous-ensemble de K[X] défini par:
(P) ={AeK[X]| (BQ e K[X]) A=PQ}
Exercice 3.2.1 Montrer que: (P) = {0} < P =0.
Proposition 3.2.5 (P) (voir notation 3.2.2) est un idéal de K[X]. On lappelle : idéal engendré par P.
Démonstration 3.2.5 (P) # @, car P x0=0 € (P).
Soit A € (P). Il existe @ € K[X] tel que A = PQ. Comme —A = P(—Q), on a: —A € (P).
Soient A et B dans (P). Il existe des polynémes Q1 et Qs tels: A = PQq et B = PQ5. Alors, A+ B = P(Q1+Q2) €
é]:i)t' A=PQ ¢ (P) et B e K[X]. Alors, AB = (PQ)B = P(QB) < (P).
Exercice 3.2.2 Soit 7 un idéal de K[X]|. Montrer que P € T équivaut a (P) C T.

Proposition 3.2.6 (P) est lintersection de tous les idéaux ayant P pour élément. Autrement dit: (P) est le
plus petit des idéaux de K[X] ayant P pour élément.

Démonstration 3.2.6 Comme (P) est un idéal ayant P pour élément, |'intersection de tous les idéaux ayant P pour

élément est incluse dans (P). Réciproquement, d'aprés |'exercice 3.2.2, (P) est inclus dans tout idéal ayant P pour
élément. Donc, (P) est inclus dans l'intersection de tous les idéaux ayant P pour élément.
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Proposition 3.2.7 (P) = (Q) si et seulement s’il existe A € K* tel que P = \Q.

Démonstration 3.2.7 S'il existe A € K* tel que P = \Q, alors P = Q(AX") € (Q). D’ot, d'aprés I'exercice 3.2.2,
(P) C (Q). Comme X\ # 0, de P = \Q, on déduit Q@ = A\~ P, et donc (Q) C (P). Comme (P) C (Q) et (Q) C (P),
ona: (P)=(Q).

Réciproquement : supposons (P) = (Q). Alors, P € (Q). De méme, Q € (P). Il existe donc des polynémes A
et B, tels que P = QA et Q = PB. Mais alors: P = QA = (PB)A, et, d'aprés le théoréme 3.1.2, deg(P) =
deg(P) + deg(A) + deg(B). Cette égalité implique deg(P) = —oo, ou deg(A) = deg(B) = 0. Si P = 0, alors
(P) = {0} et donc Q qui appartient a (P), ne peut étre que 0. Dans ce cas, pour tout A dans K, P = AQ. Si P # 0,
alors deg(A) = deg(B) = 0 et donc, d'aprés le corollaire 3.1.2.1, A et B sont inversibles (pour le produit dans K[X]).
On a donc A = AX? avec A € K*. Mais alors P = QA = AQ = AX°Q = \Q.

Définition 3.2.3 (Idéal principal) Soit Z un idéal de K[X].
On dit que T est un idéal principal s’il existe P dans K[X] tel que: T = (P).

Théoréme 3.2.8 Tout idéal de K[X] est principal.

Démonstration 3.2.8 Soit Z un idéal de K[X].

Si Z = {0}, alors Z = (0).

Supposons Z # {0}. Alors, Z . {0} # 0. Soit A un polynéme de Z ~. {0} vérifiant 8: deg(A) = min{deg(P) € N |
P € T~ {0}}. D'aprés I'exercice 3.2.2, (A) C Z. Soit A € Z. D'aprés le théoréme 3.2.2, il existe un unique couple
de polyndmes (@, R) tel que: A = AQ + R et deg(R) < deg(A). Comme A et A sont des éléments de Z, et que 7
est un idéal, ona: R=A— AQ € Z. De R € Z, deg(A) = min{deg(P) e N| P € T ~ {0}} et deg(R) < deg(A),
on déduit: R=0. D'ot A = AQ, et donc Z C (A). Comme, d'autre part, (A) C Z, on obtient: Z = (A).

Un anneau intégre dont tout idéal est principal s’appelle un anneau principal. Nous avons donc démontré que
K[X] est principal.

PGCD

Exercice 3.2.3 Posons :
(A,B)={P eK[X]| (3U e KIX])(3V € K[X]) P=AU+ BV}.

Montrer que (A,B) est le plus petit des idéaux de K[ X] ayant A et B pour éléments. (A,B) est l'idéal engendré
par A et B.

Définition et notation 3.2.4 (Diviseur) Soient A et B dans K[X]. On dit que B divise A (B est un divi-
seur® de A), s’il existe Q € K[X] tel que A= BQ. “B divise A” se note: B|A.

Exercice 3.2.4 Montrer que A est inversible (A € K[X]*) si et seulement si tout diviseur de A est inversible.

Exercice 3.2.5 Montrer que:
1. B|A et B =0 impliquent A = 0.
Pour tout A € K* et tout P € K[X]: A\|P. (A= )\X")
Pour B # 0, B|A si et seulement si le reste de la division euclidienne de A par B est nul.
B|A < (A)C (B) < A< (B).
Si A|B et A|C, alors A|B + C.
Si A|B alors AC|BC.

S Cvk

Définition 3.2.5 (PGCD) Soient A et B des éléments de K[X]. On dit que A € K[X] est un PGCD 'Y de A
et de B, si A vérifie :

1. AJA

2. A|B

3. (VP eK[X]) (P|Aet P|B)= P|A

8. Pour un sous-ensemble non vide £ de R, min £ désigne, s’il existe, le minimum de &, c’est & dire: son plus petit élément.

9. Un cas particulier d’emploi du terme « diviseur » : « diviseur de 0 », désigne dans les anneaux qui ne sont pas intégres les
éléments a # 0 tels qu’il existe b # 0 vérifiant ab = 0. Pour nous, dans le cadre des anneaux intégres, il n’existe aucun élément
différent de 0 dont le produit avec un élément différent de 0 a pour valeur 0.

10. “Plus Grand Commun Diviseur”
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Un PGCD de A et de B est donc un polyndéme qui divise A et B, et tout diviseur de A et de B divise le PGCD.

Théoréme 3.2.9 Soient A, B et A des éléments de K[X].
A est un PGCD de A et de B si et seulement si (A,B) = (A).

La définition 3.2.5 donne du PGCD une définition qui traduit directement “plus grand commun diviseur” ; avec
“plus grand” qui doit étre compris comme : tout diviseur commun divise un PGCD. Le théoréme 3.2.9 pourrait
étre une définition du PGCD en termes d’idéaux, puisqu’il indique qu'un PGCD de A et de B est un polynoéme
qui engendre le méme idéal que celui engendré par A et B. L’avantage du théoréme sur la définition, c’est qu’il
implique l'existence d’'un PGCD, alors que la définition ne garantie pas qu’il en existe un. En effet, comme K[X]
est principal, il existe, quels que soient les polyndomes A et B, un polyndme A tel que (A4,B) = (A).

Démonstration 3.2.9 Soit A un PGCD de A et de B.

Puisque A|A, il existe S € K[X] tel que A = AS. De méme comme A|B, il existe T' € K[X] tel que B = AT.
Comme K[X] est principal, il existe C' € K[X] tel que (C') = (4,B). De C € (C) = (A,B), on déduit I'existence de
polynémes U et V tels que C = AU + BV. Mais alors, C = AU + BV = ATU + ASV = A(TU + SV), et donc:
C e (A). D'ou (A,B) = (C) C (A).

Comme A € (A,B) = (C), on a: C|A. De méme, C|B. Mais alors, comme A est un PGCD de A et de B, C|A.
D'ou, A € (C) et donc (A) C (C) = (A,B).

De (A,B) = (C) C (A) et (A) C (C) = (A,B), on déduit: (4,B) = (A).

Réciproquement, supposons (A,B) = (A). Alors A € (A) et B € (A); autrement dit: A|A et A|B. Soit P un
diviseur commun a A et a B. |l existe des polynémes F et G tels que A = PF et B = PG. Comme A € (A,B), il
existe des polynémes W et Z tels que A = AW + BZ. Alors, A= AW + BZ = PFW + PGZ = P(FW + GZ);
c'est a dire: P|A. Donc, A est un PGCD de A et de B.

Corollaire 3.2.9.1 Soient A, B, A et D dans K[X].
A et D sont des PGCD de A et de B si, et seulement si, A est un PGCD de A et de B et il existe A € K* tel
que A = A\D.

Démonstration 3.2.9.1 Supposons que A et D soient des PGCD de A et de B. D'aprés le théoréme 3.2.9, ceci
équivaut a: (A,B) = (A) = (D). D'apres la proposition 3.2.7, (A) = (D) équivaut a: il existe A dans K* tel que
A = AD. D’ou le corollaire.

Ce corollaire indique pourquoi nous n’avons pas défini le PGCD, mais un PGCD. En effet, le PGCD n’est défini
qu’a la multiplication par les éléments de K* prés.

Définition 3.2.6 (Polynomes premiers entre eux) Soient A et B dans K[X]. On dit que A et B sont pre-
miers entre euz si leurs seuls diviseurs communs sont les éléments de K* (en identifiant A € K* a AX? € K[X]*).

Exercice 3.2.6 Montret que A =0 et A et B sont premier entre eux, alors B € K*

Théoréme 3.2.10 (Bezout) Soient A et B des éléments de K[X].
A et B sont premiers entre euz si et seulement si, il existe des polynomes U etV de K[ X], tels que : AU+BV = 1.

Démonstration 3.2.10 Rappelons que AU + BV = 1 devrait s'écrire AU + BV = X°. D’aprés le théoréeme 3.2.9,
un PGCD de A et de B est un polynéme A tel que (A) = (A4,B). Si A et B sont premiers entre eux, alors leurs
PGCD, qui appartiennent tous a (A,B), sont les élements de K*, car ce sont leurs seuls diviseurs communs, et alors
(A,B) =K[X]. De 1 € (A,B), on déduit I'existence de polynémes U et V tels que AU + BV = 1.
Réciproquement, s'il existe des polynémes U et V tels que AU + BV =1, alors 1 € (A,B) et donc (4,B) = (1) =
K[X]. Si P est un diviseur commun & A et & B, alors A € (P) et B € (P). D'ou (A,B) C (P) (voir execice 3.2.3).
Comme (A,B) = K[X], on a (P) = K[X], et donc P est un élément inversible de K[X], car 1 € (P) implique
I'existence d'un polynéme @ tel que 1 = PQ.

Théoréme 3.2.11 (Gauss) On considére les polynomes A, B et C' de K[X].
Si A et B sont premiers entre eux et si A|BC, alors A|C.

Démonstration 3.2.11 D’apres le théoréme de Bezout, il existe des polynémes U et V dans K[ X] tels que AU+ BV =

1.D'ot AUC+BVC = C. Comme A|BC, il existe Q tel que BC = AQ. Alors, C = AUC+BCV = AUC+AQC =
A(UC + QC), et donc A|C.
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PPCM
Définition 3.2.7 (multiple) Soient A et B dans K[X]. On dit que A est un multiple de B, si B|A.

Exercice 3.2.7 Montrer que 0 est un multiple de P, quel que soit P dans K[X].

Définition 3.2.8 (PPCM) Soient A, B et M dans K[X].
On dit que M est un PPCM ' de A et de B si M wvérifie:

1. M est un multiple de A.
2. M est un multiple de B.
3. Pour tout P dans K[X], si P est un multiple commun o A et & B, alors P est un multiple de M.

Théoréme 3.2.12 Soient A, B et M dans K[X].
M est un PPCM de A et de B si et seulement si (M) = (A) N (B).

Le théoréme 3.2.12 donne une définition du PPCM en termes d’idéaux, et garantit 'existence d’'un PPCM, car
Pintersection de deux idéaux est un idéal et K[X] est principal. Ce théoréme et la proposition 3.2.7 page 28,
justifient ’emploi du terme « un PPCM », car le PPCM n’est défini qu’a la multiplication par un élément de
K* prés.

Démonstration 3.2.12 Soit P un multiple commun & A et & B. De A|P et B|P, on déduit P € (A) et P € (B),
donc (P) C (A)N(B). D'ou, si M est un PPCM de A et de B: (M) C (A) N (B). K[X] étant principal, il existe un
polynéme C' tel que (C) = (A) N (B). Comme C € (A) et C € (B), on a: C est un multiple commun a A et 3 B.
Mais alors M|C. D'ot, (A) N (B) = (C) C (M). Conclusion: (4) N (B) = (M).

Réciproquement, si (M) = (A) N (B), alors M est un multiple commun a A et & B, et, d'aprés la premiére partie
de la démonstration, si P est un multiple commun & A et 3 B, alors (P) C (A)N(B) = (M). D'ou, P est un multiple
de M.

Proposition 3.2.13 Soient a et b des éléments de K[X| premiers entre eux.
Alors, (a) N (b) = (ab).

Cette proposition indique donc que lorsque deux éléments de K[X] sont premiers entre eux, leur produit est un
PPCM.

Démonstration 3.2.13 Comme ab € (a) et ab € (b), on a ab € (a) N (b) et donc (ab) C (a) N (D).

Montrons l'inclusion de (a) N (b) dans (ab). Soit p un multiple commun a a et a b. On sait qu'alors (p) C (a) N (b).
Montrons que (p) C (ab). Comme p est un multiple de q, il existe o dans K[X] tel que p = aa. De méme, il existe
0 tel que p = Bb. De aa = b, on déduit que a|Bb. Or, comme a et b sont premiers entre eux, le théoréme de
Gauss 3.2.11 implique que a|83. Donc, 8 = ga pour un certain ¢ € K[X]. D'ot, p = b = qab, et donc (p) C (ab).
Choisissons un multiple commun particulier: un PPCM de a et de b, et nous obtenons grace au théoréme 3.2.12:
(a) N (b) C (ab).

Théoréme 3.2.14 Soient A, B, A et M dans K[X].
Si (A,B) = (A) et (A)N(B) = (M), alors il existe X\ dans K* tel que: AB = AAM.

La démonstration de ce théoréme est assez longue. Elle repose sur des lemmes dont les résultats ont un intérét
en eux-meémes.

Lemme 3.2.14.1 Soient A, B, A, a et b des éléments de K[X] tels que :
(A,B) = (A) # {0}, A= Aa et B = Ab.
Alors, a et b sont premiers entre eux.

Ce lemme indique que lorsqu’on divise deux polynémes non tous les deux nuls par un de leurs PGCD, on obtient
deux polynoémes premiers entre eux.

Démonstration 3.2.14.1 Soit P € K[X]. Supposons que Pla et P|b. Alors, AP|A et AP|B. Comme A est un
PGCD de A et B, AP|A. Il existe donc Q € K[X] tel que: A = APQ. Comme A # 0, deg(A) € N, alors de
deg(A) = deg(A) + deg(P) + deg(Q), on déduit: deg(P) =0, et donc: P € K[X]*.

11. “Plus Petit Commun Multiple”
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Lemme 3.2.14.2 Soient A, B, A, a et b des éléments de K[X] tels que :
A= Aa, B=Ab et a et b sont sont premiers entre euz.
Alors, (A) N (B) = (Aab).

Démonstration 3.2.14.2 Aab = Ab = aB, donc Aab € (Aab) C (4) N (B).

Montrons l'inclusion réciproque. Soit P un multiple commun a A et a B. Il existe o et 8 dans K[X] tels que:
P =aA = alAaet P= (B = Ab. On en déduit: A(aa — $b) = 0. comme K[X] est intégre, A(aa — 8b) = 0 si
et seulement si A = 0 ou aa = 3b. Si A =0, alors A = B = Aab = 0 et la conclusion du lemme est vérifiée. Si
A #£0, alors aa = 3b. Dans ce cas, aJaa = 8b. Comme (a,b) = (1), le théoréme 3.2.11 a pour conséquence: alS. |l
existe donc ¢ dans K[X], tel que 8 = ga. Alors, P = Af3b = qAab et donc P € (P) C (Aab). Si nous choisissons un
PPCM, cette derniére inclusion devient: (P) = (4) N (B) C (Aab).

Démonstration 3.2.14 Démonstration du théoréme 3.2.14: Si A =0, alors A = B = 0 et la conclusion du théoréme
est vraie. Supposons A # 0. Posons A = Aa et B = Ab. Alors, d'aprés le lemme 3.2.14.1, a et b sont premiers entre
eux. D'aprés le lemme 3.2.14.2, Aab est un PPCM de A et de B. Soit M un PPCM de A et de B. D'aprés ce qui
précéde, on a: (M) = (A) N (B) = (Aab). Donc (proposition 3.2.7), il existe A dans K* tel que: Aab = AM. D’oq,
en multipliant chacun des membres de cette derniére égalité par A: AMAM = AaAb = AB.

Théoréme 3.2.15 Soient A, B, A et M dans K[X], A # 0.
Si (A,B) = (A) et s’il existe X dans K* tel que AB = MAM, alors M est un PPCM de A et de B.

Ce dernier théoréme est bien utile, si U'on dispose d’'un PGCD, pour calculer un PPCM. En effet, si (A,B) =
(A) # 0, alors le quotient (le résultat) de la division de AB par A est un PPCM.

Démonstration 3.2.15 Notons C' un PPCM de A et de B. D'aprés le théoreme 3.2.14, il existe p € K* tel que
pAC = AB. Comme NAM = AB, on en déduit: A(uC' —AM) = 0. Comme K[X] est intégre, cette derniére égalité
entraine A = 0 ou uC = AM. Puisque A # 0, on a: uC = AM. On en déduit: C = \p~' M, et comme \p~! € K*,
on a (C) = (M) (proposition 3.2.7). Donc, d'aprés le théoréme 3.2.12, M est un PPCM de A et de B.

Algorithme d’Euclide

L’algorithme d’Euclide permet d’obtenir un PGCD de deux polynomes par la méthode des divisions succes-
sives.

Exercice 3.2.8 Soient A et B dans K[X].
Montrer que:

1. (A,0) = (A).
2. Si B|A, alors (A,B) = (B).

Proposition 3.2.16 Soit B un polynéme non nul et A un polyndome quelconque. Si Q et R sont respectivement,
le quotient et le reste de la division euclidienne de A par B, alors: (A,B) = (B,R).

Démonstration 3.2.16 On a: A = BQ + R. Donc, A € (B,R). Comme B € (B,R), on obtient: (A,B) C (B,R). De
R =A— BQ, on déduit: R € (A,B). Comme B € (A,B), on a: (B,R) C (A,B).

Cette proposition et les résultats de l'exercice 3.2.8 sont utilisés pour justifier 'algorithme d’Euclide.
Recherche d'un PGDC A de A et B. Description de I’algorithme :

* 51 A=0, alors (A,B) = (B) et A =B.
* Si B =0, alors (4,B) = (4) et A = A.
* Si A#0et B+#0, posons By = A et Ry = B.
Définition par récurrence des B, et des R, :
e Si R, =0, alors A = B,.
e Si R, #0, alors B,,+1 = R, et R, est le reste de la division euclidienne de B,, par R,,.
D’apreés la proposition 3.2.16, (4,B) = (B,,R,). D’ou, si R, = 0, alors, d’aprés 'exercice 3.2.8 (A,B) = (B,).
D’autre part, on est assuré que 'algorithme s’arréte, car: deg(R,+1) < deg(R,). Aprés un nombre fini d’étapes,
on obtiendra forcément deg(R,,) < 0 et donc R,, = 0.
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3.3 Fonctions polynoémiales

Définition et notation 3.3.1 Soient a € K et P(X) € K[X] de degré n. Soit > ,_o A\ X" (0, si P =0) la
forme canonique de P(X). On définit I’élément P(a) de K par: P(a) =Y, _s \ka® (0, si P=0).

Définition 3.3.2 (Fonction polynémiale) Soit f une application de K dans K. S’il existe un polynome
P(X) € K[X] tel que, pour tout a € K, f(a) = P(a), alors on dit que f est une fonction polynéomiale (ou
fonction polynome).

Exercice 3.3.1 Montrer que pour tout a et tout A dans K, et pour tout P et tout QQ dans K[X], on a:
1. (P+@Q)(a) = P(a) + Q(a)
2. (PQ)(a) = P(a)Q(a)
3. (AP)(a) = A(P(a))
4. Si P(X) = XY, alors P(a) = 1.

Définition 3.3.3 (Racine) On dit que a € K est une racine de P € K[X], lorsque P(a) = 0.
Théoréme 3.3.1 Pour tout a dans K et tout P dans K[X] : a est une racine de P, si et seulement si, X —a|P.

Démonstration 3.3.1 On rappelle que X — a est le polyndme anciennement noté: X! — aX". Supposons que a soit
une racine de P. Comme X —a # 0, on peut effectuer la division euclidienne de P par X — a. Notons respectivement
@ et R le quotient et le reste de la division euclidienne de P par X —a. Ona: P(X) = (X —a)Q(X)+ R(X). Alors,
P(a) = (a—a)Q(a) + R(a) = 0+ R(a) = R(a) = 0. Or, deg(R) < deg(X —a) = 1. Donc, R(X) = aX® = a pour
un certain « dans K. De R(a) = 0, on déduit alors R(X) = a =0 et donc P(X) = (X — a)Q(X).

Réciproquement, supposons X — a|P. Alors, il existe @ dans K[X] tel que P(X) = (X — a)Q(X). D'ou:
P(a) = (a —a)Q(a) = 0.

3.4 Polyndéme dérivé

Définition et notation 3.4.1 (Polynéme dérivé) Soit P un polynéome de K[X]. Supposons: deg(P) = n.
Soit > p_o M X* (0 si P=0) la forme canonique de P. Le polynéme dérivé de P, noté P, est défini par :

0 st deg(P)

0
Poo(k+ DApsr X5 si deg(P) > 1

<
P(X)= =
(X) { N
Proposition 3.4.1 Pour tout P et tout Q dans K[X], on a:
1. (P+Q) =P +qQ
2. (PQ) =P'Q+ PQ
3. (VA eK) (AP) =\P

Démonstration 3.4.1 La premiére et la derniére propriétés sont triviales. Pour la seconde, il suffit d'aprés les deux

autres propriétés, de montrer que: (X" X™) = (X")X™ + X" (X™)’. D'apreés la définition du polynédme dérivé:

+o0 / +oo . .
Xn
(X™ = ( E 5nk.Xk> = E (k + 1) X = {n sin#0
k=0

Pt 0 sin=0
En utilisant la convention: 0X~! = 0, on en déduit: (X™) = nX"~! pour tout n dans N. Alors, (X")'X™ +
X’VL(X‘UL)/ — an—lX'rn + anXm—l — nX’rH—m—l + an+77L—1 — (’I’Z + m)Xn+’rn—1 — (XTH""L)/_
3.5 Polynémes irréductibles

Définition 3.5.1 (Polynéme irréductible) Soit P un élément de K[X]. On dit que P est irréductible si:
1. P ¢ K*, ce qui équivaut *? & : deg(P) # 0.
2. Pour tout A € K[X] et tout B € K[X|, P = AB implique A € K* ou B € K*.

12. Une fois encore, K* est identifié a K[X]*.
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Exemple important : Soit a € K. Le polynome X —a est irréductible. En effet, si pour A € K[X] et B € K[X],
X —a = AB, alors (théoréme 3.1.2) deg(A) + deg(B) = deg(X —a) = 1. D’ou, deg(A) = 0 ou deg(B) =0,
et donc A ou B est inversible.

Exercice 3.5.1 Soit P un polynoéme de K[X]. Montrer que si P est irréductible, alors P # 0.

Définition 3.5.2 (Polynoéme unitaire) Soit P € K[X], P # 0. On dit que P = Zz

lorsque Ageg(py = 1.

igép) M XE est unitaire

Pour tout a € K, le polynome X — a est a la fois irréductible et unitaire.

Théoréme 3.5.1 (Décomposition) Tout polyndme non nul A de K[X] admet une unique (& l’ordre des fac-
teurs pres) décomposition en produit d’un élément de K* et de facteurs irréductibles et unitaires.

Ce théoréme indique qu’a tout polynome A de K[X], correspond un élément A de K*, des polynomes irréductibles
et unitaires: Py, Ps,..., P,, déterminés de maniére unique, et tels que: A = APy Py --- P,,.

Démonstration 3.5.1 Montrons |'existence d’'une décomposition, par récurrence sur le degré du polynéme A.

Si deg(A) =0, alors A = X € K* et la décomposition est A = .

Supposons que tout polynéme de degré inférieur ou égal a p soit le produit d'un élément de K* et de polynémes
irréductibles et unitaires. Montrons qu'alors, si deg(A) = p + 1, A posséde également une décomposition en produit
d'un élément de K* par des polynémes irréductibles et unitaires.

Si A=aXPT! 43V _apX" estirréductible, alors A = a (a™'A), avec a € K* et a4 irréductible et unitaire.
Sinon, A n'est pas irréductible, et dans ce cas, il existe B et C' dans K[X], non inversibles I'un comme I'autre, tels que:
A = BC. Puisque A #0,0ona: B # 0et C # 0. Comme ni B, ni C n'est inversible, on a: deg(B) > 1 et deg(C) > 1.
D'ou, comme p + 1 = deg(B) + deg(C), deg(B) < p et deg(C) < p. En appliquant I'hypothése de récurrence 3 B
et a C, on obtient que ces polyndmes admettent une décomposition. Alors, le produit des décomposition respectives
de B et de C fournit une décomposition pour A.

La démonstration de 'unicité de la décomposition est plus délicate, et utilisera les résultats des lemmes suivants :
Lemme 3.5.1.1 Si P est un polynome irréductible, alors, pour tout polynome A : (A,P) = (P) ou (A,P) = K[X].

Démonstration 3.5.1.1 Comme K[X] est principal, il existe D € K[X] tel que: (A,P) = (D). Comme P € (A,P) =
(D), il existe @ € K[X] tel que: P = QD. Alors, puisque P est irréductible, Q ou D est inversible. Si @) est inversible,
alors (P) = (D) = (A,P). Si D est inversible, alors (4,P) = K[X].

Lemme 3.5.1.2 Si P est irréductible, et si P|AB, alors P|A ou P|B.
Démonstration 3.5.1.2 Si P ne divise pas A, alors, d’aprés le lemme 3.5.1.1, (A,P) = K[X]. Dans ce cas, il existe

des polynémes U et V tel que: AU + PV = 1. On en déduit: B = ABU + PBV. Mais alors, P|B car P|ABU et
P|PBV.

Lemme 3.5.1.3 Si P et Q sont irréductibles et unitaires, et si P|Q, alors P = Q.

Démonstration 3.5.1.3 D'aprés le lemme 3.5.1.1, (P,Q) = K[X] ou (P,Q) = (P) = (Q). Comme P|Q, alors (P,Q) =
(P) et dong, il existe A € K* tel que P = AQ. De cette derniére égalité, on déduit deg(P) = deg(Q). D'aprés le
théoreme 3.1.3, comme P = \Q les mondmes de degré deg(P) de P et de AR doivent étre identiques. Or, le monéme
de degré deg(P) de P est X&(P) et celui de \Q est AXE(P) D'oi: A = 1.

Démonstration 3.5.1 (Fin de la démonstration du théoréme 3.5.1). Montrons |'unicité de la décomposition de A, par
récurrence sur le nombre maximal de facteurs irréductibles deux décompositions de A. Supposons A = AP\ P, --- P, =
HQ1Q2 - - - Qum, ol A et p sont dans K*, les polyndémes P;, ainsi que les @)}, sont irréductibles et unitaires. La récurrence
porte donc sur k = max{n, m}.

Si k=0, alors A =X = pu et les deux décompositions sont bien identiques.

Supposons la propriété d'identité des deux décompositions vérifiée pour des décompositions dont la plus “longue”
comporte k facteurs irréductibles.

Supposons: A = APy Py P11 = p@Q1Q2 - Qm avec m < k+ 1. Comme Pyi1|pQ1Q2 - - - Qpy, d'aprés le lemme
3.5.1.2, appliqué autant de fois que nécessaire, Py divise un des Q;. Quitte a indexer difféeremment les @Q);, supposons
que Pyy1|Qum. Alors, d'aprés le lemme 3.5.1.3, Py11 = Q. Mais alors, de A = AP\ Py -+ Priq = pQ1Q2 - - - Q, €t
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de Piy1 = Qum, on déduit: Py (AP Py -+ P —p@Q1Q2 - - - Qm—1) = 0. Comme K[X] est intégre et P11 # 0, 0n a:
AP Py Py, = pQ1Q2 - - Qp—1. Il ne reste plus qu'a utiliser I'hypothése de récurrence sur les deux décompositions
figurant dans cette derniére égalité.

Exercice 3.5.2 Soient P et () des polynomes irréductibles et unitaires. Montrer que P = @ ou bien (P,Q) = (1).
(Indication : lire attentivement les démonstrations des lemmes 3.5.1.1 et 3.5.1.3).

3.5.1 Polynémes irréductibles de C[X]|

Le théoréme de D’Alembert sera admis. Les outils nécessaires a sa démonstration !
programme d’algébre du premier semestre.

3 ne sont pas & notre

Théoréme 3.5.2 (D’Alembert) Tout polynome de C[X] de degré supérieur ou égal & un admet une racine
dans C.

Corollaire 3.5.2.1 Soit P € C[X].
P est un polynome irréductible et unitaire de C[X], si et seulement si, il existe a € C tel que: P = X — a.

Démonstration 3.5.2.1 Nous savons déja que X —a est un polynéme irréductible et unitaire. Supposons P irréductible
et unitaire. Dans ce cas, deg(P) > 1. Appliquons & P le théoréme de D'Alembert: P admet une racine dans C. Notons
a cette racine. D'aprés le théoréme 3.3.1, X — a|P. |l existe donc Q € C[X] tel que: P = (X — a)Q. Comme P est
irréductible, ainsi que X —a, Q = A € C*. Comme P est unitaire: A = 1.

Définition 3.5.3 (Racine d’ordre r) Soient P € C[X], a € C, et r € N~ {0}. On dit que a est une racine
d’ordre r de P, s’il existe Q € C[X] tel que: P = (X —a)"Q et Q(a) # 0. r est alors Uordre de multiplicité de
la racine a. Sir > 1, on dit que a est une racine multiple '* de P.

Le théoréme 3.5.1 appliqué aux polynémes de C[X], nous donne: tout polynéme P € C[X], de degré supérieur
ou égal & zéro, se factorise '® dans C[X] de la maniére suivante:

P = /\ﬁ(X — ai)“
i=1

ai, as,..., a, étant les n racines distinctes de P dans C, de multiplicités respectives rq, ro,..., r, et A un
élément de C*. Remarquons que deg(P) = >""" | ;.

3.5.2 Polyndémes irréductibles de R[X]

Proposition 3.5.3 Soient a et 8 dans R. Si le discriminant A = o — 48 de X? + aX + [ est strictement
négatif, alors le polynéme X2 + aX + 3 est un polynome irréductible et unitaire de R[X].

Démonstration 3.5.3 Supposons ¢ que X2+ a.X + 3 ne soit pas irréductible. Soient A et B dans R[X]\R*, tel que:
X2+aX+3 = AB. Alors deg(A)+deg(B) = 2, et comme ni A, ni B, n’est inversible : deg(A) = deg(B) = 1. Puisque
AB est unitaire, il existea € Ret b€ Rtelsque: A= X —aet B= X —b. Mais alors, AB = X2 — (a+b)X +ab
et le discriminant est: A = (a + b)? — 4ab = (a — b)?. Donc, A > 0.

Définition et notation 3.5.4 Soit P = Y (X" € C[X]. On définit le conjugué P de P par: P(X) =
> k=0 A XE.

Exercice 3.5.3 Soient P et () dans C[X].
Montrer que P+ Q = P+ Q et PQ = PQ.

Proposition 3.5.4 Soit P € R[X]. Si P admet le nombre compleze a pour racine d’ordre r, alors P admet
aussi le nombre complexe a pour racine d’ordre r.

13. Tout ouvrage honnéte présentant les mathématiques d’un premier cycle universitaire scientifique, propose une démonstration
du théoréme de D’Alembert.

14. Par exemple, une racine double est une racine dont ’ordre de multiplicité est deux.

15. [] est la notation usuelle du produit. [/ ; u; = w1 X ug X -+ X unp.

16. Le procédé de démonstration utilisé ici consiste a prouver la contraposée de la proposition énoncée; c’est a dire, pour prouver
“si A est vraie alors B est vraie”, on prouve: “si 3 est fausse, alors A est fausse”.
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Démonstration 3.5.4 Puisque P € R[X], considérons que P est un polynéme de C[X] dont les coefficients sont réels.
Si a est une racine d'ordre 7 de P, alors il existe @ € C[X] tel que: P = (X —a)"Q et Q(a) # 0. Comme P € R[X],
P=P=(X—-a)"Q. Comme Q@) = Q(a) et Q(a) # 0, a est bien une racine d'ordre r de P.

Soit P € R[X]. Considéré comme polynéme de C[X], P admet pour décomposition :

P= )\H(X —a;)" =\ H(X —a)" [[(X —a))"

Remarquons, pour commencer, que A € R. En effet, A est le coefficient de X9¢(") dans P qui est & coefficients
réels. D’apreés la proposition 3.5.4, le produit []}_, (X —a;)™ est composé de facteurs de type: (X —a;)" (X —a;)"™.
a; €R

Or, (X —a;)" (X —a;)" = (X? —2Re(a;) +a;|?)". Le discriminant du polynome de R[X]: X? —2Re(a;) + |a;i|?,
vaut 4((Re(a;))? — |a;|?), qui est un nombre strictement négatif si a; ¢ R. Donc, d’aprés la proposition 3.5.3,
X2 — 2Re(a;) + |a;|* est irréductible dans R[X].

Conclusion : tout polynéme non nul P de R[X], se factorise en produit de facteurs irréductibles dans R[X], de
la maniére suivante :

P=2][X —a) [T (X2 +a;X + 8;)™
,

les a; étant les racines de P dans R, r; l'ordre de multiplicité de la racine a;, les polynoémes X2 + a; X 3; ayant
un discriminant strictement négatif, s; étant le nombre de fois ou le polynéme X 24 a; X + (B apparait dans le
produit.
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Chapitre 4
Algébre linéaire

K désigne indifféeremment Q, R ou C.

4.1 K-espaces vectoriels

Définition et notation 4.1.1 Soient A et B des ensembles. A x B est l’ensemble ! des couples (a,b), avec
acAetbeB.

Définition 4.1.2 (Loi externe) Soient A et B des ensembles non vides. Une loi externe sur B, ¢ domaine
d’opérateur A, est une application de A x B vers B.

Un telle loi a déja été définie page 24, de K x K[X] vers K[X].

Définition 4.1.3 (Espace vectoriel) Soit E un ensemble non vide muni d’une loi interne T et d’une loi
externe * a domaine d’opérateur K.
E est un K-espace vectoriel, ou: espace vectoriel sur K, si les lois T et * vérifient :

1. T est une somme et E muni de cette loi est un groupe commutatif; c’est a dire :
(a) T est associative
(b) T est commutative
(¢) T admet un élément neutre appelé : le vecteur nul
(d) tout élément de E admet un opposé pour la loi T
2. Pour tout « et tout B dans K, tout x et tout y dans F :
(a) ax(zTy) =(axx)T(ax*xy)
(b) (a+pP)xz=(axx)T(B*x)
(c) ax(B*xx)=(af)xx
(d) 1xz ==z

Exercice 4.1.1 Soit E un K-espace vectoriel muni des lois T et x. On suppose que T et % vérifient les axiomes
de la définition 4.1.3. Notons O le vecteur nul de E et, pour x dans E, notons x| I'opposé de = pour la Ioi T.
Montrer que:

1. Pour tout x dans E: 0xx = 0

2. Pour tout o dans K: a0 = 0g

3. Pour tout x dans E: 2" = (—1) xx

4. Pour tout x dans E et tout o dans R :

axx =0p implique « =0 ou z = 0

Notation 4.1.4 Le vecteur nul? de l’espace vectoriel E est noté: Og.
Définitions 4.1.5 (Scalaires, Vecteurs) Soit E un K-espace vectoriel.

Les éléments de K sont appelés : scalaires.
Les éléments de E sont appelés : vecteurs.

1. C’est ’ensemble des applications ¢ de 2 = {0, 1} vers AU B telles que: ¢(0) € A et ¢(1) € B.
N
2. Bien que la notation proposée ici soit plutét répandue, signalons que l’on trouve la notation 0 dans de nombreux ouvrages.
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Pour une plus grande clarté, dans la définition 4.1.3, la somme sur E a été notée a 'aide du symbole T. Dans
la pratique, cette somme est tout simplement notée comme la somme dans K: 4. De méme, a * & correspond
au produit du vecteur x par le scalaire «, et se note axz. D’aprés la définition 4.1.3, E = {Og} est un espace
vectoriel.

Définition 4.1.6 (Sous-espace vectoriel) Soit E un espace vectoriel, et soit F un sous-ensemble non vide
de E vérifiant :

1. Ve e E)YVy€eE) (z€FetyeF)= (zv+y)eF

2. VAeK)(VxeE) z€F=X€F
F' est alors un sous-espace vectoriel de E.

Exercice 4.1.2
1. Montrer qu’un sous-espace vectoriel est un espace vectoriel.
2. Montrer que tout sous-espace vectoriel de E contient le vecteur nul de E.

4.1.1 Familles de vecteurs

Une définition de “combinaison linéaire” a été donnée page 24. Cette définition convenait au cas alors exposé.
Nous allons devoir reprendre cette définition, et I’adapter au cadre des espaces vectoriels.

Définition et notation 4.1.7 (Famille d’éléments) Considérons les ensembles A et B. Une famille d’élé-
ments de B, indexée par les éléments de A est une application ¢ de A vers B. On a pour habitude de noter, pour
a € A, son image par ¢ : ¥(a). Ce méme élément, considéré comme élément de B indexé par a, se note: 1,. La
famille ¢ d’éléments de B indexés par les éléments de A, se note: (¥Ya),ec 4-

Exercice 4.1.3 Soit E un K-espace vectoriel. Soit (F;) I # 0, une famille de sous-espaces vectoriels de E.

Montrer que F' =

i€l
ser Fi est un sous-espace vectoriel de E.
Définition 4.1.8 (Famille presque nulle) Soit I un ensemble. On dit que la famille (\;);c; d’éléments de K

est presque nulle s’il existe un sous-ensemble fini de I : F, tel que \; =0 pour tout i € I N F.

Notation 4.1.9 La notation K\ désigne Uensemble  des familles presque nulles d’éléments de K, indexées par
les éléments de I.

Définition 4.1.10 (Combinaison linéaire) Soit E un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Soient (x;)
une famille * de vecteurs de E, et (Mi);er une famille presque nulle d’éléments de K.
Alors, Y ;o Mixi est une combinaison linéaire de la famille (x;),.;. (On dit aussi: combinaison linéaire des x;).

el

il
Remarque : la somme figurant dans la définition 4.1.10 comporte un nombre fini de termes non nuls, car la famille

(Xi);er est presque nulle. La définition 3.1.16 est un cas particulier de la définition 4.1.10, avec E = K[X] et
I=N

Proposition 4.1.1 Soit E un K-espace vectoriel. Soit (x;);c; une famille de vecteurs de E. L’ensemble des
combinaisons linéaires de la famille (mi)iej est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant tous les x;,
pour i € 1.

Démonstration 4.1.1 (Remarque: si I = () alors le sous-espace engendré par les combinaisons linéaires de la famille
vide est {Og}, car tout sous-espace vectoriel de E doit contenir Og). Montrons que |'ensemble C' des combinaisons
linéaires de la famille (x;),.; est un sous-espace vectoriel de E. Soient x et y des éléments de C, soit A € K. D'apres
la définition de C, il existe (X\;);c; et (i:);c;, suites presque nulles d'éléments de K, telles que » =}, ; \iw; et
Y= icr Miwi. Mais alors, z +y = >, /(A +pi)zs € O, et Az =), (AN)z; € C.

Soit F' est un sous-espace vectoriel de E tel que z; € F' pour tout i € I. Montrons qu'alors C' C F. Soit \; un
élement de K. Comme z; € F, on a: \;x; € F. Donc, si le sous-espace vectoriel F' contient tous les x;, ¢ € I, il
contient chacun des termes d'une combinaisons linéaire ), ; A\iz;. Puisque les termes non nuls d'une combinaison
linéaire sont en nombre fini, il suffit pour conclure, de montrer que pour tout n € N: si yg, y1,..., yn sont des
éléments de F, alors Y}y, € F. (démonstration par récurrence sur n a terminer).

i€l

3. On aurait pu noter : K| Pensemble des suites presque nulles d’éléments de K, puis adopter aprés le théoréme 3.1.3 la notation
K[X] pour cet ensemble.

4. On rencontre souvent, a la place de “famille de vecteurs”, les termes: “systéme de vecteurs’. Cette dénomination sera parfois
utilisée dans ce cours.
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Définition et notation 4.1.11 (Sous-espace engendré) Soit E un K-espace vectoriel. Soit A C E. L’en-
semble des combinaisons linéaires des éléments de A est le sous-espace vectoriel engendré par A. Ce sous-espace
est noté : Vectg A (ou, plus simplement VectA ).

Définition 4.1.12 (Famille libre) Soit E un K-espace vectoriel. Soit (x;),.; une famille de vecteurs de E.
On dit que la famille (z;);c; est libre, si:

(V(Ai)m = KU)) S N =0p= (Viel) A=0
el

On retiendra que lorsque la famille (x;),.; est libre, la seule fagon d’obtenir le vecteur nul de E' par combinaison
linéaire des éléments de la famille, est d’écrire la combinaison linéaire triviale: ), _; Ox;.
Remarque: la famille vide est libre.

Définition 4.1.13 (Vecteurs linéairement indépendants) On dit que les vecteurs x;, i € I, du K-espace
vectoriel E sont linéairement indépendants, lorsque la famille (x;),o; est libre.

Définition 4.1.14 (Famille liée) Toute famille de vecteurs qui n’est pas libre est liée.

Exercice 4.1.4 On considére le R-espace vectoriel > R?.
Montrer que la famille ((1,0), (0,1)) est libre.

Une fois encore, 1'usage simplifie les formulations. On remplace souvent “la famille (z;),.; est libre”, par: “les
vecteurs z; sont libres”.

Exercice 4.1.5 Soit (x;);.; une famille libre de vecteurs de E.
Soient (\;);c; et (p1i);c; dans KO,
Montrer que: Y, Nt = Y iy pii == (Viel) N = ;.

Proposition 4.1.2 Soit (x;),.; une famille libre de vecteurs de E.
Pour tout un sous-ensemble J de I, la famille (z;),. ; est libre.

Démonstration 4.1.2 Si J = (), alors (z;);., est libre. Si J # (), supposons (z;);.; liée. Il existerait alors une
combinaison linéaire des x;, ¢ € J, dont les coefficients ne seraient pas tous nuls, égale au vecteur nul. Mais alors
cette combinaison serait une combinaison des x;, i € I qui contredirait le fait que la famille (x;),.; est libre.

Définition 4.1.15 (Famille génératrice) Soit E un K-espace vectoriel.

Soit (x;);c; une famille de vecteurs de E.

On dit que la famille (x;),c; est génératrice, si Vect(x;),c; = E; c’est a dire: tout vecteur de E est une
combinaison linéaire des x;.

Remarque: Si I = (), alors (x;),.; est génératrice de E = {O0g}.

Définition 4.1.16 (Base) Soit E un K-espace vectoriel.
Soit (x;);c; une famille de vecteurs de E.
On dit que la famille (z;);c; est une base de E, si (v;);c; est a la fois libre et génératrice.

Par exemple, les vecteurs (1,0) et (1,1) forment une base de R2. En effet, pour tout vecteur (x,y), il existe une
et une seule combinaison linéaire de (1,0) et (1,1) égale & (z,y): (z,y) = (z —y)(1,0) + y(1,1).
Notons que si E = {0g}, alors F a pour base la famille vide.

Exercice 4.1.6 Montrer que la famille (X™), _ est une base du K-espace vectoriel K[X].
Définition 4.1.17 (Coordonnées) Soit E un K-espace vectoriel. Soit (e;)

existe une unique combinaison linéaire des e; égale ¢ x :
alors les coordonnées de x dans la base (e;)

icr base de E. Pour tout x € E, il
ser Ni€i = x. La famille presque nulle (\;),c; constitue
iel”

5. (z,y) + (', y) = (z + 2",y +¢') et Az, y) = Oz, \y)
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4.1.2 Applications linéaires

Définition 4.1.18 (Application linéaire) Soient FE et F des K-espaces vectoriels. On dit que f : E — F est
linéaire ® si, pour tout = et tout y dans E, et pour tout \ dans K :

fle+y) = f@)+ fy) et f(Az) = Af(z).

Exercice 4.1.7 Soient E et F' des espaces vectoriels sur K, et f une application linéaire de F dans F'.
Montrer que:

I. Imf={yeF|(3xe€E) f(x)=uy} estun sous-espace vectoriel de F.

2. Kerf ={z € E| f(z) = 0p} est un sous-espace vectoriel de E.

Définitions et notations 4.1.19 (Image, Noyau) Les sous-espaces vectoriels Imf et Kerf de l’exercice 4.1.7
sont respectivement l’image et le noyau de f.

Exercice 4.1.8 Montrer que f : R? — R, définie par: (z,y) — 2y — x, est une application linéaire (d’espaces
vectoriels sur R) ; puis, déterminer I'image et le noyau de f.

Proposition 4.1.3 On considére les espaces vectoriels sur K: E et F. Soit (e;)
E. Soit f : E — F une application linéaire.
Alors, Imf = Vect (f(e;));c;-

i1 une famille génératrice de

Démonstration 4.1.3 Par définition, pour tout 7 € I, f(e;) € Imf. Comme Imf est un sous-espace vectoriel de F', et
que Vect (f(e;));c; est le plus petit sous-espace de F contenant tous les f(e;), on a: Vect (f(e;));c; C Imf.

Soit y € Imf. Il existe = dans F, tel que f(x) = y. Comme (e;);.; est une famille génératrice de F, il existe au moins
une combinaison linéaire des ¢; égale a z: . = Y, Age;, . Alors, comme f est linéaire: y = f(z) = >} Auf(ei,),
et donc y € Vect (f(e;));c;- On en déduit: Imf C Vect (f(es));c;
Définitions et notations 4.1.20 (n-uplet, composante) Soit n un nombre entier naturel non nul, et soit
E un espace vectoriel.

La notation: E™ désigne 'ensemble des n-uplets d’éléments de E. x € E™ signifie: x = (x1,T2,...,T,) avec
X1,Xa,. .. Ly Eléments de E. x; est la i-eme composante du n-uplet (z1,...,2;, ... Tp).

Exercice 4.1.9 Soit E un K-espace vectoriel.

On définit sur E™ la somme par:

(.Tl,l'g, cee 7$n) + (ylay27 cee ayn) = (‘rl +Y1,T2 + Y2, Tp + yn)
On définit le produit par les scalaires par:

AMx1,22, . &n) = (A1, A2, . . ATy).

Montrer qu’alors, E™ est un K-espace vectoriel.

K muni de ses lois usuelles 4+ et x, est un K-espace vectoriel. Une fagon simple de fabriquer des K-espaces vec-
toriels & partir de K, est de procéder comme dans I'exercice 4.1.9. Vous retrouverez dans bon nombre d’exercices
des TD, les espaces vectoriels R™ et C™.

4.2 Formes n-linéaires alternées

4.2.1 Formes n-linéaires

Définition 4.2.1 (Forme n-linéaire) Soit E un K-espace vectoriel.
Soit f: E™ — K vérifiant, pour tout (x1,x2,...,2,) € E™, tout y € E, tout i € [1,n], et tout A € K:

1. f(xla"'axi +y77xn) = f(l'la"'_az?ia"'axn) +f(xla"'ayv"~;xn)

i—eéme i—eme i—eme
composante comp. comp.
2. f(x1,e . ATiy e yn) = Af(T1, oo Ziy o Tn)
i—eme i—eme
composante comp.

On dit alors que f est une forme n-linéaire sur E.

6. On dit parfois, pour préciser: application K-linéaire.

39



Une forme n-linéaire f est donc une application linéaire par rapport a chaque composante, et & valeurs dans K.
Fixons un n-uplet de vecteurs de E: (x1,...,z,). Alors pour tout i € [1,n], les applications 1; : F — K définies
par: ¥;(y) = f(21,. .., @i—1,¥,%it1, - . - ,Ln), sont linéaires.

Une forme 1-linéaire est une application linéaire a valeurs dans K.

Exercice 4.2.1 Soit f une forme n-linéaire sur 'espace vectoriel E. Montrer que f(x1,22,...,x,) = 0 dés qu’il
existe i € [1,n] tel que z; = 0.

Définition 4.2.2 (Forme n-linéaire alternée) Soit E un K-espace vectoriel, et f une forme n-linéaire sur
E.
On dit que f est alternée si f(x1,...,x,) =0 dés que x; = x; pour i et j dans [1,n], i # j.

Définition 4.2.3 (Forme n-linéaire antisymétrique) Soit E un K-espace vectoriel, et f une forme n-
linéaire sur E.

On dit que f est antisymétrique si, pour tout (z1,...,o,) € E™:
f@1,e @iy 0@y o) = —f(21, 08, Ty T

i—eme j 7 J

comp.

Proposition 4.2.1 Soit E un K-espace vectoriel, et f une forme n-linéaire sur E. f est alternée si 7 et seulement
si f est antisymétrique.

Démonstration 4.2.1 Supposons f alternée.

Alors, f(....x;i +xj,....x; +xj5,...)=0.
i J

Par multilinéarité:

f(...,xi—‘rfifj,...,{Ei-il-ZL'j,...) :f(,xl,,xl—i—xj,)

7 J J
+f(...,£lfj,...7l‘i+xj7...)
i J
= ( y Ly ;xza)+f(7ml7 » L3, )
i 7 i j
+ f( ,"E], 3Ly ) + f( 7xj7 7xj7 )
7 J i J

Puisque f est alternée: f(...,x;,...,2;,...) = f(...,xj,...,zj,...) =0.
i J i J
D’Ol], f(,l’“,l‘j,)+f(,1‘J,,SC“) =0.
i j % J
Supposons f antisymétrique.
Alors, f(...,xi,...,xj,...) =—f(...,xj,...,&;,...). D'ol, si x; = x5, ona: 2f(... 25 ...,2;...) =0.
i j i J i J
Exercice 4.2.2 Soit f: E" — K n-linéaire alternée.
Montrer que, pour tout i € [1,n], et tout n-uplet (z1,...,2,) € E™:
f(l‘l, N TR ,Z‘n) = (—1)l+1f($i,$1, e ,.131‘_1,37“_1, - ,Z‘n)
(Indication : faire une récurrence sur i € [1,n].)

Notons que si f est une forme n-linéaire alternée sur E, si e = (ej,ea, .. .,e,) est une base de F, et si (1,29, ... ,Tp)
est une famille de vecteurs de FE, alors f(x1,z2,...,2,) = Af(e1,e2,...,,), avec A € K. En effet, en utilisant la
multilinéarité de f, on obtient que f(z1,...,2,) est une somme de termes de type: i iy...i, [(€i1,€in,-- €5, ),
avec iy iy..i, € K et (i1,i2,...,i,) € [1,n]". Or, si pour r et s dans [[1,n], r # s, on a: e; = e;,, alors
f(eiy €in, ... sei, ) =0, car f est alternée. Les autres termes sont donc de type a;,iy...i,, f(€iy,€is, - - - ,€i, ), AVEC pour
tout r et tout s dans [1,n]], r # s = e;, # e;, ; autrement dit : chaque vecteur de la base e figure une et une seule
fois dans (e;, ,€i,, - - - ,€4, ). D’o0, comme f est alternée, il existe 5;,4,...i, € K tel que: a;iy.i,, f(€i1:€in, - - - 1€, ) =
Bivig-i, f(€1,€2,...,epn). De plus (voir Vexercice 4.2.2, 3;,i,..i,, = Qiyin--i, OWbien By iyoi. = —Qiigi, -

Conclusion: Si e = (ej,ea,...,e,) est une base de F, alors pour tout n-uplet (z1,z3,...,2,) d’éléments de E,
il existe un élément A de K, tel que, pour toute forme n-linéaire alternée f sur E:

flx1,@9, ... ,xn) = Af(er,e2,...,en)

(X égal a la somme des coefficients (3;,i,...i,, )-

7. Lorsque vos explorations du monde des mathématiques vous conduiront a la découverte des corps de caractéristique 2, vous
aurez alors des formes n-linéaires antisymétriques qui ne sont pas alternées... mais ceci est une autre histoire.
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4.2.2 Formes n-linéaires alternées et familles de vecteurs
Proposition 4.2.2 Soient E un K-espace vectoriel, et f une forme n-linéaire alternée sur E.

Si (z1,x2,...,2,) est une famille lice, alors f(x1,xa,...,2,) =0.

Démonstration 4.2.2 Si la famille (x1,22,...,z,) est liée, il existe une combinaison linéaire non triviale des x; égale
au vecteur nul; c'est a dire: -, oy ) Ak = O, et Ax 7 0 pour au moins un entier k € [1,n]. Soit ig € [1,n] tel

que \;, # 0. Alors, z;, = Zke[l ] ~{io} —/{\—_’“xk. D’ou, en utilisant la linéarité de f par rapport a sa ig-éme variable :
i i

Ak

flx1,...z) = E —/\—‘f(acl,....,mﬁ,...,mn).
. 20 ig—eme
kel n]~{io} composante
Or, si k € [1,n] ~ {io}, alors f(z1,...,2k,...,xn) = 0, car xj, figure deux fois dans le n-uplet. On en déduit la
ig—eme
composante

proposition.

Théoréme 4.2.3 Soient n un nombre entier naturel strictement positif, E un espace wvectoriel et
(z1,2,...,x,) € E™.

Si la famille (x1,zo,...,x,) est libre, alors il existe une unique forme n-linéaire alternée f définie sur
(Vect(x1,22, ... ,xp))", telle que: f(x1,29,...,2,) = 1.

Lemme 4.2.3.1 Soit (21,22, ...,z,) une famille libre de vecteurs de E.

Soient y1,Y2, - - . yn des vecteurs de Vect(x1,2a, ... ,2y,).

Pour tout j € [1,n], il existe un unique® \; € K, il existe un unique a; € Vect(xa,...,x,), tels que: y; =
)\jl’l + CLj.

Démonstration 4.2.3.1 Comme, pour tout j € [1,n], y; € Vect(x1,22,...,2,) et comme la famille (zq,22,...,2,)

est libre, il exiite une unique combinaison linéaire: Y"1 | «; jz; égale a y;. D'ou, I'existence et I'unicité de A\; = g
et de a; = Zi:2 Q; ;.

Démonstration 4.2.3 Montrons le théoréme par récurrence sur le nombre de vecteurs dans la famille libre.
Pour n = 1, (x1) est libre si et seulement si x; # 0g. Vect(x1) = {Az1 | A € K}. La forme 1-linéaire alternée
f: Vect(z1) — K qui @ Az; associe A est I'unique forme 1-linéaire qui convienne.

Hypothése de récurrence: pour l'entier n, n > 2, il existe une unique forme n — 1-linéaire alternée ¢
(Vect(za,...,m,))" !t — K telle que g(z2, . ..,x,) = 1. (On rappelle que si (x1,22, ... ,x,) est libre, alors (z2, ... ,1,)
est libre.)

Soient y1,y2,...,Yn des vecteurs de Vect(xi,xa,...,x,). En reprenant les notations du lemme, posons
Fyi,y2, - yn) = Z;’:l(—l)j*l)\jg(al,...,aAj,...,an), ol (ah...,aAj,...,an) est le n — 1-uplet construit en re-
tirant la j-éme composante du n-uplet (aj,as,...,a,).

Prouvons que f ainsi définie est n-linéaire alternée.

La n-linéarité est assez facile a démontrer, et la rédaction de ce point est laissée en exercice.

Il est plus délicat de prouver que f est alternée.

Considérons le n-uplet (y1,...,yn) d'éléments de Vect(z1,22,...,2,), tel que y;, = y;, pour jo et j; distincts dans
[1,n]. On aalors: yj, = y;, = A\j,x1 + a;,, et donc Aj, = A}, et aj, = aj,.

Pour j € [1,n], si j # jo et j # ji, alors aj, figure deux fois dans le n — 1-uplet (a4, ... ,ci\j, ...,ap), et comme g est
alternée: g(ay, ... ,aAj, ceoan) = 0.
La somme définissant f(y1,y2, ... ,yn) se simplifie donc:

n . N
f(y15y27 s 7y7l) = Z(il)j+1)\jg(a1a sy e 70’7L)

j=1
. A . A

= (1)t N g(ar, ... \ajgs - - yan) + (1) TN g(ar, ... ,a5,, . . an)
. A . A

= (=1)0FN; g(ar, ... \ajys- - an) + (1)1 g(ar, ... a4,, ... an)

8. Il existe un unique a dans A se note: Jla € A.
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Montrons que la somme de ces deux termes est nulle.
Supposons jo < j1 (on les choisit ainsi dés le départ).

A
glar, ..\ Qjgs Qg e y0n)
= (71)Jo+lg(ajovala ey Qo —1,G50415 - o+ 50 —1,05, 415 - - - ;an)
A
glar, .. \Qjgs -y Qjyy e yn)
= (—l)jlg(ajl A1y .. 7(lj0_17aj0+1, e ,ajl_l,aj1+1, . ,an)
= (_l)jlg(ajo7a17 vy Qo =150 415+ - - Q5 —15Q5 415 -+ - ;an)
D'on,
f(y17y27 R 7y’n)
: A ; AN
= (—1)7°+1)\j0g(a1, N P I (—1)“+1/\jog(a1, N PN
)\jo((—1)‘704_1(—1)]19(@]‘0,0,1, sy Qi —15A5041 - - 5G5 1,5, 415 - - - 7a/n)
+(_1)J1+1(_1)][’“9(%’0,@1, ey 1@ 415 - 50y 1505, 115 -+ 50n))
= (1- 1))\10((*Ujoﬂlﬂg(ajmal, G151 -+ 0y — 150, 41, - - - Gn))
0

Donc, f est alternée.

D’aprés la définition de f, f(z1,z2,...,2,) = 1g(xa, ..., x,) = 1.

Pour montrer I'unicité de f, supposons qu'il existe une forme n-linéaire alternée ¢ sur Vect(zq,...,2,), telle que
Y(x1,x2,...,2,) = 1, et montrons qu'alors f = .

Soit (y1,Y2,---,yn) € (Vect(z1,x2,...,2,))". Pour chaque y;, j € [1,n], il existe une unique combinaison li-
néaire: > . | o ;x;, égale a y;, ob (1,025, ..,00 ;) sont les coordonnées de y; dans la base (z1,22,...,2,) de
Vect(z1,x9,...,2,). Alors, comme f est n-linéaire alternée, il existe o € K tel que:

f(yla"'7yn> = O[f(l‘l,...,l'n) =«

a dépendant uniquement des coordonnées «; ; des y;. Or, comme ) posséde les mémes propriétés que f: 1) est
n-linéaire alternée, ce méme « intervient dans I'égalité: ¥ (y1,...,yn) = atp(z1,...,x,). D'ou, si ¥(z1,...,x,) =1,
alors:

¢(y17 s 7yn) =a= f(yla s 7yn)

Proposition 4.2.4 Soit f une forme n-linéaire alternée sur l’espace vectoriel E. Soit (z1,...,x,) € E™.

A
Alors, pour tout j € [1,n], pour tout (A1,....\j,...,\,) € K"

n
flre, ..oy, xn) =f | 21,25 + E N, T
i=1
i
Autrement dit: on ne change pas la valeur de f(x1,...,x,) en ajoutant & un des vecteurs une combinaison

linéaire des autres vecteurs du n-uplet.

Démonstration 4.2.4 En utilisant la linéarité de f par rapport a la j-éme composant du n-uplet, on obtient:

f (;vl, N Z%; N, - . . ,xn) = flz1,....z5, ..., 20) + Zn? ANif(T1,-- iy ,Ty). Or, pour tout i €
i ] i#£]

[1,n] ~ {5}, f(z1ye - smiy e mn) = 0.

coraposante

Théoréme 4.2.5 Soit n € N. Soit (x1,29,...,2,) une famille génératrice du K-espace vectoriel E.
Soient y1,y2, . .. ,Ym des vecteurs de E.
Sim > n, alors la famille (y1,y2, ... ,Ym) est liée.
Démonstration 4.2.5 D'aprés le théoréme 4.2.3, si (y1,Y2, - - - ,ym) était libre, il existerait une forme m-linéaire alternée
f sur Vect(y1,y2, - . . ,ym) telle que f(y1,y2,...,ym) = 1. Or, nous allons montrer que toute forme m-linéaire alternée
sur Vect(y1, . ..,Ym) est nulle, dés lors que E posséde une famille génératrice a n éléments, avec n < m.

Soit f : Vect(y1,y2, - - . ,ym)™ — K une application m-linéaire alternée.
Posons F' = Vect(y1,y2, - - - ,ym). F est un sous-espace vectoriel de E. Partant de F', nous allons ajouter un par un
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les générateurs xq,x9, ... ,T,, pour reconstruire E.

Si x1 € F, alors posons F} = F.

Si x1 & F, alors posons x;, = 1 et Fy = Vect(y1,Y2, - - - yYm,Tiy )-

Pour k € [1,n —1]:

Si xpy1 € Fi = Vect(yr, -+ YmsTiy s - - - Ti,), alors Fyq = Fy.

Si xpq1 & Fr = Vect(yr, - - - YmsTiy, - - - »24,), alors 2 = xpyq et Frp1 = Vect(Yr,y2, -+ YmsTiys - - Tiy Ty )-
Comme E = Vect(z1,x2,...,2,), on est certain d'avoir F,, = E. |l existe donc un nombre entier naturel p, inférieur
ou égal a n, tel que: E' = Vect(y1,42, - - - s¥m Tiy s Tigs - - - T3, )-

Montrons qu'alors pour tout x dans F, il existe un unique y élément de F' et une unique combinaisons linéaire
Zke[[l,p]] ey, de la famille (z;,,24,,...,7,), tels que: . =y + Zke[[l,p]] AL, -

Comme E = Vect(y1,42, - - - Ym»Tiy Liy, - - - T3, ), alors x = Eke[l,m]] Mkyk+zke[1,n]] A,z . Or, Eke[l,m]] UrYk €
F. Dong, I'existence de la décomposition est avérée. Quant a I'unicité, elle découle du fait que pour tout k € [1,p],
x;, & F et que (z,,24,,...,2;,) est libre ou vide (preuve?).

Soit ¢ : E — F l'application qui a z = y + Zke[[l,p]] Aii,, y € F, associe y. ¢ est une application linéaire
(preuve?). Si z € F, alors ¢(x) = x. Ceci permet de définir une application m-linéaire alternée g, qui prolonge
I'application f a E™: pour tout (aj,as,...,am) € E™, glai,az,....am) = f(é(a1),6(az2),...,¢(am)). Comme
E = Vect(z1,22,...,2,), tout a; € E est une combinaison linéaire des z;: a; = Y| A\ jx;. Mais alors, en utilisant
la m-linéarité de g, on obtient que g(a,az,...,a:) est une somme de termes de type: un élément de K multiplié
par g(z;,,Tjy,- -5, ), avec j € [1,n] pour tout f € [1,m]. La famille des x; n’ayant que n éléments et m
étant strictement supérieur a n, il y a obligatoirement deux fois de méme x; parmi (z;,,2;,,...,;,.); €t comme g
est alternée: g(zj,,xj,,...,2;,,) = 0. Ceci entraine la nullité de g(ai,a2,...,am) pour tout (ai,as,...,amn) € E™.
Puisque pour tout (a1,as,...,am) € F™, glai,az,...,a4m) = f(a1,a2,...,am), la nullité de f est démontrée.

Corollaire 4.2.5.1 (Théoréme de la dimension) Si le K-espace vectoriel E posséde une base composée de
n (n € N) éléments, alors toute base de E posséde n éléments.

Démonstration 4.2.5.1 Si (z1,z2,...,Z,) et (y;)ics sont deux bases de E, alors d'aprés le théoréme 4.2.5, I ne peut
avoir strictement plus de n éléments, car sinon, la famille (y;);cr serait liége. D'ou, (yi)ier = (Y1,42, - - - ,Ym) avec
m < n. Pour les mémes raisons, on doit avoir n < m. D'ou, m = n.

Définition et notation 4.2.4 (Dimension) Soit E un K-espace vectoriel possédant une base a n éléments
(n € N). Comme toute base de E a n éléments, on dit que la dimension de E sur K est n. Ceci s’écrit:
dimg F = n.

Définition 4.2.5 (Espace vectoriel de dimension finie) Si le K-espace vectoriel E posséde une base ayant
un nombre fini d’éléments, on dit que E est de dimension finie.

Corollaire 4.2.5.2 Soit F' un sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel de dimension finie E. Alors, dimg F' <
dimK E.

Démonstration 4.2.5.2 Parmi les familles libres d'éléments de F, choisissons une famille ayant un nombre maximal
d'éléments (ce nombre est < dimg E). Alors cette famille est une base de F', car elle est libre et ne le reste pas dés
qu’on lui adjoint un vecteur de F' qui n'est pas dans la famille.

Corollaire 4.2.5.3 Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N sur K, et soit F' un sous-espace vectoriel
de E. Sidimg F =n, alors F = E.

Démonstration 4.2.5.3 Si la dimension commune est 0 alors E = F = {Og}. Supposons n > 0. Soit (ey,e2,...,ep)
une base de F. Si F' # E, alors il existe z € E . F. Montrons que (ej,ea, . .. ,e,,z) est libre. Si Zie[l,n] i€ +Ar =
Og, alors A = 0, car sinon z = Zie[[l,n]] —%ei € F. Mais, si A =0, comme (eq,...,e,) est libre, A; = 0 pour tout

i € [1,n]. Or, si dimg E = n, on ne peut avoir dans E une famille libre de n + 1 éléments. Cette contradiction
provient de I'hypothése: F' # E. Donc, F = E.

Corollaire 4.2.5.4 Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N sur K.
Soit (e1,ea, ... ,e,) une famille de vecteurs de E.
Alors, les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) (e1,ea,....en) est une famille génératrice de E.
(i) (e1,ea,...,en) est une famille libre de E.
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(iii) (e1,ea,...,en) est une base de E.

Démonstration 4.2.5.4 Si (ey,ea,...,e,) est libre, alors (eq,es,...,e,) est génératrice, car sinon, il existerait « €
E ~\ Vect(ey,ea, ... ,en), et (e1,e9,...,e,,2) serait libre, ce qui est en contradiction avec la dimension de E.

Si (e1,e2,...,e,) est génératrice, alors (ej,es,...,e,) est libre, car sinon, on aurait Zie[[l,n]] Aie; = O avec des
A; non tous nuls. Supposons qu'alors, A\; # 0. Dans ce cas, e, = > ., —:\\—;‘ei, et F = Vect(es,es,...,e,). Ceci
contredirait dimg F = n, puisqu’alors n vecteurs ne pourraient constituer une famille libre.

Proposition 4.2.6 Soit E un K-espace vectoriel, E # {Og}. Soit n € N et (x1,x2,...,x,) une famille généra-
trice E. Il existe I C [[1,n] tel que (x;);cr soit une base de E.

Démonstration 4.2.6 Démontrons la proposition par récurrence sur n. Si n = 1, alors (z1) est une base, car z1 # 0.
Supposons que la proposition soit vrai pour un nombre entier n. Montrons qu'alors elle est vraie pour n + 1. Soit

(z1,22,...,@ns1) une famille génératrice de E. Si z,41 € Vect(zy,x2,...,2,), alors E = Vect(z1,z2,...,2,)
et il suffit d’appliquer I'hypothése de récurrence a (z1,22,...,2,). Si xny1 & Vect(zy,z2,...,2,), considérons
la base (4,,2i,,...,2;,) de Vect(z1,22,...,7,), formée de vecteurs de la famille (z1,...,7,). On a alors: £ =
Vect (24, - - ,Zi,,Tnt1). Il ne reste plus qu'a montrer que la famille (x;,,...,2;, ,7,1) est libre. Supposons la combi-
naison linéaire : Zizl Ak, + Ay 41 égale au vecteur nul. Alors, A\ = 0, car sinon, on aurait z,, 41 € Vect(x;,, ..., ;).
Mais alors, comme (z;,,...,r;,) est libre, on a: Ay = 0 pour tout k € [1,p].

La proposition 4.2.6 nous indique que tout espace vectoriel,non réduit & son vecteur nul, ayant une famille
génératrice finie est de dimension finie. Rappelons que 'espace vectoriel réduit a son vecteur nul est de dimension
0 et admet la famille vide (ayant 0 éléments) comme famille génératrice. Il est fréquent de donner comme définition
d’un espace vectoriel de dimension fini: espace vectoriel ayant une famile génératrice finie. Le cas particulier de
P’espace vectoriel réduit & son vecteur nul

Corollaire 4.2.6.1 (Théoréme de la base incompléte) Soit n € N. Considérons le K-espace vectoriel E de

dimension n. Soit (x1,22,...,2,) une famille libre de vecteurs de E (p < n, d’aprés le théoréme 4.2.5). 1l existe
alors n — p vecteurs: Yy1,Y2, - . - \Yn—p, tels que: (T1,...,ZpY1;s- - Yn—p) S0t une base de E.

Démonstration 4.2.6.1 |l suffit de considérer la famille génératrice: (z1,...,xp,e1,...,6n), o0 (e1,...,e,) st une
base de E, et de reprendre la démonstration de la proposition 4.2.6 avec (z1,22,...,2,) comme famille de départ, a

laquelle on ajoute certains des ¢;, de sorte a obtenir une famille libre et génératrice de E.

4.3 Déterminants

Définition et notation 4.3.1 (Déterminant) Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, n > 1
(E #{0g}). Soit e = (e1,ea,...,e,) une base de E.

Le déterminant dans la base e est lunique ® forme n-linéaire alternée définie sur E™, notée det., telle que:
dete(eq,ea, ... ,en) = 1.

Théoréme 4.3.1 Soit e = (e1,e,...,en), n =1, une base du K-espace vectoriel E.
La famille (1,22, ...,z,) est libre, si el seulement si

dete(z1,22, ... ,2,) # 0.

Démonstration 4.3.1 D'apreés la proposition 4.2.2 de la page 41, si det.(x1,29,...,2,) # 0, alors (z1,22,...,2,) est
libre.
Réciproquement : supposons (x1,Zs2,...,x,) libre. D'aprés le corollaire 4.2.5.4 page 43, (x1,2,...,o,) est

une base de E. D'aprés le théoréme 4.2.3 page 41, il existe une unique forme n-linéaire alternée f, définie sur
(Vect(x1,22,...,2,))" = E", telle que: f(z1,x9,...,2,) = 1. D'aprés le définition 4.3.1, cette forme f est le
déterminant dans la base * = (z1,x2,...,x,). En utilisant les propriétés de det,, forme n-linéaire alternée, ainsi
que le fait que chaque z; est une combinaison linéaire des e;, on obtient |'existence de « dans K, dépendant uni-
quement des coordonnées des z; dans la base e, et tel que: det,(x1,x2,...,2,) = adet,(e1,es,...,e,). Comme
dety(z1,22,...,2,) =1, on a: a € K*. Comme det, est une forme n-linéaire alternée, au méme titre que det,,, on
a: a = adete(er,es,...,e,) = dete(x1,29,...,2,). D'ou, det.(x1,22,...,2,) # 0.

9. cf: théoréme 4.2.3.
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Théoréme 4.3.2 Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1.
Soit e = (ey,ea,...,e,) une base de E.

Soit f: E™ — K une forme n-linéaire alternée.

11 existe alors un unique o € K tel que: f = adet,.

Démonstration 4.3.2 Comme f et det,. sont n-linéaires alternées, pour tout (z1,z2,...,z,) € E", il existe un unique
A € K tel que: f(xy,@9,...,2,) = Af(e1,ea,...,en) et dete(z1,22,...,2,) = Adete(e1,e2,...,6,) = A Ce scalaire
A ne dépend que des coordonnées des x; dans la base e. On déduit des égalités précédentes:

flxy,xe, .. x,) = dete(z1,22, . . ., xn) f(e1,e2, - - - ,n)-

D'ou, le scalaire v de I'énoncé existe et est uniquement déterminé, puisque o = f(ey,ea, ... ,en).

4.3.1 Calculs de déterminants

Fixons un K-espace vectoriel E, de dimension finie n > 1, et e = (e,e3,. .. ,e,) une base de E.

Définition et notation 4.3.2 (Matrice d’un systéme de vecteurs) Soit (x1,x2,...,2,) un systéme de
vecteurs de E. Pour tout j € [1,n], notons (x1;,22;,...,Tn;) les coordonnées de x; dans la base e.

i1 Zi2 - Tin

, T21 T22  T2n
Le tableau de scalaires: M = = (x”)
(4.3)€[L, n]x[1, 7]

Tpn1 Tp2 - Tnn
s’appelle la matrice du systéme (x1,22,...,x,) dans la base e. Comme la matrice M est composée de n lignes et
de n colonnes, on dit que M est une matrice carrée n X n. x;; se trouve dans la i-éme ligne et la j-éme colonne
de M.

Remarque: dans la colonne j de la matrice M de la définition 4.3.2, on lit les coordonnées de z; dans le base
e. Si la matrice M a autant de lignes que de colonnes, c’est parce que dimg F = n et que le systéme des x;
comporte n vecteurs. Des matrices de tailles différentes existent, mais nous n’avons pas, pour l'instant, a nous
en préoccuper.

Notation 4.3.3 L’ensemble des matrices n lignes, n colonnes, n > 1, a coefficients dans K se note : M,,(K).

Définition et notation 4.3.4 (Déterminant d’une matrice n x n) Soit (x1,29,...,2,), n > 1, un systéme
de vecteurs de E. Pour tout j dans [1,n], les coordonnées de x; dans la base e sont: (x1;,225,...,Tnj)-
11 Ti12 -t Tin
T21 X22 - T2n
Le déterminant de la matrice M = . . ] . est le déterminant dans la base e du systéme
Ipnl1 Tp2 - Tnn
(.1‘1,332, . ,l‘n).
i1 Ti12 - Tin
X21 T2z v T2

Ce déterminant est noté: det M ou
Tn1 Tn2 e Tnn

Exercice 4.3.1 On considére le R-espace vectoriel R? muni de la base canonique e = ((1,0),(0,1)).
1. Montrer que 1 : (R?)? — R, définie par ¥((a,b),(c,d)) = ad — be, est bilinéaire (2-linéaire) alternée.
2. Soient a = (a,b) et 8 = (c,d) des vecteurs de R?.
Que vaut det.(«,3) 7
-1 1’

3. Calculer 1 9l

Notation 4.3.5 On note I,, l’élément de M,,(K) définie par:

1 0 0 - 0
0 1 0 - 0
In = :<5”‘>< e[ n]x[1,n]
t,7)€E[L, X1,
0 0 1 0 b
0 0 1
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I,, est la matrice du systéme (eq,ea,...,e,) dans la base (ej,es,...,e,). Do, det I,, = 1.

Définition et notation 4.3.6 (Cofacteur) Soit M € M, (K), n > 2.

Soit M; j € M,_1(K), la matrice obtenue & partir de M, en supprimant la ligne i et la colonne j de M :

colonne j
T, - 1j o Tin
M;j = | #+ I xjn ligne i
Tnl 0 Anj 0 Ton

On appelle cofacteur de x;;, l’élément de K noté A;; et définit par:
Aij = (—1)i+j det Mij-

La matrice M ayant n lignes et n colonnes, on remarque que M;; est bien une matrice n — 1 lignes, n — 1
colonnes :

Développement par rapport a la premiére ligne

Un principe général de calcul de déterminants est de réduire en quelques étapes, la taille des matrices, pour
se ramener & des calculs de déterminants sur des matrices 2 x 2 (voir lexercice 4.3.1). La démonstration du
théoréme 4.2.3 page 41 nous fournit un mode d’emploi pour passer du déterminant d’une matrice n X n a des
déterminants de matrices (n — 1) x (n — 1). En effet, toutes matrice n x n peut étre interprétée comme une
matrice des coordonnées de n vecteurs de K” dans une base quelconque de K.

11 Ti12 - Tin
T21 T22 -+ T2n
Soit M = | . . .| € Mu(K).
Tn1 Tp2 *°° Tnn
Pour j € [1,n], posons: x; = (z1,%2;, ... ,Tn;) € K™
Nous avons donc: det M = dete (1,22, .. .,2,), ol e désigne la base canonique de K" ; autrement dit: e =

(e1,e2,...,en) avec pour tout j dans [1,n], e; =(0,...,0, 1 ,0,...,0).

j—eme
place
D’aprés la définition de f a I'aide de g dans la démonstration du théoréme 4.2.3, puisque f est I'unique forme n-
linéaire alternée telle que: f(ey,ea,...,en) = 1 (la base ici utilisée n’est plus (z1,z2, ..., Ty ), mais (e1,ea,...,e,)),
et puisque g est 'unique forme n — 1-linéaire alternée telle que: g(es,es,...,e,) =1, on a:
f = det,
g = detes
det M =d = ity id 3
et M = det.(x1,22,...,2,) = (1) 2y deter(an, ... ,aj, . .. ,an)
Jelt, n]
avec € = (ea,€3,...,6,) base de Vect(esg,es,....€,), et pour j € [1,n], z; = z1je1 +aj, aj = > 1o Tij€ €
Vect(eg,es, ... ,en).
On en déduit :
Ti11 Ti2 c Tin To1 v X2j-1 L2411 vt T2
T21 T22 T2 " i1 T31 ot T3j-1 T3i41 ccc Tan
= E (1) : ) . .
Jj=1
Tn1 Tp2 - Tnn Tp1 - Tpj—1 Tnj4+1 - Tnn

n
= E xlelj
J=1

Ay ; étant le cofacteur de x;; dans la matrice M.
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Développement par rapport a la i-éme ligne

Notons e’ la base obtenue & partir de e en ramenant le i-éme vecteur de la base & la premiére place:
i
€ = (eiaela'"aei—1a€i+17"'7en)

Soit M € Mn(K)’ M = (xlj)(l J)el n]]2.

Considérons M comme la matrice du systéme (z1,zo,...,x,) dans la base e. Nous avons obtenu lors de la
démonstration du théoréme 4.3.2 page 45, que si f est une forme n-linéaire alternée sur E (dimg F = n), alors:

flz1,2a,. .. xn) = fer,ea,. .. en) dete (21,29, ... ,2y)

On en déduit, en prenant pour f: det., et pour det.: det.: :

dete(z1,x0, ... ,xy) = dete(eg €1, .. ,€i-1,€i41, - - - y€n) detgi (T1,22, . . . ,Tp)
_ _ i+1
()I'7 1= dete(el,eg, PN ,6n> = (—1) + dete(ei,el, ce e y€i—1565415 - - - ,en).
Qu’est-ce que detgi(x1,22,...,2,)7
Ti1 Tiz  t Tin
T11 T12 s Tin
detei (T1,22,...,%p) = |Tim11 Ti—12 0 Tioin
Tit11 Ti+12 0 Tidln
Tni1 Tn 2 Tnn

Développons ce déterminant par rapport & la premiére ligne. Nous avons :
n
detei (Il,llig, e ,ZCn) = Z(*l)JJrlIij det Mij
j=1

ou M, ; est la matrice utilisée dans la définition du cofacteur de z; ; dans la matrice M (voir page 46). On obtient
le développement du déterminant de M par rapport & sa i-éme ligne:

det M = dete(z1,29,...,2n)

= (71)i+1 detei (1‘171'2, s 71371)

= -1 i+l -1 j+11‘¢ det Mi i
J J
j=1
= 2wy
j=1

Déterminant de la transposée

Définition et notation 4.3.7 (Matrice transposée) Soit M € M, (K). La transposée de M est [’élément
de M, (K) noté "M, et défini de la fagon suivante : pour tout j € [1,n], la ligne j de M est la colonne j de M.

Autrement dit: si M = (x”) alors M = (xﬂ)
Théoréme 4.3.3 det M = det M

Démonstration 4.3.3 Montrons le théoréme par récurrence sur I'entier n, pour tout M dans M, (K).
Si M € My(K), alors M = (x11) =M et det M = det'M = 2.
Soit n € N, n > 1. Supposons que pour tout m € [1,n — 1], et toute matrice N € M,,(K), on ait: det !N = det N.

Soit M € M, (K). M = (a:ij)(ij)e[[l "

Notons (y1,y2,---,Yn) le systéme de vecteurs de E dont la matrice dans la base ¢ = (e,e,...,e,) de E est M.
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Alors, det "M = dete(y1,y2, - .. ,yn). D'autre part, pour tout j € [1,n], y; = >, x;;e;, puisque la j-éme colonne
de 'M est égale a la j-éme ligne de M. On en déduit :

det tM = dete (ylay2? s 7y7l)

n
= dete § T1i€iyY2, - Yn
=1

n
- leidete(eiay%"':yn)

i=1
n
= Z mli(—l)’ﬂ detei(ei,yg, e 7yn)
=1

avec €' = (€4,€1, - ,Ci—1,€it1y---+€n)-
Comme det,: est alternée, on a:

n n
detei (ei,y2, ... ,yn) = detg <ei, Z T2 kChy- - v s Z T kCE
k=1

k=1
n n
= det,: 6“5 T2 ke, -,E T kCk
k=1 k=1
ki ki
1 0 0
0 o2 Tp1
= |0 w21 0 Tyt
0 i1 -+ Tnigr
0 T2n Tnn

Alors, en développant ce déterminant par rapport a la premiére ligne, on obtient:

1 0 0 . .
21 nl

0 x21 -+ 1wy
: Tai—1 *°°  Tpi-1
0 xoi—1 -+ Tpi—1| =
0 T2i+1 " Tpitl

T2i+1  *°°  Tpitl
: . ’ T2n Tnn
0 T2n Tnn

En utilisant I'hypothése de récurrence sur ce déterminant (n — 1) x (n —1):

T21 Tn1
x . . e l’ s
24—1 ni—1 :detMl,;
T2i+1 " Tnit+l
T2n Tnn

ol M ; est la matrice (n — 1) x (n — 1) déduite de M, en supprimant sa i-éme ligne et sa j-éme colonne.
Nous avons obtenu:

dettM = lej(il)ﬂrl detMlj
i=1

n
= Y mhy
=1

Or, nous reconnaissons dans le dernier membre le développement du déterminant de M par rapport a sa premiére
ligne. D'ou le théoréme.
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Développement par rapport a la j-éme colonne

Nous avons déja obtenu le développement du déterminant d’une matrice M € M,,(K) par rapport a sa i-éme
ligne. D’apres le théoréme 4.3.3, pour obtenir le développement de det M par rapport a la j-éme colonne, il suffit
d’écrire le développement de det ‘M par rapport & sa j-éme ligne.

i1 - Tin

D'ou, si M = : .|, alors:

Tp1 - Tnn

det M = Z.I‘iinj
i=1

A;; étant le cofacteur de x; ;.

Développement par blocs

Proposition 4.3.4 Soit M € M, (K), n > 2. Supposons qu’il existe des matrices carrées R et S, un bloc de

scalaires 19 : T, et un bloc ' de 0: 0, tels que:
R\|T
M= (+O ! ) .

det M = det Rdet S.

Alors,

P . .. P N r t
Démonstration 4.3.4 Montrons la proposition, par récurrence sur l'entier n. Pour n = 2, on a: M = (0 s)' et

donc det M = rs — 0t = ab = det(r) det(s); la propriété est vérifiée. Supposons la proposition démontrée pour
tout nombre entier k, 2 < k < n. Supposons que R soit une matrice carrée m x m. Développons le détermi-

nant de M = (x”) par rapport a sa premiére colonne. En reprenant les notations de la définition
(4, 5)€[1,n]x[1,n]

4.3.6, page 46, On a: det M = >0 (=1)" o det M1 = Y oiv (—1)" a1 det Myq, car 2,1 = 0si i > m.

On peut alors appliquer I'hypothése de récurrence a chacune des matrices M;1. On a: det M;; = det R;; det S,

R;, étant la matrice obtenue a partir de R en supprimant sa i-éme ligne et sa premiére colonne. Mais alors:

det M =" (1) o det Rip det S = (310 (1) a;1 det R; 1) det S = det Rdet S.

K2

Proposition 4.3.5 Soit M € M, (K), n > 2. Supposons qu’il existe des matrices carrées R et S, un bloc de

scalaires : T, et un bloc de 0: Q, tels que:
R0
M= (ﬁ) -

det M = det Rdet S.

Alors,

Démonstration 4.3.5 |l suffit de reprendre les étapes de la démonstration de la proposition 4.3.4, en developpant le
déterminant de M par rapport & sa premiére ligne.

Ti1 Ti2 't Tim
» e . . . 3 2 . . x2 1 x2 2 T x2 n 21 2
Définition 4.3.8 (Matrice triangulaire supérieure) Soit M = . . ) ) un élément de
Tn1 Tnpn2 - Tnn

M, (K). On dit que M est une matrice triangulaire supérieure lorsque x;; =0 pour i > j.

T11 Ti2 t Tin
- LR . . 3 . ’ . 3 ‘1:2 1 x2 2 T x2 n 27 2z
Définition 4.3.9 (Matrice triangulaire inférieure) Soit M = ) ) ) ) un élément de
Tp1 Tp2 - Tnn

M, (K). On dit que M est une matrice triangulaire inférieure lorsque x; ; = 0 pour i < j.

10. T' est une matrice (voir la définition 4.3.14, page 51).
11. 0 est une matrice (voir la définition 4.3.14) nulle.
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Définition 4.3.10 (Diagonale) Soit M = un élément de M,,(K). La diagonale de M est
Tn1 - Tnn

le n-uplet (x11,222,...,Tnn). Les coefficients x;;, i dans [1,n], sont les coefficients diagonaux de M.

Définition 4.3.11 (Matrice diagonale) Soit M un élément de M, (K). On dit que M est une matrice dia-
gonale si M est a la fois une matrice triangulaire supérieure et une matrice triangulaire inférieure. Lorsque M
est diagonale, tous ses coefficients, sauf éventuellement ceux de sa diagonale, sont nuls.

Corollaire 4.3.5.1 Soit M € M, (K).

11 Ti12 -+ Ti,n
21 22 T2n
Tnl Tn2 Tnn

St M est triangulaire supérieure ou triangulaire inférieure, alors
det M = 211222 Tp1n—-1Tnn,

le déterminant est le produit des termes diagonaux.

Le corollaire 4.3.5.1 s’applique bien sur dans le cas ou M est diagonale. On retrouve, par le corollaire 4.3.5.1, le
résultat fondamental: det I,, = 1.

Démonstration 4.3.5.1 |l suffit d'appliquer n fois de suite la proposition 4.3.4 ou la proposition 4.3.5.

4.3.2 Systémes de Cramer

Définition 4.3.12 (Systéme de Cramer) Soit n un nombre entier naturel différent de zéro. Soient a,; € K
pour i € [1,n] et j € [1,n]. Soit (b1,bs,...,b,) € K". Considérons le systéme (S) de n équations linéaires a n
IMCONNUES X1, - .., Ty *

a1 171 + @122+ - 4+ aipT, = b
2171 + a22T2 + - 4+ apTn, = by
(S)
an1r1 + ap2x2 + - + GppT, = bn
Ce systeme est dit de Cramer, si:
11 ai2 -+ QAin
az1 Qg2 -+ A2n
det M = . . ) .| #0.
an 1 an 2 tee Ann

Théoréme 4.3.6 On considére le systéme de Cramer :

a1 171 + @222 + - 4+ aipT, = b

2171 + G272 + - 4+ anTn, = by
(S)

an1T1 + Gpa%2 + - 4+ appT, = by

Awvec les notations utilisées dans la définition 4.8.12, si My, désigne la matrice obtenue en remplacant dans M

b1
la k-éme colonne par : > alors - 11 — det My,
e o TR T et M

bn
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Démonstration 4.3.6 Plagons nous dans I'espace vectoriel K™ muni de la base ¢ = (ey,ea, ... ,e,). Notons b I'élément
de K" dont les coordonnées dans la base e sont: (b1,ba,...,b,). Notons, pour j € [1,n], a; le vecteur de K™ dont
les coordonnées dans la base e sont: (aij,a2;,...,an ;). Puisque det M = det.(ai,a2,...,a,) # 0, les n vecteurs
dont les coordonnées sont les colonnes de M : les vecteurs a;, j € [1,n], sont linéairement indépendants et forment
donc une base de E. Puisqu'il en est ainsi, il existe un unique n-uplet (A1,)\o,...,\,) dans K" tel que:

b= Z )\jaj

jell, n]

Mais alors, la solution du systéme est: (Ag,A2,...,\,).
Remplacons dans M la colonne k par les coordonnées de b. On obtient Mj, dont le déterminant vaut:

dete(as, ... ax—1,0,0k41, ... ,an)

dete | a1,...,ak_1, E Ajaj, 541, - 50n

jelt, n]
= Z Ajdete(a,. .. ,ap—1,a;,...,a,)
Jell,n]
= Apdete(ar, ... ,ak—1,0k,0k+1,- - ,0n)
= MdetM

D'ou le théoréme.

Bien que les systémes de Cramer soient ici présentés en toute généralité, il est bien difficile de faire fonctionner
cette belle théorie dés que le systéme comporte plus de trois inconnues, car les calculs de déterminants deviennent
trop compliqués et trop longs.

4.3.3 Rang

Définition 4.3.13 (Rang) Considérons un K-espace vectoriel E. Soit I un ensemble fini. Soit (x;)ic; une
famille de vecteurs de E. Le rang de la famille (x;);cr est la dimension du sous-espace vectoriel de E engendré
par cette famille.

Nous disposons d’une premiére version de la notion de matrice (voir page 45) dans le cadre des coordonnées
d’une famille de vecteurs. Le définition ci-dessous est plus générale.

Définition et notation 4.3.14 (Matrice a coefficients dans K) Soient I et J des ensembles finis et non
vides. Une matrice M de type I x J, a coefficients dans K, est une application de I x J dans K.

M:IXJ—>K, (i,j)l—>a,i]'

La notation usuelle de la matrice M ainsi définie est :

o)
@i (G, f)eIxJ

Si I =[1,m] et J=[1,n], m et n étant des nombres entiers strictement positifs, alors

aii ar2 v Q1 n

az1 a2 -+ Q2n
M =

aAm1 Am2 -°° Q(Qmn

est dans ce cas une matrice & m lignes et n colonnes.

Définition 4.3.15 (Vecteur ligne) Soit M : [1,m] x [1,n] — K, (4,j) — a;;, une matrice (mn > 0). Les m
vecteurs lignes de M sont les éléments (a;1,a;2,...,a;n) de K, i € [1,m].

Définition 4.3.16 (Vecteur colonne) Soit M : [1,m] x [1,n] — K, (4,7) — a;;, une matrice (mn > 0). Les
n vecteurs colonnes de M sont les éléments (a1 j,a2j,...,am ;) de K™, j € [1,n].
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Notation 4.3.17 On note M, »)(K) l’ensemble des matrices a coefficients dans K, a m lignes et n colonnes
(m>0cetn>0).

Définition et notation 4.3.18 (Matrice carrée) Lorsque dans la définition 4.5.14, on a I = J, on dit que
M est une matrice carrée. On note M,,(K) ’ensemble des matrices carrées a coefficients dans K a n lignes et n
colonnes.

Définition 4.3.19 (Rang d’une matrice) Soit M € M, ,)(K). Le rang de M est la dimension du sous-
espace de K™ engendré par les vecteurs colonnes de M. En notant rg M le rang de M, on a, pour M =
a1 air2 -+ Qln

G21 Q22 - G2q
m1 Gm2 - Amn
rg M = dimg (Vectg (C1,Ca, ..., Cp))
avec, pour tout j € [1,n], Cj = (a1;,a2;, ... ,am ;).

On constate sans difficulté que la matrice nulle ' est la seule matrice de M, n)(K) de rang zéro, puisque
dimg{Ogm } = 0. Le rang d’une matrice est, d’aprés des définitions, le rang de la famille formée de ses vecteurs
colonnes.

Définition 4.3.20 (Sous-matrice) Soient I et J des ensembles finis non vides. Soit M : I x J — K une
matrice & coefficients dans K. On dit que N est une sous-matrice de M si N : I' x J' - K, avec )0 £ I' C I et
0+J CJ.

Théoréme 4.3.7 Soient m et n des nombres entiers strictement positifs. Soit M un élément de M, »)(K).
St M n’est pas identiquement nulle, alors le rang r de M est le plus grand des nombres entiers s tel qu’il existe
une sous-matrice carrée N de M, N € Ms(K), dont le déterminant est différent de zéro.

Signalons qu’'un calcul de déterminant n’est envisageable que sur une matrice carrée.

Démonstration 4.3.7 Montrons que si r est le plus grand des nombres entiers s, tel qu'il existe une sous-matrice de
M appartenant 3 M (K) de déterminant non nul, alors r est le rang de M. Notons N une sous-matrice carrée de
M, de “taille maximale” parmi les sous-matrices carrées de M ayant un déterminant non nul. N € M,.(K). Notons
C%, j € [1,7], les vecteurs colonnes de N et Cj, j € [[1,n], les vecteurs colonnes de M ; de sorte que pour tout j
dans [a,b], C; soit obtenue a partir de C en ajoutant & C un certain nombre de lignes (de composantes). Avec la
notation qui vient d'étre fixée, C'; n'est pas nécessairement la premiére colonne de M, alors que Cf est la premiére
colonne de N. Pour tout j dans [1,7], C’ appartient a K.

Si r = m alors les m vecteurs colonnes linéairement indépendants de N sont m vecteurs colonnes de M,
linéairement indépendants dans K. Ces m vecteurs forment donc une base du sous-espace de K™ qu'ils engendrent ;
par conséquent, ces m vecteurs forment une base de K™. Donc rg M = r = m.

Si r = n alors les vecteurs colonnes de M sont linéairement indépendants, et ils engendrent un sous-espace de K"
de dimension r = n. En effect, si les C; n'étaient pas linéairement indépendants, alors il existerait des scalaires \;,
non tous nuls, tels que: -7 | A\;C; = Ogm. Mais alors, on aurait: Y7 | \;C = Ogn, ce qui serait contradictoire
avec |'indépendance linéaire des vecteurs colonnes de N.

Sir < metr < n alors, pour les mémes raisons que dans le cas » = n, la famille (Cj)je[[l,r]] est libre. Toute
sous-matrice de M appartenant 3 M,;1(K) a pour déterminant 0. En particulier, si on ajoute une ligne, puis une
colonne a N, de sorte a construire une sous-matrice N de M, N € M;;1(K), on a: det N = 0. Notons 6’7
j € [1,r] U{k}, r < k < n, les vecteurs colonnes de N ; de sorte que pour j € [[1,7], C; soit obtenue en ajoutant
une ligne (une composante) a C7, et C}, soit la colonne ajoutée a N’ pour former N. C}, est une sous-matrice de
Cy (en considérant les vecteurs colonnes comme des matrices a une colonne). Comme det N = 0, les vecteurs C;

sont liés. Il existe donc des scalaires A;, non tous nuls, tels que: Zje[[l,rﬂu{k} AjC; = Ogr+1. A # 0, car sinon,
s
j=1"

on aurait Z;Zl )\jC’j’- = Og- avec les A; non tous nuls. On a donc: C’k =5 f\‘—ié’] Cette relation induit une

relation entre vecteurs de K" : O}, = 22:1 —i‘—iC]’-. Or, comme (C%) e[, -] est une base de K", les c?efficients —f\‘—i
sont uniquement déterminés. D'autre part, C;. ne dépend pas de la ligne ajoutée a N pour former N, mais dépend

N . ox « . A
seulement de la colonne ajoutée & N. On aura donc, pour toute sous-matrice (' de Cj, les méme scalaires —)\—i

tels que: Cj = Z;=1 fi—i_C’j. Dot C), = Z;zl fi‘—iCj, et donc Cy, € Vectg(C1,Cs,...,C;). La démonstration de

12. M : [1,m] x [1,n] — K est la matrice nulle si, pour tout (¢,5) dans I x J, 'image de (¢,j) par M est I’élément 0 de K.
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I'appartenance de C a Vectg(C1,Ca, ... ,C,) est valable pour tout k € [[r 4+ 1,n]. On en déduit que le sous-espace
de K™ engendré par les vecteurs colonnes de M est Vectx(C}) eq1, ], dont (C});eq1,»] est une base. D'oti rg M = 7.

Supposons rg M = r. Comme M n’est pas la matrice nulle, » # 0 et il existe une sous-matrice de M de déterminant
non nul. Or, d'aprés la premiére partie de la démonstration, le plus grand des nombres entiers s tel qu'il existe une
sous-matrice N de M, N € M (K) det N # 0, est le rang de M. On en déduit que la plus grande sous-matrice
carrée (les plus grandes sous-matrices carrées) de M de déterminant non nul est un élément (sont des éléments) de

M, (K).

Définition et notation 4.3.21 (transposée) Soit M un élément de M, ,)(K). La transposée de M, notée :
™M, est Uélément de My, mm)(K) défini pour tout (j,1) dans [1,n]x[1,m], par: M(j,i) = M(i,j).

Comme nous savons que le déterminant d’une matrice carrée est égal a celui de sa transposée, nous pouvons
déduire du théoréme 4.3.7:

Corollaire 4.3.7.1 Soit M un élément de M, »)(K). Le rang de M est la dimension du sous-espace vectoriel

a1  air2 -+ Q1np
. ] o az1  Gz2 - A2q

de K™ engendré par les vecteurs lignes de M. Autrement dit, si M = . . . , alors rg M =
am1 Gm2 " Umn

dimg (Vectg (L1,La, ..., L)), avec L; = (a;1,a:9,...,a;n) € K™ pour tout i dans [1,m]

Le rang d’une matrice est donc le rang commun de la famille de ses vecteurs colonnes et de la famille de ses
vecteurs lignes.

Corollaire 4.3.7.2 Pour toute matrice M de My, n)(K) :
rg M = rg ‘M.

Corollaire 4.3.7.3 Soit M un élément de My, »)(K). Soit N I’élément de M, n)(K) obtenu a partir de M
en effectuant une des opérations suivantes :

— ajout, G une ligne de M, d’une combinaison linéaire des autres lignes de M ;
— ajout, & une colonne de M, d’une combinaison linéaire des autres colonnes de M ;
— échange de deuz lignes ;
— échange de deuz colonnes.
Alors, on a: g N =rg M.

Démonstration 4.3.7.3 Ce corollaire est une conséquence triviale du théoréme 4.3.7, de la proposition 4.2.4 page 42,
et de la propriété d'antisymétrie du déterminant.

Définition 4.3.22 (Rang d’un systéme) Considérons le systémes (S) de m équations linéaires & n inconnues
L1y, pn 7
arizr + 0+ aipn = b

(5)

Am1T1 + -+ AmaTn = by

Le rang du systeme (S) est alors celui de la matrice M = (aij> .
(¢, 5)€[1, m]x[1,n]

4.4 Pivot de Gauss

Nous allons aborder une technique permettant de déterminer le rang d’un systéme, d’une matrice, mais aussi
de résoudre un systéme d’équations linéaires. Cette technique est appelée « combinaison », pour les systémes
d’équations, lorsqu’elle est abordée dans les classes du secondaire.
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4.4.1 Détermination du rang d’une matrice

Théoréme 4.4.1 Soit M un élément de My, n)(K), m > 1 et n > 1. Si M n’est pas la matrice nulle, alors il
existe une matrice N appartenant & My, »)(K), telle que:
1. M et N sont de méme rang;

,AFE0, N e M_1,n—1)(K) et rg N =1+1g N'.

Démonstration 4.4.1 Si M n'est pas la matrice nulle de M., ,)(K), alors il existe au moins un coefficient de M,
disons a;, j,, non nul. A partir de M, en échangeant la ligne 1 et avec la ligne i, puis la colonne 1 et avec la colonne

jo, on obtient une matrice M’ = de méme rang que M (voir le corollaire 4.3.7.3). Posons

o
”)u,j)eul,muxul,nu
A = aj,j, = mi1. Pour tout ¢ dans [[2,m], ajoutons a la ligne i de M', —™L fois la premiére ligne de M’. On
A |-

obtient alors une matrice N = , dont toutes les lignes, sauf la premiére, commencent par 0. Cette

matrice est de méme rang que M (corollaire 4.3.7.3). Les matrices N’ et N” = N | e Mn_1,n)(K)
0

sont de méme rang, car le nombre de vecteurs colonnes linéairement indépendants est le méme pour N’ et pour N”.

Puisque tous les vecteurs lignes de N”' ont pour premiére composante 0, et comme A # 0, rg N =1+1g N”; on en

déduit: rg N =1+ rgN'.

Notons que si dans le M € My ) (K) et si M est non nulle, alors rg M = 1. De méme, si M € M, 1)(K) et si M
A

0
est non nulle, alors rg M = 1; 1 est également le rang des matrices | . | € M, 1)(K) et ()\ x ) € M, n)(K),

si A # 0.

Définition 4.4.1 (Pivot) Le coefficient X\ avec lequel on travaille dans la démonstration du théoréme 4.4.1
s’appelle le pivot.

Corollaire 4.4.1.1 Soit M un élément de My, n)(K). Si M n’est pas la matrice nulle, alors il existe une
matrice carrée triangulaire supérieure: T € M, (K), 0 < r < max{m,n}, dont tous les coefficients diagonauz
sont différents de 0, telle que la matrice M € M, n)(K), vérifie :

T
. o --- 0 0 0
M = , et
0 0 0 0
rg M =rg M.

Démonstration 4.4.1 Si m = 1 ou n = 1, il suffit d'utiliser encore une fois le corollaire 4.3.7.3 pour donner a M
I'aspect voulu. Sinon, il suffit d'utiliser, plusieurs fois de suite si nécessaire, le théoréme 4.4.1 en remplagant N par
N’ a chaque fois. Ce processus s'arréte quand N’ n’a plus qu'une ligne, ou quand tous les coefficients de N’ sont
nuls. Quand N’ n'a plus qu’'une colonne et n'est pas la matrice nulle, on utilise un coefficient de N’ comme pivot, de

1
0
sorte & remplacer N/ par une matrice de type: | . |, et le processus s'arréte.

0
On remarque que lorsqu’il faut échanger des lignes ou des colonnes dans le bloc N’ afin de parvenir & la forme
de matrice voulue, on peut échanger les lignes ou les colonnes correspondantes dans N, sans perturber le bloc
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triangulaire déja obtenu a ce stade. On remarque également que les deux blocs de zéros peuvent ne pas apparaitre ;
T

autrement dit : on peut obtenir une matrice M de type: T, ( T ‘ ) ou

Exemples:

a. Considérons la matrice M, = ( 2 3 0 ) M, et M, = ( 2 3 0 ) obtenue en ajoutant —2 fois

4 -1 -1 0 -7 -1
la ligne 1 a la ligne 2 de M,, sont de méme rang; dans cette étape de calcul, le pivot est 2. M, a bien la
forme annoncée dans le corollaire, en posant T, = ( (2) _? > (On est dans le cas ou le processus s’arréte
lorsque N’ n’a plus qu’une ligne).
01 0
b. Considérons M; = 8 (1) 1 . Commengons par échanger les colonnes 1 et 2 de M. On obtient M{ =
0 0 2
1 00
(; 8 1 . On se sert ensuite du premier coefficient de la premiére ligne: 1, comme pivot. En combinant
0 0 2
1 00 Ly
. N " o__ .
les autres lignes avec la premiére ligne, on obtient M; = 00 1 Ly —— Ls—1L,° On échange les
0 0 2 Ly «— Ly
1 00 Ly
. " 010 Lo . . .
colonnes 2 et 3. On obtient M;" = 01 0 I. - Le nouveau pivot est le coefficient 1 qui se trouve en
3
0 2 0 Ly
1 0 0 Ly
deuxiéme ligne deuxiéme colonne. M, = 0 10 Lz rg My, = rg M
X1 g X . b — O 0 0 L3 - L3_L2'g b =1I8g b
0 0 0 Ly «—— Ly—2L,

Proposition 4.4.2 Soit M un élément de M, n)(K). Sl existe une matrice triangulaire supérieure T €
M, (K), r = 1, dont tous les coefficients diagonauz sont différents de zéro, et telle que :

T

alors, 3
rgM =rgT =r.

Démonstration 4.4.2 Pour montrer que rgT = r, il suffit de prouver que le déterminant de T n’est pas égal & zéro.
Or, d'aprés le corollaire 4.3.5.1, le déterminant de T est le produit de ses termes diagonaux. Les termes diagonaux
de T étant tous non nuls, detT # 0 et donc: rgT = r. Le fait que rg M = rgT est une conséquence directe du
théoréme 4.3.7 et de la forme de M.

En appliquant la proposition 4.4.2 aux matrices M, et M} des exemples ci-dessus, on obtient: rg M, = 2 et
rg M, = 2. La méthode consistant & transformer une matrice M en une matrice de méme rang: M (comme dans
le corollaire 4.4.1.1), dont on sait déterminer le rang (via le corollaire 4.4.1.1 et la proposition 4.4.2), s’appelle: la
méthode du pivot de Gauss. Quand une matrice A se présente sous une forme du type de celle de la matrice M
de la proposition 4.4.2, on dit parfois que A est échelonnée. Il est fortement recommandé d’utiliser la méthode
(simple) du pivot de Gauss pour déterminer le rang d’une matrice.
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4.4.2 Reésolution d’un systéme d’équations linéaires

Soient m et n des nombres entiers naturels différents de zéro. Soient a;; € K pour ¢ € [1,m] et j € [1,n].

Soit (by1,ba, ... ,bm) € K™. Considérons le systéme (S) de m équations linéaires a n inconnues x1,...,oy:
aj1ry + aijewra + -+ aipm, = b
a21T1 + a2 929 + .- + agnTp = b2

(S)
m1T1 + QmeT2 + -+ GppTn = bm

Dans le cas ol tous les coefficients a;; sont nuls, ou bien b; = --- = b, = 0 et ’ensemble des solutions est K",
ou bien au moins un des b; est différent de 0 et dans ce cas ’ensemble des solutions est (). Dans le ol au moins
un des a;; est différent de 0, on définit alors la matrice M du systéme par:

M = (a”) .
(¢, 7)€[1, m]x[1,n]

by
Puis on définit la matrice M par: M = ( M ‘ B ), ot B désigne la matrice - |- La méthode du pivot de
b,
Gauss consiste alors a transformer M en une matrice du type « M » (voir la sous-section précédente), mais en
travaillant sur M, et en répercutant ainsi toutes les opérations effectuées sur les lignes, sur la derniére colonne
B de M. Aprés un certain nombre d’opérations (celles exposées dans la démonstration du corollaire 4.4.1.1),
T ‘ ..
_ o y 0 - 0 0 - 0 ) _
on obtient une matrice M = ( M ‘ B ) = . . . . B |, T € M. (K) triangulaire

0 -+ 0 0 -~ 0
supérieure, det T" # 0, B étant obtenue a partir de B en effectuant sur B les opérations effectuées sur les lignes

de M pour obtenir M. M correspond a un systéme (S’) équivalent au systéme (S). Le terme de systéme
échelonné est parfois utilisé pour désigner un systéme tel que (S').
Exemple

2z +3y

dc -y —z = )
méthode du pivot de Gauss. On remarque que la matrice du systéme est la matrice M, donnée page 55. Le
systéme (S, ) est représenté par la matrice :

- 2 3 0]2
Ma‘<4 -1 15)'

(Sa) est équivalent au systéme (S),), correspondant & la matrice:
2
Nk

N, = ( 2 3 0
. Les solutions de (S,), qui sont également les solutions de (S/), sont

Considérons le systéme: (Sg) { et résolvons ce systéme dans K3 en utilisant la

0 1 -1
2x 3y =

-7y —z =1
les éléments (—3y + 1,y, — 7y — 1) de K?, y € K. L’ensemble des solutions de (S,) est un sous-espace affine '*
de K3; c’est le sous-espace affine: (1,0, — 1) + K (—%, 1, — 7), qui a comme sous-espace vectoriel directeur, le
sous-espace de dimension 1: Vectg ((—%, 2, — 7))

Notons pour terminer, que si lors de la résolution du systéme, on obtient une égalité de type: « 0 = 0 »,
alors, cette égalité étant vraie quelles que soient les valeurs attribuées aux inconnues du systéme, on peut tout
simplement supprimer cette égalité du systéme tout en conservant un systéme équivalent. Si c’est une égalité de
type: « 1 =0 » qui apparait, alors le systéme n’a pas de solution.

Donc, (S7)

13. La notion d’espace affine n’est pas au programme du premier semestre.
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Annexe A

Fractions rationnelles

La notation K peut étre remplacée indifféremment par Q, R ou C.
Nous avons constaté, dans le chapitre sur les polynémes, que les seuls polynémes ayant un inverse (pour le
produit défini sur K[X]) sont ceux de degré 0; les polynomes de degré 0 étant les éléments de K*. Ce qui est
vrai dans Q, R ou C, & savoir: « tout élément non nul posséde un inverse (pour le produit habituel sur ces
ensembles de nombres) », n’est vrai ni dans Z, ni dans K[X]. Nous allons examiner ici une construction, similaire
a celle permettant de passer de Z & Q, du corps des fractions rationnelles & une indéterminée '. La construction

envisagée ici utilise les notions de relation d’équivalence et de classes d’équivalence. Si de telles notions vous

semblent un peu trop exotiques, et si vous savez quel sens donner & ¢ pour a et b entiers relatifs (b # 0), alors

vous devinerez parfaitement la signification de % pour P et @ dans K[X] et vous pourrez aller directement a la
partie: décomposition en éléments simples.

A.1 L’ensemble K(X)

A.1.1 Une construction de K(X)

Complément sur les ensembles

Définition A.1.1 (Relation d’équivalence) Soit & un ensemble. On dit que R, R C € X &, est une relation
d’équivalence sur & si:

1. pour tout a dans € : (a,a) € R (la relation est réflexive),
2. pour tout a et tout b dans € : si (a,b) € R alors (b,a) € R (la relation est symétrique),
3. pour tout a, tout b et tout ¢ dans & : si (a,b) € R et (b,c) € R alors (a,c) € R (la relation est transitive).

L’égalité, sur n’importe quel ensemble, est une relation d’équivalence (preuve?).
Exercice A.1.1 Soit £ un ensemble non vide. Soit la famille (A;);.; de sous-ensembles de £ vérifiant :

Vie)(Vjel) i#j=>AnNA =0,

£=JA.

iel

On dit dans ce cas que (A;),.; est une partition de £. On considére la relation R, R C £ x £, définie par:
(a,b) e R <= (Jipel) ac A, etbe A;.
Montrer que R est une relation d’équivalence sur £.

Définition A.1.2 (Classe d’équivalence) Soit £ un ensemble, et soit R une relation d’équivalence sur £.
Pour tout x dans &, la classe d’équivalence de x est ’ensemble des éléments y de € tels que (x,y) € R.

1. On dit aussi: fractions rationnelles a une variable, ou encore: fractions rationnelles.
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Une relation d’équivalence sur K[X] x (K[X] \ {0})

Premiére tentative :

Considérons la relation R C (K[X]xK[X]) x (K[X] xK[X]) définie par: ((P,Q), (R,S)) € R < PS = RQ.
Malheureusement, R ainsi définie n’est pas une relation d’équivalence. Notre ambition était, au cas ou R aurait
été une relation d’équivalence, de noter £ la classe d’équivalence de (P, Q). On aurait alors eu: £ = % =
PS = RQ. Examinons de plus prés le défaut de notre définition de R. D’aprés la définition de R, pour tout
(P,Q) e K[X]xK[X]: (P,Q),(0,0)) € R. Autrement écrit : « g =3» Maisalors,ona: « 3 =15 «3 =2 et
« % #+ % » ; la transitivité est mise en défaut. L’erreur commise pour définir R est celle que quelques jeunes gens
commetttent lorsqu’ils sont confrontés pour la premiére fois aux fractions: accepter la valeur 0 au dénominateur.

Seconde tentative :

Proposition A.1.1 On considére la relation R C (K[X] x (K[X] \ {0})) x (K[X] x (K[X] ~ {0})) définie par:
((P,Q),(R,S)) € R < PS = RQ. R est une relation d’équivalence.

Démonstration A.1.1 Exercice.

Définitions et notations A.1.3 (%, K(X)) Notons ? g la classe d’équivalence, pour la relation d’équivalence
R définie dans la proposition A.1.1, de (P,Q), élément de K[X] x (K[X] ~ {0}). L’ensemble des classes d’équi-

valence g est noté K(X). K(X) est l'ensemble des fractions rationnelles.

Exercice A.1.2 Montrer que pour tout (P,Q) € K[X] x (K[X] ~\ {0}) et tout R € K[X]~\ {0}, on a:

P PR
Q QR
A.1.2 Un produit et une somme sur K(X)
Exercice A.1.3 On considére les fractions rationnelles %, %, Looop
o 0o’ Q1 S

i Py Py Ry _ By .
Montrer que si 0 = O et S0 = 5 alors :

PoRy _ PiRy

© QoSo T Q151
2 PoSo+RoQo _ PiS1i+R1Oy
: QoSo Q151

Les résultats de l'exercice A.1.3 vont nous permettre de définir le produit et la somme d’éléments de K(X), en
utilisant des représentants 3 des classes d’équivalence, puisque ces définitions seront indépendante du choix des
représentants.

Définition A.1.4 (Multiplication) Soient g et % des éléments de K(X). Le produit g% de ces éléments est
défini par :

PR PR

QS Qs
Le produit ainsi défini est bien défini; i.e. la définition du produit ne dépendant pas des polynémes P, Q, R et
S, mais seulement des classes d’équivalence des couples (P, Q) et (R, S).

Définition A.1.5 (Addition) Soient g et £ des éléments de K(X). La somme g + & de ces éléments est
définie par :
P R PS+RQ
Q5 Qs
La somme ainsi définie est bien définie; i.e. la définition de la somme ne dépendant pas des polynémes P, QQ, R
et S, mais seulement des classes d’équivalence des couples (P, Q) et (R, S).

Exercice A.1.4 Vérifier que le produit et la somme ainsi définis sont des lois internes associatives et commu-
tatives, que % est I’élément neutre de la somme, % celui du produit, que la multiplication est distributive par

rapport a ’addition, que g a pour opposé _?P, que g, Q@ # 0, a pour inverse %.

L se lit... « P sur Q ». Etonnant, non?

2. Q
3. Des polynémes.
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A.1.3 Une injection de K[X]| dans K(X)

Considérons l'application f : K[X] — K(X) définie * par f(P) = £.

Proposition A.1.2 f est injective.

Démonstration A.1.2 f(P) = f(Q) <~ % = % <— 1P=1Q < P=0Q.

Proposition A.1.3 Pour tout P et tout Q dans K[X] :
f(P+Q)=f(P)+f(Q),
f(PQ) = f(P)f(Q).
Démonstration A.1.3 f(P + Q) = 249 = 1 = P4 & — r(P) 4 f(Q), f(PQ) = £2 = £2 =
f(P) Q).

Comme dans le cas des nombres complexes, comme dans le cas des polynoémes, les notations vont étre simplifiées.
On identifie K[X] a sont image par f; ce qui induit la simplification d’écriture: ? = P pour tout P € K[X]. On
écrira —% de préférence a %QP. Pour @ # 0, « P divisé par Q » signifie: « £ multiplié par é ...

K(X) muni des deux lois internes produit et somme définies ci-dessus est un corps commutatif.

=
H‘(O
|

A.2 Décomposition en éléments simples

Théoréme A.2.1 (Décomposition en éléments simples) Soient A et B de éléments de K[X]|, B # 0, et
s0it AP,"* Py -+ P,,"™ la décomposition de B en produit d’un élément de K* : X\, et de facteurs irréductibles et
unitaires dans K[K], telle que pour tout i et tout j dans [1,m], i # j = P; # P;, et pour tout i dans [1,m],

r; > 0. Alors, il existe Q € K[X], pour tout i € [1,m], il existe des éléments A;1, Aia,---, Air, de K[X], tels
que :
A m T Aij
E:Q+Z Zpij (A1)
=1 \j=1
et
(Vie [1L,m])(Vje[1,r]) degA;; <degP; (A.2)

ri  Aij
Jj=1 P

Q, ainsi que les A; j, sont déterminés de maniére unique. Q+> v, (Z ) est la décomposition en éléments

simples de la fraction %.

Pour une meilleure digestion de la démonstration, celle-ci a été découpée en tranches...

Lemme A.2.1.1 Soient A et B des éléments de K[X] \ {0} premiers entre eux. Alors, il existe U et V dans
K[X] tels que:
I

AB_ AT B
Démonstration A.2.1.1 D’aprés le théoréme de Bezout, page 29, puisque A et B sont premiers entre eux, il existe des
polynémes U et V tels que AU + BV = 1. Il ne reste plus qu'a considérer cette égalité comme une égalité non plus
entre éléments de K[X], mais comme une égalité entre éléments de K(X), puis a multiplier chacun des membres de
cette égalité par ﬁ; autrement dit: diviser par AB.

Lemme A.2.1.2 Soient A et B de éléments de K[X], B # 0, et soit A\AP,"* Py --- P,,"™ la décomposition de
B en produit d’un élément de K* : X, et de facteurs irréductibles et unitaires dans K[K], telle que pour tout i et

tout j dans [1,m], i # j = P; # Pj, et pour tout i dans [1,m], r; > 0. Alors, il existe A1, Ag,---, A, dans
K[X] tels que:

A T4

B &P

Et si % =>", P‘f_i,,’li , alors pour tout i € [1,m], A; — A; € (P;").

4. On rappelle que 1 = X (voir page 25).
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Démonstration A.2.1.2 L'existence des A, est une conséquence évidente du lemme A.2.1.1. Si Zﬁlﬁ—r =

m A x m i T m ' m Ai_Av, m [ m Av_Av .
Die1 P alors (A — AJ)H 1 P = P H =1 P (El: }’,i,,iq). Or, H;;; P; (Z =1 Sh Z) appartient

i#j
a K[X]. On en déduit que P, TJ divise (A4; — Aj)Hz 1 P, Comme P;"7 et [[7t: P;”* sont premiers entre eux
i i#£]

(preuve?), le théoréeme de Gauss (page 29) implique que P;"™7 divise A; — A; ; autrement dit: A; — A; € (P;"7).
Lemme A.2.1.3 Pour tout (A, B) € K[X] x (K[X] \ {0}), il existe un unique (Q, R) € K[X] x K[X] tel que:
A R
5= Q+ B et deg R < deg B.
Démonstration A.2.1.3 |l suffit d'utiliser le théoréme 3.2.2 page 26.

Lemme A.2.1.4 Soient A et B de éléments de K[X], B # 0, et soit AP,"' P, -+ P,,;”™ la décomposition de
B en produit d’un élément de K* : X\, et de facteurs irréductibles et unitaires dans K[K], telle que pour tout i et
tout j dans [1,m], i # j = P; # P}, et pour tout i dans [1,m], r; > 0. Alors, il existe Q, Ry, Ra,--- , Ry, dans
K[X], uniquement déterminés, tels que :

A R,
et
(Vi e [1,m]) degR; < degP;" (A4)

Démonstration A.2.1.4 D’aprés le lemme A.2.1.2, il existe Ay, Ag,--- A, dans K[X] tels que % = Z:"l P4 En
appliquant le lemme A.2.1.3 a chaque 1;4—,%, on obtient pour tout ¢ dans[[1, m], I'existence de Q; et R; dans K[X],

tels que P_f. = Qi+ 5+ 'ii et deg R; < deg P,"*. D'ou, en posant Q@ = >/ @Q;,ona: 5 =0Q+ Y -, P}f}li, avec
deg R; < deg P,

Montrons I'unicité des polyndémes Q, Ry, -, R,,. Supposons qu'il existe dans K[X], Q, Ry, -, R, d'une part,
Q, Ry, , Ry, d'autre part vérifiant A.3 et /-\ 4 On obtient, exactement comme dans la demonstratlon du lemme

A2.1.2, queR R; € (P"). Or, deg R; — RZ\max{degR,,degR}<degP” D'od, R; — R; = 0. Comme
pour tout ¢ € [1,m], R; = R;, on obtient finalement Q = Q, et I'unicité est démontrée.

Lemme A.2.1.5 On considére les polynomes P et R de K[X], avec deg P > 1. Alors, il existe une unique suite
presque nulle (Sy,), oy d’éléments de K[X], telle que:

“+00
R=) S.pP" (A.5)
n=0
(Autrement dit: R = Sy + S1P + -+ + SpP*) et
(VYn e N) degS, <degP (A.6)

Démonstration A.2.1.5 Montrons |'existence de la suite, par récurrence sur le degré de R. Pour deg R < deg P,
alors Sy = R et S,, = 0 pour n > 0, convient. Supposons |'existence de la suite démontrée pour tout polyndme de
degré inférieur ou égal a r et supposons deg R = r + 1. Si r + 1 < deg P, le probléme est déja réglé. Supposons
r+1 > deg P. La division euclidienne de R par P donne alors R = S+ PT, avec deg S < deg P. Soit T' = 0, mais alors
deg R < deg P; soit T' # 0 et alors, comme deg P > 1, on en déduit que deg R = deg PT = deg P+degT > deg T,
donc degT < r. Il ne reste plus dans ce cas qu'a appliquer I'hypothése de récurrence a T'. Il existe donc (75,),cy
presque nulle telle que 7 = S_°% 7, P". Mais alors, R = S + Z+°° T, Pt et la suite définie par Sy = S,
S, = T,_1 pour n > 0, convient.

Pour obtenir I'unicité, supposons que (S,),
Sn)P™ € (P). Mais comme deg Sy — Sy < deg P, on a: Sy — Sy = 0. On obtient donc en « simplifiant » par P:

Iz S, P! =320 G, P"~1 En reprenant les arguments ci-dessus, cette derniére égalité aura pour conséquence
Sl = S]. Etc.

N et (Sp)nen vérifient A5 et A6. Alors Sy — Sy = oo (S, —

n=1

Demonstration A 2.1 D'apresle lemme A.2.1.4, il existe @, Ry, -+ , Ry, dans K[X], uniquement déterminés, tels que :

=Q+XY", P” et pour tout ¢ € [[1,m], deg R; < deg P;"*. Appl|quons le lemme A.2.1.5avec R=R; et P = P,.
On obtient R; = +°° 0 SinP;", la suite (Siyn)nen étant déterminée de maniére unique. Comme deg R; < deg P;'",
onaR;, = Z;’_Ol Ssz” D’ou Pé = Z;’_Ol Pr’in, et en posant j = r; — n: p}?ﬂ =" Sirii

jo1—pi—- D'ou le
théoréme en posant A;; = S;r,—;.
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Faisons fonctionner cette belle théorie sur un exemple simple. Cherchons la décomposition en éléments simples

de X343X+41

XTrx1s - Commencons par poser la division:

X3 +3X +1| X3+ X +2
0 2X —-11]1
On a donc % =1+ Ifi;iQ —1 est une racine évidente de X3+ X 4+ 2. Donc, X + 1 divise X3+ X +2. En

effet, X3+ X +2 = (X +1)(X%2— X +2). X?— X +2 est un polynome irréductible de R[X] (Preuve? Calculer le

discriminant). Il existe donc a, b et ¢ dans R tels que: X23X7_1 = =+ Xg)_(ij(i_z Pour terminer les calculs, une

FX+2 ~ X+1
méthode classique consiste & multiplier les deux membres de cette derniére égalité par (X +1)(X? — X +2), puis
a développer et réduire, de sorte a obtenir de part et d’autre de 1’égalité les formes canoniques de polynoémes

égaux. Il ne reste plus alors qu’a identifier les coefficients des mondémes de méme degré. Ce qui donne ici:

2X —1=a(X?-X+2)+ (bX +¢)(X +1) <
2X —1=(a+b)X?*+(—a+b+c)X +2a+c =
a+b=0
—a+b+c=2
2a+c=-1

(A terminer).
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(A,B), 28 bijective, 7
(P), 27 injective, 6
(a,b), 5 linéaire, 39
AP 9 surjective, 6
B|A, 28 argument, 15
Cr,9 arrangements, 9
E™, 39
I, 45 base, 38
)(n7 24 incompléte, 44
Sm(z), 14 Bezout, 29
Re(z), 14 bijection, 7
dij, 23 o
det M, 45 classe d équivalence, 57
det,, 44 coefficients d’un polyndme, 25
dimg E, 43 cofacteur, 46
0, 4 combinaison linéaire, 37
35 combinaison linéaire, 24
v, 5 combinaisons, 9
P g complémentaire, 4
Q )
o, 5], 8 corr}posa’unte, 39
C 13 conjugué, 14
(C’*, 14 coordonnées, 38
K[X], 21 couple, 5
K(X), 58 Cramer, 50
E%—] *3’724 degré, 22
KN ’21 déterminant, 44
BA’ . d’une matrice n x n, 45
’ diagonale, 50
55 dimension, 43
152447 53 discriminant, 18
» =0 distributivité, 7
Sﬁ (z)b}f diviseur, 28
f(a), 6 ¢élément neutre, 7
A= B,6 ensemble des parties, 5
f4B), 6 ensemble produit, 6
i, 13 ensemble vide, 4
nl, 8 espace vectoriel, 36
-/542 ><757 6 sous-espace vectoriel, 37
) Euler, 16
M, (K), 45, 52 ’
M (i, ) (K), 52 famille
P(A), 5 génératrice, 38
Vectg A, 38 libre, 38
liée, 38
aﬁixed 5 famille presque nulle, 37
‘un point, forme
d’un vecteur, 15 n-linéaire, 39
antécédent, 6 n-linéaire alternée, 40
application, 6 n-linéaire antisymeétrique, 40
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forme
algébrique, 14
trigonométrique, 16
forme canonique, 25
formule de Moivre, 16
formule du binéme de Newton, 10
formules d’Euler, 16

idéal, 27
engendré par P € K[X], 27
principal, 28
image, 6, 39
image d’un nombre complexe, 15
indépendance linéaire, 38
inégalité triangulaire, 15
injection, 6
intersection, 5
inverse, 7

Kronecker, 23

loi externe, 36

loi interne, 7
associative, 7
commutative, 7

matrice, 45, 51
carrée, 45, 52
diagonale, 50
sous-matrice, 52
triangulaire inférieure, 49
triangulaire supérieure, 49
échelonnée, 55

module, 15

Moivre, 16

mondme, 25

multiple, 30

Newton, 10
noyau, 39
n-uplet, 39

opposé, 7

partie
imaginaire, 14
réelle, 14

partition, 57

Pascal, 10

permutations, 8

PGCD, 28

pivot, 54

polynome
conjugué, 34
dérivé, 32
irréductible, 32
unitaire, 33

polyndmes
premiers entre eux, 29

PPCM, 30
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quantificateur, 5

racine, 32
d’ordre r, 34
double, 19
racines d’un trinéme, 19
racines de 1'unité, 19
rang, 21
d’un systéme, 53
d’une famille de vecteurs, 51
d’une matrice, 52
récurrence, 8
relation d’équivalence, 57
réunion, 4

scalaires, 36
sous-espace engendré, 38
suite, 21
suite presque nulle, 21
suites

produit, 23

produit d’une suite par un nombre, 24

somme, 22
support, 21
surjection, 6
symboles de Kronecker, 23
systéme
de Cramer, 50
échelonné, 56

terme, 21

terme général, 21

théoréme de
Bezout, 29
D’Alembert, 34
décomposition, 33

décomposition en éléments simples, 59

Gauss, 29

la base incompléte, 44

la dimension, 43
transposée, 47, 53
triangle de Pascal, 10
trindme, 18

union, 4, 5

vecteur
colonne, 51
ligne, 51

vecteur nul, 36

vecteurs, 36



