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Dans toute la suite, sauf indication contraire, (X, T , µ) désigne un espace mesuré.
— Exercice 1. Cours. /10

a) Énoncer le théorème de Beppo-Levi.
b) Montrer que si A,B ∈ T vérifient A ⊆ B alors µ(A) ≤ µ(B).
c) En déduire la sous σ-additivité finie : pour tout n, si A0, . . . , An ∈ T alors

µ(A0 ∪ · · · ∪An) ≤ µ(A0) + · · ·+ µ(An).

d) En déduire la sous σ-additivité de µ.
— Exercice 2. Singletons chargés dans un espace mesuré fini. /8

Soit (X, T , µ) tel que µ(X) < +∞.

a) Soit k ≥ 1, montrer que {x ∈ X | µ({x}) > 1
k} est de cardinal fini.

b) En déduire que {x ∈ X | µ({x}) > 0} est dénombrable.
c) Donner un espace mesuré (Y,S, ν) où {x ∈ Y | ν({x}) > 0} n’est pas dénombrable.

— Exercice 3. Limites d’intégrales et une intégrale à paramètre. /8

a) Soit f ∈ L1([0, 1]). Calculer lim
n

∫ 1

0
xnf(x)dx.

b) Soit f ∈ L1([0, 1]), montrer que lim
n

∫ 1

0

(
1 + 3x sin

(
1

n

))2n

f(x)dx =

∫ 1

0
e6xf(x)dx

c) Soit f ∈ L1(R). Justifier que y 7→
∫
R
e−x

2
f(x− y)dx est bien définie et continue.

— Exercice 4. La tribu des ensembles dénombrables. /8
Soit Y un ensemble infini.

a) Soit D = {D ∈ P(Y ) | D est dénombrable ou Dc est dénombrable}. Montrer que D
est une tribu.

b) Notons F = {F ∈ P(Y ) | F est fini ou F c est fini}. Montrer que F n’est pas une
tribu.

c) Justifier que D = σ(F).
— Exercice 5. Beppo-Levi décroissant. /8

Soit (fn) une suite décroissante de fonctions mesurables positives de X vers R+.
a) Justifier que (fn) converge simplement vers f : X → R+ mesurable positive.
b) S’il existe n0 ∈ N tel que fn0 ∈ L1(µ), montrer que limn→∞

∫
X fndµ =

∫
X fdµ.

c) Trouver un contre-exemple si aucune des fonctions fn n’est intégrable.



— Problème. Mesure à densité pour la mesure de Lebesgue. /23
Dans tout ce problème, on note λ la mesure de Lebesgue sur R.

a) Soit f : R→ R+ une fonction mesurable positive. Montrer que

µf :

∣∣∣∣ B(R) → R+

B 7→
∫
B fdλ

est une mesure sur (R,B(R)).
b) On se propose ici de montrer que

∫
R gdµf =

∫
R gfdλ pour g une fonction µf -

intégrable.
i) Montrer l’égalité si g est une fonction étagée positive.
ii) En déduire l’égalité si g est une fonction mesurable positive.
iii) En déduire l’égalité si g ∈ L1(µf ).
iv) Si f : x 7→ e−x1]0,+∞[(x), n ∈ N et si g : x 7→ xn, calculer

∫
R gdµf .

c) Soit f : R→ R+ une fonction mesurable positive. Montrer que tout ensemble négli-
geable pour la mesure de Lebesgue est négligeable pour µf . Est-ce que la réciproque
est vraie ?

d) Soit f : R → R+ une fonction mesurable positive telle que
∫
R fdλ = 1. On définit

pour x ∈ R, F (x) := µf (]−∞, x[).
i) Justifier que F est une fonction croissante, vérifiant 0 ≤ F (x) ≤ 1.
ii) Dessiner le graphe de F si f = 1

31[1,4]. Même question si f(x) = 1[0,+∞[(x)e
−x.

iii) Montrer que pour tout x0 ∈ R, F est continue en x0. On pourra regarder les
limites à gauche et à droite.


