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Chapitre 1

Introduction Générale

1.1 Introduction

La topologie est une branche des mathématiques qui étudie les déformations spatiales
par des transformations continues, elle est définie comme étant une branche de la géométrie
qui cherche les propriétés des étres géométriques subsistants aprés une déformation continue,
d’ailleurs quelconque,(sans arrachages ni recollement des structures) en d’autres termes la
topologie est définit comme étant la géométrie qui étudie les propriétés géométriques qui ne
dépendent pas des variations du volume et de la forme.

Le mot TOPOLOGIE est formé de de mots grecs topos et logos qui signifient "lieu" et
"étude" la traduction littéraire directe du mot topologie sera "étude du lieu". En terme ma-
thématique plus moderne le mot lieu est remplacé par "espace". Une ancienne dénomination
de la topologie fut "analysis situs” : ’étude du lieu.

le mot Logie signifie science, donc la topologie est la science qui étudie les espaces, plus
précisément elle s’intéresse aux espace topologiques a travers les applications qui les lient. Le
concept central en topologie est la notion de limite et par la suite la continuité. La continuité
d’une fonction dépend définitivement de la topologie.

La topologie est presque partout présente en mathématiques, on en distingue :

1. Topologie générale qui étudie les notions fondamentales de la topologie

2. Topologie algébrique, 1’idée principale de la topologie algébrique consiste a associer &
différents espaces des invariants de maniére a pouvoir les classifier.

3. Géométrie différentielle qui étudie les variétés différentielles ainsi que leurs prolonge-
ments dans les espaces euclidiens.

1.2 Apercu historique

Depuis le 19°¢ siécle, la topologie est devenue une branche autonome des mathématiques,
d’ont I'influence apparait dans la plus part des autres branches. Les notions de limites et de
continuité datent de I’antiquité. La conception actuelle de la topologie est due a Riemann,
lequel fournit un programme d’étude et trouve les premiers résultats de topologie algébrique.
Les définitions de point d’accumulation, d’ouvert de fermé ont été données par G. Cantor.
Initialement limitée aux ensembles de points, la topologie s’applique bientdt aux ensembles
de fonctions (Analyse Fonctionnelle), le langage géométrique (points, boules, voisinages) rend
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de nombreux résultats intuitif. En définissant les espaces métriques en 1906, Fréchet crée un
outil commode pour I’étude des espaces fonctionnels. F. Hausdorff définit axiomatiquement
la topologie générale en 1914, comme son nom l'indique, elle permet ’étude des espaces
topologiques les plus généraux, non nécessairement métrisables. En 1937 H. Cartan introduit
la notion de filtre, étendant la notion de limite & des espaces non topologiques. En cette méme
année, A. Weil définit les espaces uniformes permettant 1’étude des espaces fonctionnels non
métrisables. Vers 1920, les besoins de ’analyse fonctionnelle ont conduit a la création des
espaces vectoriels normés par S. Banach et H. Hahn et plus généralement les espaces vectoriels
topologiques. La définition des espaces localement convexes a été donnée J.Von Neumann en
1935. Enfin, la théorie des déformations, étudiée initialement par H. Poincaré est a 1’origine
de la topologie algébrique et de la topologie différentielle, disciplines qui font 1’objet de
nombreux travaux contemporains.



Chapitre 2

Topologie usuelle réelle

2.1 Rappels

(R, +,.) est un corps commutatif totalement ordonné.

Toute partie non vide et majorée A de R admet des majorants dont le plus petit s’ap-
pelle : borne supérieure. Il est possible que sup A n’appartienne pas a A. Les deux propriétés
suivantes importantes caractérisent sup A :

1. Ve € A,x < supA.

2. Ve>0,dx € A/sup A — e <z < supA.

De méme, toute partie non vide et minorée B de R admet des minorants dont le plus
grand s’appelle : borne inférieure. Elle vérifie :

1. Vz € B,inf B < z.

2. Ve>0,3x € B/inf B<x <inf B +e¢.

Une partie A de R sera dite bornée si elle est majorée et minorée a la fois.

R est un corps Archimédien : Va € R, Vb € R In € N/an > b.
Q est dense dans R (dans C2) : Va € R,¥b € R/a < b= g € Q/a < q < b.

Définition 2.1 Soient a et r deux nombres réels tels que r > 0. On appelle intervalle ouvert
(respectivement fermé) de centre a et de rayon r, le sous-ensemble I de R constitue des
éléments x de R vérifiant : a —r < x < a+r (respectivement a —r <z < a+r).

Proposition 2.1 Une partie non vide I de R est un intervalle si et seulement si elle posséde
la propriété suivante : Ya € [,Vb € I/a < b=>[a,b] € I.

Preuve 2.1 La condition est nécessaire (exercice).
La condition est suffisante.
On distingue quatre cas :

1. I n'est ni majoré ni minoré, alors Vr € R3a,b € I[/a < x < b et comme [a,b] C I =
x €1 donc I =R =] — 00, +00].

2. 1 est majoré mais non minoré, dans ce cas I admet une borne supérieure ¢ = sup I,
doneVr € R/x <c,Ja,bel:a<xz<b<c. Orla,b] €1, doncx €I et ceci implique
que I =] — 00, c] ou I =] — o0, ¢[.



3. I est minoré mais non majoré : le raisonnement est analogue au précédent.

4. I est borné, alors dc,d € R tels que c = sup I, d = inf I. On montre que I est l’intervalle
d’origine d et d’extrémité c. En effet Vo €]d,c[,Ja,b € I tels que d < a <z <b<c
(par définition de c et d). Mais [a,b] C I (par hypothése) donc x € I. alors I = [d, ]
ou I =|d, c[.

Remarque 2.1 Le nombre b — a est appelé longueur de l'intervalle (a,b).

2.2 Ensembles ouverts

Définition 2.2 On dit qu’un sous-ensemble A de R est ouvert, s’il vérifie la propriété sui-
vante :

A est ouvert si et seulement si A = ¢ ouVx € A 31, tel que x € I, C A. (I, désigne un
intervalle ouvert).

Propriétés
1. Tout intervalle ouvert est un ensemble ouvert (la réciproque est fausse)

2. R est ouvert.

Exemple 2.1 1. A =] —1,1[U]2,3[ est un ensemble ouvert.

2. A = {1} nlest pas ouvert. D’une maniére générale toute partie finie de R n’est pas
ouverte (car elle ne peut contenir un intervalle ouvert).

3. NQ,2Z, C’ﬁ% ne sont pas ouverts.

Proposition 2.2 Pour qu’un sous-ensemble A de R soit ouvert, il faut et il suffit qu’il soit
réunion d’intervalles ouverts.

Preuve 2.2 La condition est suffisante (facile).
La condition est nécessaire : En effet si A est un sous-ensemble ouvert non vide de R,
alors : NYx € A, 3I, tel que x € I, C A, on en déduit que A C UAIx CAdouA= UAIw.
fdS xre

Définition 2.3 On appelle topologie usuelle de R la famille de ses parties ouvertes. Autre-
ment dit, la topologie usuelle de R est la sous-famille 7 de P(R) constituée de ’ensemble vide
et de toutes les réunions d’intervalles ouverts. Le couple (R, T) s’appelle espace topologique,
on le note par (R, |.]).

Propriétés

La topologie ci-dessus posséde les propriétés suivantes :

P, : R et ¢ appartiennent a 7.

po @ T est stable par la réunion (finie ou infinie).

p3 : T est stable par l'intersection finie.

En effet P, est évidente grace a la définition d’un ouvert. p, trouve sa justification dans
le fait que toute réunion d’ensembles dont chacun est réunion d’intervalles ouverts, est elle
méme réunion de tous ces intervalles ouverts :

UA,= U (U] = U 1,
aeM aEM(BEL a,ﬁ) (a,)eM XL @B



ol (Aa)aenr est une famille d’éléments de 7 et (1,,8)(a,8)cm =z sont des intervalles ouverts.
On raisonne de la méme maniére pour ps.
Si A et B sont deux éléments de 7, on peut écrire :

A= U, B= UI,
acM BeL

d’ou
ANB=(U I,)N(UI
(9, L) (Y Is)
= U I.Nn1I
(a,ﬂ)EMXL( B)
or I, N Ig est vide ou il est un intervalle ouvert. Donc AN B € 7.
Remarque 2.2 L’intersection infinie d’ouverts peut ne pas étre ouverte : soient les suites

d’ouverts

1 1
A, =]2— =24 —[,n e N".
n n

1
B, =]0,3+ —[,n € N*.
n

On a ﬂN A, = {2}, Fp\] B, =]0,3] qui ne sont pas ouverts.
neN* neN*

2.3 Ensembles fermés

Un sous-ensemble A de R est dit fermé si son complémentaire est ouvert.

Exemple 2.2 Tout singleton de R est fermé. D’une maniére générale, tout ensemble fini de
R est fermé.

Tout intervalle fermé est un sous-ensemble fermé. En effet si a et b sont dans R tels que
a < b, alors q{g’“ =| — 00, alU]b, +-o0|.

Remarquons que la réciproque est fausse (voir exemple précédent).
Exemple 2.3 N et Z sont fermés puisque CY = ( UN]n,n—f— 1[U] = 00,0[), CZ = UZ]n,n—i— 1[.
ne ne

Q, C’ﬁ%, [a,b] et ]a,b] avec a < b ne sont pas fermés.
R et ¢ sont fermés.
Remarque 2.3 1. Un sous-ensemble de R peut-étre ni fermé ni ouvert.
2. Il n’y a que R et ¢ qui sont ouverts et fermés a la fois dans R.
3. La topologie T posséde les propriétés suivantes :
P, : R et ¢ sont fermés.
P, : Toute réunion finie de fermés et fermé.
P, : Toute intersection (finie ou non) de fermés est fermée.
4. Une réunion infinie de fermés de R n’est pas nécessairement fermée
Vne N A, =[1,2— l]
n
est fermé, mais

o0 o0 1
Un:lAn - Un:l([1>2 - ﬁ]) - [172[7

n’est pas fermé.



2.4 Voisinages

Définition 2.4 On appelle voisinage d’un point x € R, tout sous-ensemble V' de R contenant
un ouvert € lequel contient x. On désigne la famille de voisinage de x par Vi) . Elle n'est
jamais vide (elle contient au moins R). On écrit

VeVy <=INer/zecQCV.

Exemple 2.4 1. A ={1,2} n’est pas un voisinage de 1, ni de 2 car il ne peut contenir
aucun ouvert.

2. A = {1,2}U]3,4[ est voisinage de tous les points x tels que 3 < x < 4.

3. Tout intervalle ouvert est voisinage de chacun de ses points. Pourquoi ¢
Remarque 2.4 La définition précédente de voisinage peut prendre la forme simple suivante :
VeVy <= Ir>0/lx—rx+rlCV.

Proposition 2.3 Un sous-ensemble non vide de R est ouvert, si et seulement s’il est voisi-
nage de chacun de ses points.

Preuve 2.3 La définition (2.4) rend la condition nécessaire évidente.
Inversement la condition est aussi suffisante, car ce sous-ensemble serait réunion d’in-
tervalles ouverts, donc il est ouvert.

Proposition 2.4
V(z,y) € R? (z# )V € Vi), W € Vi) [V W = ¢
On dit que (R,|.]) est un espace sépareé.

Preuve 2.4 Sans perte de généralité, on peut considérer x < y.
W =]z,4o00[, V =] —00,2] ouz€lx,yl.

2.5 Points d’accumulations et points isolés

Définition 2.5 Soient A une partie non vide de (R, |.|) et xy un point quelconque de (R, |.|).
On dit que xo est un point d’accumulation de A, si tout voisinage de xo contient au moins
un point de A (différent de xy si xg € A). Autrement dit :

xo est un point d’accumulation de A & VYV € Vi) V\{ao} NA# ¢

Exemple 2.5 Vérifier la véracité de ces affirmations :
1. A =[-2,4] tout point de A est un point d’accumulation.
2. A =] —2,4[ tout point de [—2,4] est un point d’accumulation.
3. A =l]a,+oo| l'ensemble des points d’accumulation de A est [a,+00].
4. A= (S)nen- U{0} z =0 est le seul point d’accumulation de A.
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5. A= {1,2} U’ensemble des points d’accumulation est vide.

6. A =N l'ensemble des points d’accumulation de A est vide.

Il est important de remarquer que les points d’accumulations d’un ensemble n’appar-
tiennent pas nécessairement & cet ensemble, comme on le voit dans les exemples (2) et (3).

Il existe, naturellement, des parties de R qui ne possédent aucun point d’accumulation.
C’est le cas par exemple des parties finies.

Proposition 2.5 un point x de (R, |.|) est un point d’accumulation d’un sous-ensemble A,
si et seulement si tout voisinage de x rencontre A en une infinité de points.

Preuve 2.5 La condition nécessaire est évidente.

Pour la condition suffisante : Soit V' un voisinage de x. Nous pouvons poser V =la,b]
sans restreindre la généralité. Supposons que |a,b|NA = {y1,va, .., yp} c-a-d un ensemble fini
et posons : 4 = 1Ir<1?<>;{yl/yz < x}, b= llgigp{yi/yi > x}. 1l vient que x €]a, b[ et |a, E[HA = ¢,

ce qui contredit le fait que = est un point d’accumulation.

Attention, une partie infinie peut ne pas avoir de points d’accumulations comme par
exemple N, Z. La notion de point d’accumulation permet d’avoir la caractérisation impor-
tante suivante des fermés dans (R, |.|).

Proposition 2.6 Un sous ensemble A de R est fermé, si et seulement s’il contient tous ses
points d’accumulations.

Preuve 2.6 = Soit A un ensemble fermé et x € C§. Comme C§ est ouvert, il existe un
voisinage de x et qui me rencontre pas A. Donc x ne peut pas étre un point d’accumulation.
< i A est qu'aucun point de Cg ne lui est d’accumulation, il existerait, pour chaque
point de C& un voisinage qui ne rencontre pas A. Ce voisinage serait inclus dans C§, lequel
deviendrait voisinage de tous ses points, donc un ouvert. Il en résulte que A est fermé.

Définition 2.6 Soit x un point de A C R. On appelle point isolé de A, tout point de A
possédant un voisinage qui ne rencontre A qu’en ce point. On écrit :

x est un point isolé de A< IV € Vi5)/VNA={z}.

Exemple 2.6 1. Tout point de A = {—1,0,1} est isolé. 1l est relativement facile de voir
que, d’une maniére générale, tout point d’une partie finie de R est isolé.

2. A=[0,4]U{6} ne posséde qu’un seul point isolé xy = 6.
3. A =10,4] n'a pas de point isolé.

4. Tous les points de N, 7 sont isolés.
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2.6 Théorémes fondamentaux

Théoréme 2.1 (Principe de Cantor) Supposons qu’a tout entier naturel n, on associe
un intervalle fermé I, = [a,, b,] tel que pour tout n : I,,41 C I, alors ﬂN[n # ¢.
ne

Preuve 2.7 Considérons les deuz ensembles suivants : A = {ao, a1, as,...,ap,...} et B =
{bo,b1,b2, ..., by, ...}, comme I,y1 C I, ¥Yn € N, on constate que chaque a, € A est un
minorant de B et chaque b, € B est un majorant de A. Il en résulte que :

a, <supA <inf B <b,,Vn € N.

Ainsi Uintervalle [sup A, inf B] (qui peut se réduire a un point) est contenu dans chaque I,
donc dans leur intersection.

Remarque 2.5 Si on remplace les intervalles fermés par des intervalles ouverts ou semi-
ouverts, la conclusion du théoréme est fausse. Soit I, =|1,1+ n%l[, alors I,.1 C I, Yn € N,
mais ﬂNIn = ¢.

ne

Le théoréme suivant donne le cadre dans lequel 'intersection non vide intervenue dans
le principe de Cantor se réduit a un point.

Théoréme 2.2 [ ’intersection d’une suite S d’intervalles fermés emboités est réduite a un
seul point si et seulement si, pour tout € > 0 il existe dans la suite S un intervalle |a,b] de
longueur b —a < ¢.

Preuve Exercice.
Lemme 2.1 Toute suite de Cauchy est bornée.
Preuve 2.8 Soit (x,), une suite de Cauchy. On a :
Ve > 0,3n0 € N/Vp,q e N,p > q>ng = |z, — x| <¢,

Si l’on fixe g > ng, on constate que les valeurs prises par x, sont xg,T1, ..., T, 1 €t des points
de Uintervalle |z, — €, Tn, + €[. La suite (x,,), est donc bornée.

Théoréme 2.3 Toute suite de Cauchy est convergente dans (R, |.|).
Preuve Exercice.

Remarque 2.6 (R, |.|) possédant la propriété exprimée dans le théoréme précédent est dit
espace complet.
Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

Théoréme 2.4 (de Bolzano-Weirstrass) Toute suite bornée de nombres réels admet une
sous-suite convergente.

Preuve Exercice

Théoréme 2.5 Tout ensemble A de R, infini et borné admet au moins un point d’accumu-
lation.

Preuve Exercice.



Chapitre 3

Espaces métriques

3.1 Distance et espace métrique

Définition 3.1 Soit E un ensemble quelconque. On appelle distance sur E toute application
d: Ex E— R, qui vérifie les trois propriétés suivantes :

dy :Vz,y € E;d(z,y) =0=z=1y.

dy :Vx,y € E;d(x,y) = d(y,x).

dy :Vr,y,z € E;d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).

Définition 3.2 Un espace métrique (E,d) est un ensemble E muni d’une distance d.

Corollaire 3.1 Soit (E,d) un espace métrique, alors

1. ‘v’xl,mg, very Tpy1 € E = d([El,I1+n> < ZZ:T d(xi,$i+1).

1=

2. Vr,y,z € B |d(z,z) — d(z,y)| < d(z,y).

Exemple 3.1 Les applications suivantes sont des distances sur l’ensemble cité :

1. Sur R, on défint la distance suivante :
d(z,y) = |z —y|
2. La distance discréte sur un ensemble E est définie par :

| O0siz=y
d(a;,y)—{ 1 sixz#y.

3. Sur C, Uapplication d(z1, z2) = |21 — 22| définit une distance.

4. Sur R™ on défint les distances suivantes :

dl(‘r7y) = Z |$Z - yz| ,d2($7y> - (Z(mz - yi)2)1/2vdoo(‘ray) = 0<Za<}; |$Z - yl|
=0 =0 -

5. Sur U’ensemble E = {f : [a,b] — Ry, continue} on définit la distance

d(f,g) = sup |f(z)—g(z)].

z€[a,b]

12
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6. Sur E =1l = {(xn)nen=2n € R: Y a7 < +00}, on définit la distance

d(r,y) = (Z(wn - yn)2>l/2'

n>0

7. Sur R™, on définit la distance suivante :

i=n 1/a
do(z,y) = (Z(\xi - yi|a> ca>1

1=0

8. Les espaces vectoriels normés fournissent des exemples trés important d’espaces mé-
triques.

3.1.1 Espace vectoriel normé

3.1.2 Norme

Définition 3.3 Soit E un espace vectoriel sur le corps de nombres réels ou sur le corps de
nombres complexes. On appelle norme sur E une application de E dans R, notée v — ||z||
satisfaisant aux conditions suivantes :

1. Vo € EVa € R(C) : ||az|| = || ||z|],
2. Vr,y € Bl +yll < =l + [lyll,
3. VreE:|z||=0& 2 =0pg.

Définition 3.4 Le nombre réel positif ||z|| s’appelle norme du vecteur x.
Définition 3.5 L’application E x E — R, : (z,y) — ||z — y|| est une distance sur E.

Remarque 3.1 La distance associée a une norme posséde les deux propriétés suivantes :
1. Vx,y € E,Va € R(C) : d(az,ay) = |a|d(x,y),
2. Ve,y,z€ B d(x+ 2,y + 2) = d(x,y).

Exemple 3.2 Soit R le corps des nombres réels considéré comme espace vectoriel sur lui

méme, l'application |.| : R — R, : & +—— |z| est une norme.
De méme [’application |.| : C — Ry : z —— |z| est une norme.
L’application :

] R (resp.C") — Ry : 2 = (21, ., 20) — Jlzll, = O [a")"/"

=1

tel que p > 1 est une norme sur R™(Resp. C"), en particulier :les applications

n

lzlly =D el Nelly =

=1

n

2
> lzil llzll. = su

P ‘xz’
i1 1<i<<n

sont des normes.
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Exemple 3.3 Soit E = C°([0,1],R). Les applications :

1
f e Ifll, = / f () d,

e Ifl, = / (f(2))2d,
fr—Iflle =0§1;131|f(9:)|7

sont des normes sur E.

Définition 3.6 On appelle espace vectoriel normé, un espace vectoriel E sur R (resp. C)
muni d’une norme.

La distance associée a cette norme fait de E un espace topologique.

3.1.3 Boule ouverte et boule fermée
Soient (E,d) un espace métrique et ¢ un point de E. Soit r un réel positif.

Définition 3.7 On appelle boule ouverte de centre ¢ et de rayon r l’ensemble de E défini

par :(resp. )
B(e,r) ={x € E/d(c,z) <1}

Définition 3.8 On appelle boule fermée de centre c et de rayon r l’ensemble de E défini
par :(resp. fermée) )
B(e,r) ={x € E/d(c,z) <1}

Définition 3.9 L’ensemble B(c,r) = {x € E/d(c,x) = r} définit une sphére de centre c et
de rayon r.

Ensemble ouvert et ensemble fermé

Définition 3.10 Soit(E,d) un espace métrique et A une partie de E . On dit que A est un
ouverte de (E,d) si pour tout a € A il existe r > 0 tel que B(a,r) C A. On dit que A est un
fermé de (E,d) si son complémentaire Cq est un ouwvert de (E,d). En particulier () est a la
fois un ouvert et un fermé de (E,d).

Proposition 3.1 Soit (E,d) un espace métrique.
1. E est un ouvert.
2. Si pour tout i € I , O; est un ouvert, alors U;c;O; est encore un ouvert.

3. 51 Oy,+, 0, sont des ouwverts, alors N;_,Opest encore un ouvert.

Preuve 3.1 Contentons nous de prouver le cas de l'intersection. Les deux autres cas sont
absoluments triviauz. Soit n € IN. On considére une famille de nensembles ouverts (O;)
t = 1,...,n.S0it a un point dans l’intersection de ces n ensembles. a est donc un point de
chacun de ces ouverts. On peut alors trouver, pour tout i = 1,..,n un réel r; tel que la boule
de centre a et de rayon r; soit incluse dans O;. Posons r = inf {r;;i=1,...,n}. La boule
B(a,r) est alors contenue dans chacun des O; et on a ainsi trouvé une boule ouverte centrée
en a et contenue dans l'intersection des O;. Cette intersection est donc bien ouverte.
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par passage au complémentaire on a

Proposition 3.2 Soit (E, d ) un espa ce métrique.
1. E est fermé

2. Si pour tout i € I, Fyest un fermé, alors N;crF; est encore un fermé.

, . n .
3. Si Fy, - - F, sont des fermés, alors Up_ F), est encore un fermé.

Définition 3.11 Soit (E,d) un espace métrique. L’ensemble O de tous les ouverts de E
s’appelle la topologie de (E,d).

Définition 3.12 Définition Soit V € P(E) et x € E. On dira que V est un voisinage de x
s’il existe un ouvert O de E tel que x soit élément de O et O soit inclus dans V.

Notation On notera V|,) I’ensemble de tous les voisinage de .

Proposition 3.3 V € V() <= 3B(z,r) C V.
Si O est owvert dans E et si v € O alors O € V(.

Proposition 3.4 Un sous ensemble O de E est ouvert si et seulement st il est voisinage de
chacun de ses points.

Preuve 3.2 S’il est ouvert donc il est voisinage de chacun de ces points. Inversemement
supposons qu’il est est voisinage pour chacun de ces points, alors 30, ouvert tel que x €
O, CO = O = U,e00,, ce qui achéve la démonstration.

Proposition 3.5 La boule ouverte (resp. fermée) est un ensemble ouvert (resp. fermé). La
sphére est un ensemble fermé.

Preuve 3.3 Soit la boule ouverte : B(x,r) = {t € E/d(x,t) < r}. Démontrons que c’est un
ensemble ouvert. Il suffit qu’il soit voisinage de tous ses points. En effet soit y € B(z,r) =
d(z,y) <r=r—d(z,y) > 0.

On prend r, = %(m’y) = B(y,ry) C B(z,r).V

CETY) est owvert.

On a S(x,r) = B(z,r)N C’g(x’”. Ce qui prouve que la sphére est fermée.
Proposition 3.6 L’espace métrique est un espace topologique séparé.

Preuve 3.4 Soient x,y de points de E distincts (x # y) tels que d(x,y) = 3e.
On a :B(x,e) N B(y,e) = ¢, B(x,e) et B(y,e) sont ouvertes.



16

3.1.4 Adhérence, intérieur, frontiére

Soit (E,d) un espace métrique. Soit A une partie de E .

Définition 3.13 On appelle adhérence de A, le sous- ensemble fermé de E formé par l'in-
tersection de tous les fermés de E contenant A.

On le note A. C’est aussi le plus petit fermé contenant A (au sens de la relation d’inclu-
sion) : A C F et F fermé= A C F' .On dit qu'un point a € E est "adhérent 4 A” si a € A.
En particulier A est fermé si et seulement si A = A.

Définition 3.14 On dira qu’'un élément a de E est adhérent au sous ensemble A ( ou est
une valeur d’adhérence de A) de E si :

YV € Vi, VNA#D

Définition 3.15 On dit qu’un espace métrique (E,d) est a base dénombrable de voisinage
st pout tout point a de E, on a :

(Vi) pen € Vie)/VV € Vigdn eN t.qV, CV etVie N, Vi, C V.
Proposition 3.7 Tout espace métrique (E,d) est a base dénombrable.

Preuve 3.5 Il suffit de considérer en tout point a de E la famille (V,) _ = (B(a, %))%N.

Définition 3.16 Soit A une partie de E . On appelle intérieur de A, le sous- ensemble
ouvert de E formé par la réunion de tous les ouverts de E contenus dans A.

On le note int(A) ou A. CVest aussi le plus grand ouvert contenu dans A (au sens de
la relation d’inclusion) : O C A et O ouvert = O C A. En particulier A es t ouvert si et
seulement si A = A.

Définition 3.17 Soit A une partie de E. On appelle intérieur de A le plus grand ouvert de
E contenu dans A. On notera A.

Définition 3.18 Si A C E , on appelle frontiére de A et on note Fr(A) ou OA 'ensemble
Fr(A) = {JIEE:IEAﬂCé}

Définition 3.19 Soit A C E , on dit que x € E est un point d’accumulation de A si pour
tout v > 0 la boule B(z,r)\ {x} NA # 0.

Définition 3.20 Si A C E , on dit que a € A est un point isolé de A s’il exite r > 0 tel que
B(z,r)NA={a}.

Exercise 3.1 Soient (E,d) un espace topologique métrique, A et B deux sous-ensembles de
E. Montrer que :

1. CA=Ch, 0F =,
2. SiAC B= ACB.
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3. ANBCANB, A
4, AUBCANB, AN

W W
|
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Exercise 3.2 Soit (E,d) un espace topologique métrique . Montrer que pour A C E on a :
Fr(A) C Fr(A).

. Fr(A) C Fr(A).

. A est fermés Fr(A) C A.

2

3

4. A est ouverts Fr(A)N A= ¢.

5. A est fermé et ouverts Fr(A) = ¢.

~

3.2 Distances équivalentes

Définition 3.21 On dit que les distances di et dy sur E sont métriquement équivalentes
.81l existe deux réels positifs o et 3 tels que

ad; < dy < Bd,y

Définition 3.22 L’ensemble T des-sous ensembles ouverts de(E,d) s’apelle la topologie as-
sociée a (E,d), ou induite par d sur E :

7 ={0O C E|O est un ouvert de (E,d)}.

Des distances différentes dy et dy peuvent induire des topologies identiques : dy # dy mais
T di — T do -

Définition 3.23 On dit que les distances dy et dy sur E sont topologiquement équivalentes
s’ils induissent la méme topologie.

Proposition 3.8 Deux distances métriquement équivalentes sont topologiquement équiva-
lentes.

Preuve 3.6 En effet si les deux distances sont équivalentes ce ci se traduit par l’existence
de deux réels positifs o et [ tels que

ady < dy < Bdy

ce qui 1mplique que
Bdl (CL, T/ﬁ) - Bd2 (CL, T)Bdl (CL, ’/‘/Oé)

c’est a dire que les topologies sont kifkif.
La réciproque n’est toujours vraie.

Exercise 3.3 Soit l'application 6 définit par 6(x,y) = |arctan(z) — arctan(y)|.

1. Montrez que & est une distance sur R .
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2. Montrez que la topologie induite par ¢ est la topologie usuelle (celle induite par la valeur
absolue). Montrez que § et la distance usuelle ne sont pas métriquement équivalentes.

3. Montrez que deux distances dy et dy sur E sont topologiquement équivalentes si et
seulement si :
Ve € E,VYe > 0,3r >0 t.q By, (x,r) C Bg,(x,¢)

et
Ve e E.Ve >0,dr; >0 t.q Bd2(l’,7’1) C Bdl(l’,g)

Proposition 3.9 Si application identité 1 : (E,dy) — (F,dy) : x — x est une homéo-
morphe alors les distances dy et dy sont équivalentes et réciproquement.

Exemple 3.4 Dans R? les trois distances classiques sont équivalentes.
En effet on a :

oo < dp < V2
dy < dy < 2dy

d’une fagon générale, dans Dans R™ les trois distances classiques sont équivalentes.
En effet on a :

dy < di < ndy

3.2.1 Sous-espaces métriques

Définition 3.24 Soient (E,d) un espace métrique et A C E. On définit : dg : A X A —
Ry : (z,y) — da(z,y) = d(z,y). L’espace topologique (A, d4) est appelé sous-espace mé-
trique.

Remarque 3.2 A munit de la métrique induite & une structure d’espace métrique .

Remarque 3.3 Les ouverts de (A,da) (ot da désigne la métrique induite de celle de E sur
A) sont les intersections des ouverts de E avec A.

Exemple 3.5 E =ly. Soit A={z € E,z, =0,n > p}.
A Cly. da(z,y) = (ZnZO(In - yn)z)yz'

3.2.2 Diameétre d’un ensemble

Définition 3.25 Soit A une partie non vide d’un espace métrique (E,d). On appelle dia-
métre de A noté §(A) le nombre positif :6(A) = {supd(z,y),z € A, y € A}.

Définition 3.26 Soient (E,d) un espace métrique et A une partie de E. A est dite bornée
i 0(A) < 4o0.
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Propriétés
1. 6(A) =0 A ={z}.
2. AC B=6(A) <é(B).

Définition 3.27 Soit f : E — (E,d) une application, soit f(E) l'image directe de E par
f. Le nombre 6(f(E)) est appelé oscillation de f.

Exemple 3.6 Soient (R?, dy) un espace métrique et A = {(z,y) € R? d((x,y),(0,0)) < 1},
alors §(A) = 2.

3.2.3 Distance entre parties d’un espace métrique

Définition 3.28 Soient (E,d) un espace métrique et A et B deux parties de E. La distance
entre A et B est définie par d(A, B) = {infd(x,y), = € A, y € B}.

Remarque 3.4 Soient A, B C FE, on a :
1. d(A,B) =0 ANDB + ¢,
2. ANB # ¢ = d(A, B) = 0.

Exemple 3.7 Soit (E,d) un espace métrique tel que d est définit par :

0, x =
st ={ V25

alors
07 A nB 7£ ¢7

d(A, B) = { 1, ANB=¢.
3.2.4 Image d’une distance par une application bijective

Définition 3.29 Soient (E,d) un espace métrique et F' un ensemble quelconque telle que :
[+ E — F soit bijective. L’application

0:ExE— R,
(z,y) = d(z,y) = 6(f(2), [(y))

est une distance sur E. On dit que la distance 0 est transmise a F par f partant de la
distance d.

Exemple 3.8 R xR — R, : (z,y) — |log(z) — log(y)| .

3.2.5 Caractérisation d’un sous-espace métrique

Soient (E,d) un espace métrique et A une partie de E. Soient O, une topologie sur E et
Og/a la topologie induite sur A, alors Oy4 = O4 = B(x,7) N A.
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3.3 Produit direct d’espaces métriques

3.3.1 Distances sur un ensemble produit

Soient (E;,d;)icq1,..ny 1 espaces métriques. Soit £ = II7 | F;, donc v € F & x =
(x1, T, ..., xp);x; € Eiyi=1,n.
Les applications suivantes définissent des distances :

T,y) = Zdz‘(%,yz‘),
y) = (Z d(:):i,yi)2)1/2,

Doo(xay) = Sup dz(mzayl)

1<i<n
Elles vérifient la relation
DmSDQSDlg\/ﬁDZSan

donc elles sont métriquement équivalentes et par conséquent topologiquement équiva-
lentes.

Proposition 3.10 Soitr > 0 etz = (xy1, 29, ..., T,) € E. Soit B(x,r) la boule de E de rayon
r et de centre x relative o la métrique Do.,. Notons, pour, i = 1..n, B(x;,7) la boule de centre
x; et de rayon r relative & la métrique d;. Alors, B(x,r) = B(x1,7) X B(x2,7) X .. X B(Zy, ).

Preuve 3.7 Soit y = (y1,Y2, ..., Yn) € B(x,7), alors pour tout i = 1..n, on a d;(x;,y;) <7
et donc y; € B(x;,r).

Réciproquement, si pour, tout i = 1..n,y; vérifie d;(x;,y;) < r alors Doo(x,y) < 7 et
y € B(x,r).

Remarque 3.5 Une topologie n’est pas obligatoirement définie par une distance.

Exemple 3.9 Soit E un ensemble quelconque et soit O = {¢, E}. Il n’y a aucune distance
telle que Oy = O.

Définition 3.30 Pour tout i = 1..n, on appelle projecteur de E sur E;,l’application
P:E— E;

T = T
Proposition 3.11 Les applications P; sont 1— Lipschitienne.et sont donc continues.
Preuve 3.8 Trés facile.

Théoréme 3.1 Tout produit direct dénombrable d’espaces métriques est un espace métrique.
Si les distances d;,définies sur E; pour i > 1 et vérifient d; < 1, alors la topologie du produit

peut étre définie par
1=00 1
_dz xw %
0= 2yt



21

3.4 Espace complet

3.4.1 Suite de Cauchy dans un espace métrique

Définition 3.31 Soit (F,d) un espace métrique. On dit que la suite (x,)nen €st une suite
de Cauchy dans E si :

Ve > 0,IN, e N:Vp,q¢ > N, = d(xp,z,) <e.

Proposition 3.12 Toute suite (x,)nen convergente vers x dans (E,d) est une suite de Cau-
chy.

Preuve 3.9 Supposons que la suite (z,)nen converge vers x dans (E,d)
cect est équivalent a

Ve >0,3IN. € N:VYn > N. = d(z,,2) < g

Ve > 0,3IN. € N:Vp, ¢ > N, = d(xp,x,) < d(xp,x) +d(z,x,) < g+g — ¢,

Exemple 3.10 Une suite peut étre une suite de Cauchy sans étre convergente.

E =0,1[,d(z,y) = |z — y|, z, = %,n > 0. (Tn)nen+ est une suite de Cauchy car :

1 1 1 1 1
V5>O,EINE:2([—]+1)EN:Vp,q>N5:>‘———’§—+—§€.
€ p g b q

Supposons que la suite (x,,)nen+ est convergente vers x dans E. Donc

<e

— )

1
V€>O,3NEEN:Vn>N5:>‘——m
n

d’une part. D’autre part on a
1
Ve >0,dM. e N:Vn > M, = — < ¢,
n

On a:

1 1‘
r——+ -
n o n

x| =
Soit N = max (N, M.) tel que
Ve>0:|z] <2< x=0
mais 0 n’appartient pas o E.
Proposition 3.13 Une suite de Cauchy est une suite bornée.

Preuve 3.10 On a : Ve > 0,3N. € N:Vp,q > N. = d(zp,z,) < . Soit A = {x,,n € N}.
Si §(A) < +o00 < A est bornée.

d(A) = sup d(x,y). Posons a = sup d(z,,x,) = (A) < e+ a.
z,yeA p,q<Ne
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Proposition 3.14 Soit (x,),en est suite de Cauchy et supposons qu’elle admet une valeur
d’adhérence x alors (x,)nen converge vers x.

Preuve 3.11 Si (z,,)nen est de Cauchy < Ve > 0,3N. € N:Vp,q > N. = d(z,,z,) <
x est une valeur d’adhérence de (,)nen <

5.
Ve >0,VN eN:Im >N = d(zp,z) <e
:>V5>O,E|N5GN:EIm>Na:>d(mm,x)§%

mais (,)nen est de Cauchy, donc Ve > 0,3IN. € N:Vp,q > N, = d(z,,z,) <
En effet on a :

£
5

Ve > 0,AN. e N:Vn > N, = d(z,,2) < d(2p, Tm) + d(Tm, ) <

DO ™

3.4.2 Sous-suites ou suites extraires

Soit ¢ une application strictement croissante de N dans N et soit (z,),en une suite de E
espace métrique alors :

Définition 3.32 On appelle sous suite ou suite extraite de la suite (T, )nen la suite (Tym))nen
ou ((Tn,)pen)-

Remarque 3.6 La suite (T, )nen est exhibée de la suite (x,)nen en choisissant une partie
de ’ensemble éléments de la suite.

Exemple 3.11 La suite u,, = 1 et obtenue a partir de la suite u, = sin(nf) on choisissant
o(n) =2n+ 1.

Proposition 3.15 Soient (x,)nen est suite de Cauchy et (zn,)pen une sous-suite conver-
gente vers x, alors (T,)nen converge vers .

Preuve 3.12 Utiliser la proposition précédente.

Proposition 3.16 Soit x une valeur d’adhérence d’une suite (x,)nen alors il existe une
suite extraite (Ty(mm))nen qui converge vers .

Preuve 3.13 Soit x une valeur d’adhérence de la suite (x,)nen alors Ve > 0,¥n € N
B(z,e) N A, # ¢, ou A, = {ay, k>n}, soit € = 1 alors B(x,1) N A, # ¢ appelons
©(1) le premier petit entier tel que r,q) € B(x,1). Poursuivos l’opération en donnant suc-
cessivement a € les valeurs %; %; e %; ... et désignons par p(n) le plus petit entier différent

de o(n — 1) tel que Ty € B(x, L) N A, i implique immédiatement que o(n) > p(n — 1).
La suite (xy(m))nen est extraite de la suite (x,)nen et vérifie

1
VneN:d(z,r,) < — = limz,u,) =
n

n—---4o00
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3.5 Suite-adhérence
Soient (F,d) un espace métrique et (x,),en une suite d’éléments de E.

Définition 3.33 La suite (xy,)nen converge vers x € E (muni de la topologie induite par d)
si et seulement si d(x,,x) converge vers 0 dans R :

Ve > 0,IN. e N:Vn > N, = d(z,,z) < e.
D’une maniére générale on a :
Ve > 0,VB(z,¢),IN e N:V¥n > N : z,, € B(z,¢).

Proposition 3.17 Soient (E,d) un espace métrique et A une partie de E. Les trois propo-
sititons suivantes sont équivalentes :

1. a € A.
2. d(a,A) =0.

3. xp)nen : T, € Az, — a.

Preuve 3.14 1 = 3
GEASY €V VNAL$=YneN: AN B(a, L) # ¢
Vn € N, 3z, € A, d(z,,a) < % — 0.
3=2
d(a, A) :giglggd(x,a) < i;lfd(xn,a) =0
2= 1 '
Ve > 0,3r € A;d(x,a) < § & d(a,A) = 0.
YV € Vi = 3 >0,B(a,e) CV
=3drc Ad(z,a) <5 =ac B(r,e): ANV # ¢.

Exemple 3.12 Soit (E,d) un espace métrique. Montrer que :
{z} est fermé.
{1, 29,23, ..., 2, } est fermé.

3.5.1 Valeurs d’adhérences d’une suite
Rappel

Soit (F,d) un espace métrique. Soit (z,),en une suite de E. La valeur z de E est une
valeur d’adhérence pour la suite (2, ),en Si et seulement si :
VW eVe,Vn2>0,dp>n 2z, €V
& Ve>0,Vn>0,3p>n:dz,r) <e.
Proposition 3.18 Soient (E,d) un espace métrique et (x,)nen une suite de E. Les deuz
assertions sutvantes sont équivalentes :

1. La valeur x de E est une valeur d’adhérence pour la suite (x,,)nen-

2. II existe une sous-suite de (zp, )ren de (T,)nen convergente vers x.
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Preuve 3.15 1) implique 2) : est vrai dans des espaces topologiques quelconques.
2) implique 1) : est vrai uniquement dans les espaces topologiques métriques.
En effet :

Ve > 0,Vn > 0,3p > n:d(x,,x) <
e=1n=13n >1:d(z,,z) <1
€=2.n="mn1,3Ing >Ny :d(Tp,, 1)< %,

1
5—@,

3.5.2 Espace complet

Définition 3.34 On dit qu’un espace métrique E est complet si toute suite de Cauchy d’élé-
ments de E converge de E.

Exemple 3.13 La droite numérique munie de la distance (z,y) — |z —y| est un espace
métrique complet.

Exercise 3.4 Soit E = C([a,b],R) l’ensemble des fonctions numériques définies continues
sur [a,b] muni de la distance d(f,g) = sup |f(x) — g(z)|, ou f,g € E.

z€[a,b]
Montrer que E est complet.
Solution 3.1 Soit (f,)nen une suite de Cauchy de E :

Ve > 0,dN. € N / Vp,q > N. = d(f,, ;) = sup |fp(x) — fy(x)] < e

z€la,b]

alors Vx € [a, b, la suite (f(x),)nen est de Cauchy de R, elle y converge donc posons f(x) =
lim f(z),, nous définissons aussi une application f : [a,b] — R, montrons que f € E =
C([a,b],R) et que f = lim f,.

Soit xo € [a,b] et h € R tel que zo + h € [a,b] : alors

f(zo+h) = f(xo) = f(xo + h) = fulzo + h) + (xo + h) — fu(z0) + fulw0) — f(20)

or sup |fp(z) — fy(x)| pour p,q > N. sinon on fait tendre q vers +o0o et en maintenant
z€la,b]

p > N, il vient sup |fy(z) — f(x)| <e.
z€la,b]
Pour p > N.,il en résulte que

|f(zo + h) — f(x0)]
< |f(xo+h) = falwo + h)| + | fu(zo + h) — fu(xo)| + [ fu(20) — f(20)]
< 3¢

si |h] < a compte-tenu de la continuité de Uapplication f, alors f € E = C([a,b],R) et

comme d(fp f) = sup |fy(x) — f(z)] < e¥p > No = flz) = lim f(x), = E est
x€|a,b] p——00

complet.
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Exemple 3.14 La droite rationnelle munie de la restriction de cette distance n’est pas un
métrique complet, la suite des rationnels x, 1 = %(mn + &) tel que a est un réel strictement

posit converge vers \/a.

Exemple 3.15 Un espace vectoriel normé de dimension finie est complet. En particulier R"
et C" sont complets.

Exercise 3.5 Soit E = {(Zn)nen : D50 Tn < +00}, on définit sur E la distance d(y,r) =
(X nso(n — n)?)Y2. Lespace métrique (E,d) est.complet.

Soient F et F' deux métriques, on définit sur le produit cartésien E' x F' une distance
a partir des distances définies sur E et F' réspectivement en posant : d[(x,y), (2',y")] =

dE(x7 ZL'/) + dF(ya y/)

Théoréme 3.2 E x I est un espace métrique complet si et seulement E et F' sont des
espaces métriques complets.

Preuve 3.16 Voir TD.
Soit F un espace métrique et A C E.

Définition 3.35 On dit que A est une partie compléte de E si le sous espace métrique A
est complet.

Proposition 3.19 Dans un espace métrique complet E, il y a identité entre parties com-
plétes et parties fermées.

Preuve 3.17 Supposons que A est compléte. Soit (z,)nen une suite de A qui converge vers
x. Montrons que x est de A. En effet la suite car elle est convergente et comme A est compléte
donc (x,)nen converge dans A vers x.

Supposons que A est fermée. Montrons que A est compléte. Soit (x,)nen une suite de
Cauchy de A, alors (z,)nen est une suite de Cauchy dans E complet alors la suite (x,)nen
converge vers x qui est forcément dans A.

Corollaire 3.2 Dans un espace métrique E, toute partie compléte est fermée.

3.5.3 Téoréme de Baire

Lemme 3.1 Soient E un espace métrique complet et (A,)nen une suite décroissante de

fermées non wvides telle que le diamétre de A, tend vers 0 lorsque n tend vers +o00, alors
N A, ={z}.

neN
Preuve 3.18 On a par hypothése A, # ¢ alors Vn € N, dz, € A,, mais la suite A, est
décroissante donc x4, € A,,Vp € N.

Par hypothése on a §(A,) < &,Yn > Ny. La suite (z,)nen est de Cauchy de E, car si
P, q > No, Tp, x4 € Ap, et d(xy,x,) < 0(An,) < e. Ce qui entraine que lim x, = x puisque

n—s--+oo

E est complet, d’ot liril Tnip =2 € A, (A, =A,),Yn €N ce qui implique que © € ﬂNAn
p—>—+00 ne
Soient y un autre élément différent de x et appartenant a ﬂNAn alors on obtient 0 <
ne
d(z,y) < 0(Ay) ce qui contredit 6(A,) — 0

n—-+o00
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donc forcément x = y.

Théoréme 3.3 (Baire) Soient E un espace métrique complet et (F,), une suite de fermés
d’intérieur vide alors F = UNF" est d’intérieur vide.
ne

Preuve 3.19 Nous allons montrer que F' = U F,, ne contient aucun ouvert non vide, on
neN

démontre que pour un ouvert quelconque non vide de E, nous pourrons trouver x € O et
Soit O un ouvert non vide de E et soit Fy le premier élément de la suite (F,)nen alors
ONCLE +# ¢, sinon O C F et F + ¢ Soit xo € ONCE alors il existe un réel p > 0 tel que

E(l’l, %) C Bl(.Il,,Ol) con Cgl

A . s 2 F .
pour les mémes raisons que précédemment, l'ensemble ouvert B(xy, %) N Cy* contient une
boule ouverte non vide B(x2, 53) telle que

o) Po Po Po Py
B(IQ, ﬁ) C B(.IQ, ?> C B(.Il, ?> N CE

Ainsi on construit de proche en proche une suite décroissante de boules fermées
= (. P
B (o 37))
( 2n neN

P
on
la suite (xy,), est de Cauchy par ce que :

satisfaisant a

VneN, B (xn, ) C B(x,_1, ﬂ) NCEr

2n—1

A(Tpips Tn) < d(Tp, Tp1) + oo + d(Tpgp—1, Tngp)
p p p
< on + ...+ otp 1 < on—1

et 2,%1 < e pour n > N, convenablement choisi.
La suite (x,), est de Cauchy dans E espace métrique complet, elle y converge vers un
élément x.Comme

Vpe Nz, € §<x”’2ﬁn>
= lim xn+p:x€§<xn,2ﬁn>,Vn€N

p—>+00

—x ¢ F,,VneN
— s ¢ F = UNF" etz e 0.
ne

3.6 Fonctions Continues

Définition 3.36 Soit [ : (F,d) — (F,0) une application. On dit que f est continue en x
de E si et seulement Ve > 0,3a > 0: d(z,y) < a = (f(z), f(y)) <e.



27

Théoréme 3.4 Soit f : (E,d) — (F, ) une application. Les propositions suivantes sont
équivalentes
1. f est continue en .
2. lim =z, —2z=. lim f(x, f
i a—w s T f(e) o ()

Remarque 3.7 1) implique 2) : est vrai dans des espaces topologiques quelconques.
2) implique 1) : est vrai uniquement dans les espaces topologiques métriques.

Preuve 3.20 1) = 2) Supposons que f est continue en xq et (x,), une suite de points de
E qui converge vers xg, alors

Ve' > 0,AN. /Vn > No = d(xp,, 1) < €.
f continue en v —>
Ve > 0,3a(e) > 0/Vz € E: d(z,x9) < a = d(f(x), f(zg)) < e.

Il suffit de choisir a(e) = €' pour que lim f(x,) — f(x)

—+00 (F.0)
2) = 1) Par Absurde
Supposons que [ n’est pas continue en xq alors

Je > 0,Va > 0,3z, : d(za,x0) < a et §(f(xa), f(z0)) > €.

Posons o = L alors il existe une suite (x,), de E telle que d(x,, xo) < = et 6(f(xn), f(x0)) >

e. c’est a dire
lim z, — x et lim f(z,) # f(x)
n—-+00 (E,d) n—--—+0o
contradiction.
D’une maniére générale on a
On suppose que 2 est vém’ﬁée mais pas 1, alors
AV € Vi) : VW € Vi), f(W SZV
:>EIV€Vf 1 Vn e N* dex— V.
:>E|V6Vf(x Vn € N* HzpneEd(mn, )<%
= 3V € Vi) : 3z, € E, (Tn z/f(x,) L V.

c-a-d f(x,) = f(x). Contradiction.

3.6.1 Continuité uniforme

Définition 3.37 Soit f : (E,d) — (F,0) une application. On dit que f est uniformément
continue sur E si et seulement si :

Ve > 0,3a. > 0,Va,y € E,d(x,y) < ag = 0(f(2), f(y)) < e.

Exemple 3.16 Soit f : (R,].]) — (R,].|) : # — z%. C’est une application continue mais
non uniformément continue.
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3.7 Théoréme du point fixe
Soient E un espace métrique et f une fonction de F dans E.

Définition 3.38 La fonction f : E — E est dite de type Lipschitz s’il existe une constante
K € RT telle que :

d(f(z), f(y)) < Kd(z,y),¥Yz,y € E.

Définition 3.39 La fonction f : E — E de type Lipschitz est appelée fonction contractante
si0 < K <1.

Exemple 3.17 La fonction f : R — R : z — %Sinx est contractante.définie sur E de
constante K alors f admet un point fixe unique.

En effet il suffit d’appliquer le théoréme des accroissements finis.
Définition 3.40 Soit f : E — FE, on dit que x est un point fixe de f si f(z) = x.

Théoréme 3.5 Soit E un espace métrique complet, f une application contractante définie
sur E de constante K alors f admet un point fize unique.

Preuve 3.21 L’unicité

Soient x1 et xo deux points fize de [ alors f(x1) = 1, f(xe) = xg et d(f(x1), f(x2)) <
Kd(.??l, LIZ‘Q)

= d(x1,12) < Kd(x1,15)

= d(l‘l,l‘g) =0= 21 = 2s.

L’existence

Soit xg € E, déffinissons par réccurence la suite (T,)nen par tny1 = f(x,) et montrons

que la suite (z,)nen est de Cauchy dans 'espace métrique complet E, d’oulimz, =z € E
n—-—+00

et comme f est continue il viendra limz, 1 = f(limz,) = = = f(z).

n——+00 n—-+00
(xn,) est une suite de Cauchy de E. '
En effet, soient p,q deux entiers tels que q > p alors :
d(xp, xq) < d(wp, Tpy1) + d(Tpi1, Tpr2) + -+ d(2g-1, 2g).
Sachant que :
d(zp, pr1) = d(f(2p-1), f(2p)) < Kd(xp1,7p) < K2d(2p2,7p1) < ... < KPd(20,21)

d’ou

d(xp, xq) < (KP + KPP + .+ KT Y)d(z0, 21)
— 400 Kpd($0,$1)

S Kpd(l'o,l'l) Zz::}r K?P S T

Si d(zg,x1) = 0 alors x1 = x9 = f(xg) et xo est le point fize sinon d(xg,x1) > 0 et
Kpd(l’g, ZEl)
- K

Ce qui acheéve la preuve.

< e st p > ngy entier convenablement choist.

Remarque 3.8 L’existence d’une constante K positive strictement inférieure a 1 est né-
cessaire, car si f dininue strictement les distances, cela ne suffit pas pour qu’il ait un point

fixe.
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Exemple 3.18 f R — R:z+—— Va2 +1
F(@) — () = Sz — ) 00 C €l ]
Or \/C—giﬂ <1=|f(x) = f(y)| < |(x —y)|. Pourtant f n’admet pas de point fize, car

Uequation /22 + 1 = x n’admet pas de solution.

3.8 Espaces métriques compacts

3.8.1 Introduction

La compacité est une notion qui, tout comme la complétude, nous permettra de nous
assurer de l'existence de certains objets mathématiques. Elle permettra ainsi de prédire I’
existence de la limite pour certaines suites ou I’ existence des extremums pour une fonction
numérique. Elle servira, d’autre part, a se ramener, partant d’une situation présentant “un
caractére infini” & une situation “finie” et exploitable. Les espaces compacts sont une géné-

ralisation, dans le cadre des espaces topologiques, de la notion d’intervalle fermé et borné de
R.

3.8.2 Notations et definitions

On par (£, d) un espace métrique. Soit A un sous-ensemble de E.

Définition 3.41 On dit qu’une famille (0;);e; C P(E) constitue "un recouvrement de A si
AC 'UjOi' On dira que (O;);er est un recouvrement ouvert si Vi € I, O; est un ouvert. Si I
1€

I’ensemble des incides est fini, on dit que le recouvrement est fini sinon il est quelconque.

Remarque 3.9 Dans le cas ot A= FE, on a E = ‘UIO,-.

1€
Définition 3.42 On dit que (E,d) est un espace métrique compact s’il vérifie : De tout
recouvrement ouvert de E on peut extraire un recouvrement fini. Autrement dit, si £ =

,U[Oz'> alors il existe Iy C I de cardinal fini et tel que E = UI 0,=0;,U..U0;,.
1€ 1€1p

Définition 3.43 Soit A C E on dit que A est un compact de (E,d) si l'espace métrique

induit (A,d) est compact. C-a-d de tout recouvrement ouvert de A on peut extraire un re-

couvrement fini. Autrement dit, si A C 'UIO“ alors il existe Iy C I de cardinal fini et tel que
1€

AC UOi:OiIU...UOin.

i€l

Proposition 3.20 (E,d) est un espace métrique compact s’il vérifie : De tout famille (F});es

de fermées d’intersection vide, on peut extraire une sou-famille d’intersection vide. Autrement

dit si 'F‘IIFi = ¢, alors il existe Iy C I de cardinal fini et tel que N F;, =F, N..NF;, = ¢.
(S

i€lp
QIE F;
Preuve 3.22 Soient (F});cr de fermés d’intersection vide, alors Cy;"~ =, mast(CEl)iel est
recouvrement ouvert de E, on peut donc extraire un recouvrement fini. U Cp' = E, par
i€lp

passage un e deuxieme fois au complémentaire on obtient le resultat escompté.
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Corollaire 3.3 Si (F})ien est une suite décroissante de fermés non vides de E compact alors

NF+¢.

1€N

Preuve 3.23 1 suffit de prendre la contraposée de la proposition précédente et de l’adapter
au cas I = N.

Exemple 3.19 Les fermés bornés deR sont des espaces compacts pour la topologie définie
par la valeur absolue.



Chapitre 4

Espaces topologiques

Soient E un ensemble quelconque et P(E) l’ensemble de toutes les parties de E. Les
parties ¢ et E appartiennent & P(FE).

VX CE,X € P(E).
Soit O un sous-ensemble de P(E).
Définition 4.1 Le couple (E,O) est appelé espace topologique si et seulement si les trois

axiomes suivants sont satisfaits :

1. ¢ et E appartiennent a O.
2. Toute intersection finie d’éléments de O est un élément de O.

3. Toute réunion d’éléments de O est un élément de O.

Définition 4.2 Soit 7 = (E,O) un espace topologique. On appelle ouvert chaque élément
de O.

Exemple 4.1 Soit E un ensemble quelconque
1. Si O = P(E), l’espace topologique est appelé espace topologique discret (topologie dis-
créte).
2. 5i O = {E, ¢}, Uespace topologique est appelé espace topologique grossier ou trivial
(topologie grossiére).
3. Soit E = {a,b}. On définit O comme suit : O = {E, ¢,{b}}. Vérifier que (E,O) est
un espace topologique.

4.1 Ensembles fermés

Définition 4.3 Soient (E,O) un espace topologique et A un sous-ensemble de E. On dit
que A est fermé par rapport a O si Ci est ouvert.

Remarque 4.1 1. E et ¢ sont fermés.

Définition 4.4 1. Toute intersection d’ensembles fermés est un ensemble fermé.

2. Toute réunion finie d’ensembles fermés est un ensemble fermé.

31
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4.2 Comparaison des topologies

Définition 4.5 Soient E un ensemble quelconque, Oy et Oy deux topologies définies sur E.
On dit que O est plus fine que Oy ou que Oy est moins fine que la topologie Oy st Oy C Oy .

Exemple 4.2 La topologie discréte est la topologie la plus fine et la topologie grossiére est
la moins fine.

Remarque 4.2 Soit E un ensemble. On note par T’ la famille de toutes les topologies défi-
nies sur E.
Alors on peut définir une relation d’ordre partielle sur T :

O, <015 0y C O

Om = {E, ¢} topologie minimale, Oy = {P(E)} topologie mazimale
vOeT:0, COCO.

Proposition 4.1 Toute intersection fini ou infini de topologies définies sur E est une topo-
logie sur E (c’est la moins fine),

0,05=0.

Preuve 4.1 V€ B,Og €T = BﬁBOg =0¢eT.
S
1. ¢ et E appartiennent a Og VP € B = ¢ et E appartiennent a O.
2. Soit I fini ou infini, on prend des sous-ensembles de O : A, € O,Va €1 /O = ﬁmBOB
€

c-a-d
Vaoel,A, €03,V eB= UA,€03V3eB= UA,€ N0Oz=0
acl a€cl BEB

3. Soit I fini
Vael, A, €O, VBeB= NA,€03Y¥8€B= NA,€ N Ozg=0.
acl acl peB

Proposition 4.2 Soient E un ensemble quelconque et B un sous-ensemble de P(FE).
Alors il existe sur E une topologie qui contient B qu’on note par O(B).
Preuve 4.2 On a B C P(E). On pose O(B) = ﬂIOa tel que {Oy}acr désigne la famille
[e1S

de toutes les topologies qui contiennent B. D’aprés la proposition précédente O(B) est une
topologie sur E. La topologie O(B) s’appelle la topologie engendrée par B.

4.3 Base topologique

Définition 4.6 Soient (E,O) un espace topologique et {O;} une famille d’ouverts de O. On
dit que {O;} est une base pour la topologie O, si chacun de ses ouverts s’écrit sous forme
d’une réunion d’éléments de O;.

Proposition 4.3 Soient (E,O) un espace topologique et {O;} une base de O, alors la topo-
logie O(O;) (engendrée par O;) est égale a O.
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Preuve 4.3 On démontre que O(O;) = O
1. O(0;) C O est évident, on a O(0;) C O(0) car O; C O.
2. 0 C 0(0y)?
Soit A = LGJIGI/GZ S Oj,(llOTS G, € Oj €0 = LEJIGZ =Ae€ O(O])

Remarque 4.3 Chaque base d’un espace topologique (E,O) vérifie les deuzx propriétés sui-
vantes :

1. Vx € E,3G € Oj tel que x € G.

2. Soit E un ensemble.
Vo € B, tel que x € Gy NGy = 3G3/x € G3 C G1 N Gh.

Preuve 4.4 1. E est owvert = FE C O i.e E = .U[Gi.
1€
2. G et Go EOj:>GlﬂG2 GO,

alors G1 N Gy s’écrit comme réunton d’ensembles de O;.
C-a-d :
Gl ﬂ G2 — UIGZ/GZ G Oj,
1€
r € GiNGy = G5 tel que v € G3 C G1 N Ga.

Proposition 4.4 (cas réciproque) Soit O;, une famille de parties de E.
O; forme une base pour la topologie sur E si et seulement si O; vérifie les deux propriétés :

1. Vo € E,3G € O; tel que x € G.
2. Vx € E, tel que v € G NGy = 3G3/x € G5 C G1 N Gs.

Preuve 4.5 Soit 7(O;) la famille des ensembles qui s’écrivent comme réunion (fini ou infini)
d’ensembles de O;.

¢ et E appartiennent a 7(0;) :

€0, C7(0)),Vee E,3G, €0, | x € G,. E= ngGx e 7(0;).

Soit Aier € T(O;) tel que A; = jLeJJGi’j d’ou iLeJIAi = iLeJI<jLeJJGi’j) e 7(0;).

Soit J fini et soit Aie; € T(0;) = N4 e1(0)):

A et B appartiennent o 7(0;) S ANBe 7(0;

A= iLEJIAi/Ai €0;,B= jLEJJBj/Bj €c0;=ANB= (iLGJ]AZ-) N (ngBj) = ixjg]XJ(Ai N B;).
?

On étudie : A; N By € 7(0;)

re A;NB; = 3G, €0, | v € G, CA;NB; daprés la propriété (2)

re€G, CANB;j=Vr:2e€ ANDB;

et par conséquence :

Ai N Bj = UGx < T(Oj)
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Remarque 4.4 1. Soient (E,O) un espace topologique et (O;) une famille d’ensembles
owverts (O; C O) tels que (O;) vérifie (1) et (2)
alors (O;) forme une base pour la topologie T(O;) et on sait que la topologie T(O;) est
engendrée par O;, d’ou O(0;) = 7(0;) mais d’aprés la proposition 3.3 : O; est une
base de O = O = O(0;).
2. La topologie O peut ne pas étre égale a 7(0;) (O(0;) = 1(0;)).
Théoréme 4.1 Soient (E, O) un espace topologique et (O;) une famille d’ensembles ouverts.

Pour que (O;) forme une base pour O il faut et il suffit qu’elle vérifiée la propriété suivante :
VGeO etV eG=3G, €0, /reG, CG.

Preuve 4.6 =
G € O, mais O; est une base de O, donc G = ‘UIGi tels que G € O;
1€

comme v € G = 3G, : G, € O;
donchGxCG:'UGi.

=

ACO, A= UG’l et G; C O;

ACOalorstEA 3G, : G, €0, etxeG, CA
DoncA—‘LGJIG

4.4 Base dénombrable

Définition 4.7 On dit que E est un ensemble dénombrable s’il existe une application bijec-
tive ¢ entre E et N.

Exemple 4.3 N, Q, Z.

Définition 4.8 On dit que (E, O) est un espace o base dénombrable s’il existe au moins une
base O; pour O dénombrable.

Exemple 4.4 Soit R muni de la topologie usuelle. On pose
1 1

0; =A{lqg— — N}.
J {]q n+1>q n+1[’qEQ’ne }
mais |q — —5,q — 5| ouvert
1 1
0;= U {lg— La € Q}.

DN n+ 1T
O; est dénombrable car :

{lg — %H, q— %H[, q € Q} est dénombrable par ce que Q l’est.

On vérifie que O; forme une base pour la topologie usuelle sur R : pour cela

GCO&VreG, 3G, €0;/z €0, CG

Autrement dit :

GCO&VreG, Ja, >0/]r —az,x+ a,[C G.

Car Q est dense dans R et on utilise aussi l'axiome d’Archimeéde.
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4.5 Sous-espace topologique

Soient E un espace topologique et A C F.
Si ’on considére I’ensemble

OA:{AQB,BGO}

il est aisé de verifier que ’ensemble O, satisfait aux trois axiomes de la topologie, a savoir :

1. A,p € Oy
2. Oy est stable par réunion quelconque.

3. 04 est stable par intersection fine.

Définition 4.9 Le couple (A, O,) est appelé sous-espace topologique de ’espace topologique
(E,0).

Remarque 4.5 §i X C A est ouvert pour le sous espace A, alors X n’est pas nécessairement
ouvert pour E cependant :

Proposition 4.5 La condition nécessaire et suffisante pour qu’un ensemble ouvert du sous-
espace A soit ouvert dans l’espace E est que A soit ouvert dans E.

Preuve 4.7 Supposons A ouvert dans E et soit X C A ouvert dans A alors X = ANB (B
ouvert dans E)

Réciproquement si tout ouvert de A est un ouvert de E, il en résulte trivialement que A
est un ouvert de E car A est ouvert de A.

4.6 Voisinages

Définition 4.10 (Voisinage d’un point) Soient (E,O) un espace topologique et x: un poind
de E. On appelle voisinage de x tout ensemble V(V C E)qui contient un ensemble ouvert
A(A C O) et A contient .

V' woisinage de x < (Vx € V,3A€ O/z € O C V.
On note par V|,) I’ensemble de tous les voisinages de .

Définition 4.11 (Voisinage d’un ensemble) Soit B C E. On dit que V' est un voisinage
de B si V' contient un ensemble ouvert A (A C V') contenant B. Autrement dit :

V' est un voisinage de B < (A€ O, BC AC V).
Exemple 4.5 Soit (E,O) un espace topologique, alors Vo € E = Vi) # ¢.

Exemple 4.6 Soit (R,|.|) (IR muni de la topologie usuelle).
Ve € R,Va € Ry, x € B(z,a), c-a-d |x — o,z + af€ Vi), Vo € R,
v —a, x4+ a] € Viy.

Exemple 4.7 Soit (E, P(E)) un espace topologique et soit {x} € Vi, on a :
ACEetrec A= AcVy.
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4.6.1 Propriétés du voisinage
LYW eVy=zeV
2. VYV € Vi), VWVa € Vipy = ViNVh € V.
3.SiVeVyetVCW=WelV,.
Preuve (exercice).

Proposition 4.6 Soit (E,O) un espace topologique
A C E est un sous-ensemble ouvert si et seulement si A est voisinage & tous ses points :

A est ouwvert < Vr € A, A € Viy).

Preuve 4.8 =
Ae€O etz e A
reAC A= AecVy,).
“«—
Soit A C E, alorsVx € A,3G, /G, € O ethGxCA:A:ngG;EEO

Alors A est ouvert.

4.6.2 Systémes fondamentaux de voisinages

Définition 4.12 Soient (E,O) un espace topologique et x un point de E. On dit qu’une
sous-famille B(x) de voisinages de x est un systéme fondamental de voisinages de x, si pour
tout voisinage V' de Vi, il existe un voisinage W de B(x) de sorte que W C V.

Exemple 4.8 Sion prend (E,0) = (R, |.|) et By = {Je—2, 2+ L[,en} alors B,y constitue
un systéme fondamental dénombrable de voisinages de x.

4.7 Adhérence, intérieur et frontiére

4.7.1 Adhérence
Point adhérent

Définition 4.13 Soient (E,O) un espace topologique et M C E. On dit que point x de E
est un point adhérent a M si tout voisinage de x rencontre M. On note par M [’ensemble
des points adhérents a M et on écrit :

v €M&YV eV VM # ¢

Remarque 4.6 On peut remarquer que M C M. C’est & dire que tout point de M en est
adhérent.

Exemple 4.9 Si on prend (E,0) = (R, |.|) et M =]a,b| alors M = [a, b].
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Preuve 4.9 = ]a,b[ C [a,b] (ezercice)
< [a,b] C Ja,b[. On montre que :
six ¢ [a,b] alors x n'est pas un point adhérent. On a [a,b] est fermé alors C'H[g’b] est ouvert.

Si on suppose que x ¢ |a,b] alors x € Cﬂ[g’b] et par conséquent Cﬂ[g’b] € Vi et]a, b[ﬂC’H[g’b] = ¢,
il reste a démontrer que a et b sont deux points adhérents a M. En effet si V € Vi, alors il
va exister un e > 0 tel que Ja —e,a+¢e[C V', on peut voir clairement que VN|a, b[# ¢. méme
chose pour b.

Exemple 4.10 Soit E =R et M =7 alors Z = 7.

Preuve 4.10 v ¢ Z = 3V € V() /VNZ = ¢.

4.7.2 Points intérieurs et ’intérieur d’un ensemble

Définition 4.14 Soient (E,O) un espace topologique et M un sous-ensemble de E. On dit
qu’un point x de M est intérieur a M si M est un voisinage de x.

On note par M Vensemble des points intérieurs de M et on écrit : x € M& Me Vi)

Remarque 4.7 On a toujours M C M.

1. Soient (E,0) = (R, |.]) et M = Z alors M = ¢.

2. Soient £ = {a,b,c,d, e} et O = {¢, E,{a,b},{a,b,c},{a,b,c,d},{a,b,e}}. Vérifier que
(E,O) est un espace topologique. Soit M = {a,b,c} alors M = {a,b}.

Proposition 4.7 Soient (E,O) un ensemble topologique et M, N deux sous-ensembles de
E, alors

Cf = TF,CF = ¢

Preuve : Voir T.D.

4.7.3 Points d’accumulations et points isolés

Définition 4.15 Soient (E,O) un espace topologique et M une partie de E. On dit que le
point x de E est un point d’accumulation de M s’il vérifie :

YV € Vi V\{z} N M #£ 6.

Exemple 4.11 Soient E = {a,b,c,d,e}, O ={¢, E,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d,e}} et M =
{a,b,c}. le point b est un point d’accumulation de M car Vi = {E,{b,c,d,e}} et on a
E\{b} " M = {a,c} # ¢, {b,c,d,e}\{b} N M = {c} # ¢. De la méme maniére on montre
que e et b sont deux points d’accumulations de M. On montre aussi que le point a n’est pas
un point d’accumulation de M, car {a} C V(g et {a}\{a} " M = ¢. Le point ¢ n'est pas un
point d’accumulation de M.

Soit l’espace topologique usuel et considérons l’ensemble M = {%,n € N*}. Le point
0 est le seul point d’accumulation de M, car la suite converge vers 0. VV € Vi), on a
VA\{0} N M # ¢, en effet e > 0 tel que | —e,e[C V et AN, > 0 tel que n > N, alors = € V.
Onax+#0ettecV\{0}.
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4.7.4 Ensemble dérivé

Définition 4.16 Soient (E,O) un espace topologique et M une partie de E. L’ensemble des
points d’accumulations de M est appelé ensemble dérivé de M, il est noté par M .

x €M & (YW E Vi, V\{z}NM £ ¢.

Proposition 4.8 Soient (E,0) un espace topologique et M une partie de E, alors : M =
MUM.

Preuve 4.11 On a M C M et M' C M donc M UM C M. Car par définition le point
d’accumulation est un adhérent.

Réciproquement soit x € M et v & M est ce que x € M ?

En effet soit V € Viyy = VN M # ¢ (car x € M), mais v ¢ M donc V\{z} N M # ¢,
ceci prouve que © € M.

Propriétés de ’ensemble dérivé

Soit (E,O) un espace topologique et soient M; et M, deux sous-ensembles de E. On a
les propriétés suivantes :

1. My C My= M, C M,.
2. (MyUM,)" = M, U M,.

Preuve 4.12 M, C M, = M, C M, est une conséquence immédiate de la définition.
Pour la deuxiéme propriété on a :

M1CM1UM2:>M1C<M1UM2)/
M, C My UM, = M, C (M; U M,)

donc M, U M, C (M, U M,) d’une part.

D’autre part, on a : (M; U M) C M, U M,.

Soit x ¢ M; U M, est ce que ceci implique que x ¢ (M, U My)'.

x ¢ My = 3Vi € Vi /Vi\{z} N My = ¢ et x ¢ My = 3V, € Vi,,)/Va\{2} N My = ¢. Mais
V=NV, eVy etV CV,V CV, Plus encore on a

V\{z} N My = ¢ et V\{z} N My = ¢ ce qui donne V\{z} N (M; U M) = ¢.

Point isolé

Définition 4.17 Soient (E,O) un espace topologique et M une partie de E. Soit x € M.
On dit que x est un point isolé s’il existe un voisinage V de x tel que VN M = {z}. i.e

x est un point isolé de M) < (AV € Vi, tel que VN M = {x
(z)

Exemple 4.12 Soit (R,|.|) et considérons M = N, alors Vn € N, n est un point isolé.
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Points extérieurs

Définition 4.18 Soient (E,O) un espace topologique et M une partie de E. Soit x € M.
On dit que x est un point extérieur a M s’il est intérieur a CM.

Remarque 4.8 le point © est un point extérieur ¢ M < (CH € Vi) &z € CM o (3Ac
O,xeAet MNA=9).
Propriété de ’extérieur :

On note par e(M) I'ensemble extérieur de M. On a les propriétés suivantes :

1. e(M) c CM (car e(M) = CM).

2. e(M) = e(C’fE(M).

3. e(My N M) = e(My) Ne(Ms).

Preuve : Exercice.

4.7.5 Frontiére d’un ensemble

Définition 4.19 Soient (E,O) un espace topologique et M une partie de E. On appelle

fronti¢re de M noté F(M) Uensemble M N CY. Il en résulte que F(M) est un ensemble
fermé.

Exemple 4.13 Soit M =] — 1,4[= F(M) = {—1,4}.
Soit M = [~1,4] = F(M) = {—~1,4}.
Soit M = Q = F(M) = R.

4.8 Séparabilité et densité

4.8.1 Densité

Définition 4.20 Soient (E,O) un espace topologique et M une partie de E.
On dit que M est partout dense dans E si M = E.

On dit que M est dense dans E si M # ¢.

On dit que M n’est pas dense dans E si M = ¢.

Définition 4.21 Soient (E,O) un espace topologique et M et N deux parties de E telles
que M C N C E. On dit que M est dense dans N st N C M.
Proposition 4.9 Soient (E,O) un espace topologique et M une partie de E.

1. M est partout dense dans E si et seulement si M rencontre tous les ensembles non
vides :

M=EFE&®NUEO,U+¢:UNM ).

2. M n'est dense dans E si et seulement si CM est partout dense dans E.
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Preuve 4.13 1) =
Soient x € B et V € V()
VeVy=>W0ecO/zeUCV. MaisU#¢p=>UNM#*o=VNM#*¢p=>xcM.
P
Soit U € O/U # ¢.
rceU=zs€E=ux¢cM.
reU=Ue€cVy=UNM#é¢.

2) Grace a la dualite CM = CM.

Exemple 4.14 Q est partout dense dans R.
En effet :
Vr e R, Ve>0,3g€Q:|xr—q| <e.

C2 est partout dense dans R.

4.8.2 Dénombrabilité et séparabilité

Définition 4.22 Soit (FE,O) un espace topologique. On dit que (E,O) vérifie le premier
axiome de dénombrabilité si tout point x de E admet un systéme fondamental de voisinages
au plus dénombrable.

VW eV, 3BeB(x):BCV

ot B(x) est un systéme fondamental de voisinages de x au plus dénombrable.
On dit que (E,O) vérifie le deuziéme axiome de dénombrabilité s’il existe une base B au
plus dénombrable pour la topologie (E,O).

B base de O < VU € O,dBe B: B CU.

Exemple 4.15 L’espace topologique (R, |.|) vérifie le premier aziome de dénombrabilité. En
effet
1 1
VreR:B(x) ={lr — —, 2 + —[nen
@) =z~ 1o+ )
constitue un systéme fondamental dénombrable de voisinages de x.
L’espace topologique (R, |.|) vérifie le deuxiéme axiome de dénombrabilité. En effet

1 1
B={lqg— 57Q+H[neN*,q € Q}

constitue une base dénombrable pour la topologie (R, |.|).
Soient E un ensemble infini et O = P(E). Alors

VA C E, A est ouvert et fermé.

(E,P(E)) vérifie le premier axziome de dénombrabilité.

Est ce qu’il existe une base B(x) telle que B(x) est base de V().

On a{x} € P(E) = {z} C V), Alors :

YV € Vi, o € V = {a} C V. Il suffit de prendre B(x) = {{z}}. Qui est une base finie
pour Viy).

(E,P(E)) ne vérifie pas le deuxiéme axiome de dénombrabilité. On suppose que B est
une base de P(E), alors Nv € E;{z} € B. On conclut que B n’est pas dénombrable car E
ne l’est pas. (Bijection entre B et F).
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Proposition 4.10 Tout espace topologique qui vérifie le deuxiéme axiome de dénombrabilité
vérifie nécessairement le premier. La réciproque est fausse.

Preuve 4.14 Soient (E,O) un espace topologique et B une base dénombrable.

Vo € B, B(x) = {B € B, x € B}, donc B(x) C Viu, alors B(x) est dénombrable car B
[’est.

Premier axiome :

YV € Vi, 3B € B(z) = BCV

VeV = 3 € O/x € U CV, mais comme B est une base de O ceci implique
lexistence B C B tel que B C U.

OnaU€O etxeclU=3IBe B tel quex € BCU et d’aprés la définition de B(x) :

dBe B(z):BCV.

Séparabilité

Définition 4.23 On dit que lespace topologique (E,Q) est séparable s’il existe un sous-
ensemble de E partout dense dans E et dénombrable. Autrement dit : 3A C E/A=FE et A
est dénombrable.

Exemple 4.16 (R, |.|) est séparable car Q = R et Q est dénombrable.
Soit £ un ensemble infini. L’espace topologique (E, P(E)) n’est pas séparable car : VA C
P(E); A=A et E = E mais E n’est pas dénombrable par hypothése.

Proposition 4.11 Tout espace topologique vérifiant le deuxiéme axiome de dénombrabilité
est séparable. La réciproque est fausse.

Preuve 4.15 Soient (E,O) un espace topologique et B ={B,; n € N} une base de O.

Est ce qu’il existe A dénombrable tel que A =E ?

Soit a,, € B,,Yn € N, donc A = {a,,n € N} est dénombrable.

A est—t—il? dense dans E ¢

Vre FE=zx€A

Vr ¢ A= x est un point d’accumulation de A ¢

x est un point d’accumulation de A = x € A.

V € Vi) = 3B, € B tel que B,, CV (B est une base). Mais an, € By, CV = # ap,
(car ¢ A)= V\{z}NA#¢o.

Ce qui prouve que = est un point d’accumulation et ceci implique que x € A.

4.9 Topologie induite,Topologie produit

4.9.1 Topologie induite par une famille d’applications

Soient (E;, O;);c; une famille d’espaces topologiques. On définit une fonction f; : X —
E;, tel que X est un ensemble non vide. On cherche une topologie sur X qui rend f; continue
et ceci quelque soit ¢ dans 1.

f; continue<=> f; ! (u;) est ouvert quelque soit i dans I.

Posons §' = ig] {7 (u;),u; € O;} et on prend O la topologie engendrée par S sur X.
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Définition 4.24 La topologie O est appelée topologie induite par f;.

Théoréme 4.2 Les applications (f;)icr sont continues sur (X, O).
O est lintersection de toutes les topologies définies sur X qui rendent f; continue.
O est la topologie la moins fine définie sur X et qui rend f; continue.

4.9.2 Topologie produit

Soient F; et Fy deux espaces topologiques, on va définir une topologie sur ’ensemble
E = El X EQ.

Définition 4.25 On appelle ouvert élémentaire de E = FEy X Es, tout ensemble de E de la
forme O = Oy x Oy o1 Oy est un ouvert de Ey et Oy est un ouvert de Fs.

Définition 4.26 On appelle ouvert de E = Ey X Es, toute réunion d’ouverts élémentaires.

Proposition 4.12 [’ensemble E = E; x Ey, munit des ouverts réunions d’ouverts élémen-
taires définie une topologie.

Preuve 4.16 Si on désigne par T l’ensemble des ouverts définis précédemment on a :

1. E et ¢ appartiennent a 7. En effet E = E1 X Ey et ¢ = ¢ X ¢ qui sont deuxr ouverts

élémentaires.
2. Soient U,V deuz élément de T alors U = AUIOZ-,V = _UJO;- ot O; et O; sont deux
1€ VIS
ouverts élémentaires, il s’en suit que UUV = U O; X O;- ot O; X O;- est un ouvert

(i,9)eIxJ
élémentaire, donc U UV € 7.

3. Soient (U;);cr une famille d’éléments de T alors U; = kU O; 1 ot Oy est un ouvert
ex ’
élémentaire, il s’en suit que U; = U Oy est réunion d’ouverts élémentaires qui

iel  (Lk)EIXK
appartient a T.

Il en résulte que (E,T) est un espace topologique.

Voisinages dans un espace produit

Soient I'espace topologique produit £ = E; x Ey et € E; X Ejy, alors.

Définition 4.27 On appelle voisinage de (x1,x3), 'ensemble Vi x Vi ot Vi € V(g et Va €
V(m)'

Espace topologique séparé

Définition 4.28 Soient E = Ey X Ey un espace topologique produit et (x1,x2), (y1,y2) deuz
éléments de E distincts. E est séparé s’il existe deux voisinages Wy et Wy de (z1,1x9) et
(y1,y2) tels que Wi NWy = ¢.

Proposition 4.13 Soient E; et Esy deux espaces topologiques alors si Ey et Ey sont séparés
alors E = Fy X Fy l’est aussi et réciproquement.
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Preuve 4.17 Soient (r1,z5) et (y1,y2) € E = Ei X Ey avec (x1,72) # (y1,y2) ce qui
entraine soit xy # Yy Soit Ty # ya. Supposons x1 # yy et soient Vi € Vi, et Vl/ € Viy,)-deux
voisinages disjoints de x1 et yy (ce qui est possible puisque Ey est séparé) alors Wy = Vi x Ey et
Wy = V| x By sont deux voisinages disjoints de (x1,22) et (y1,s). Réciproquement supposons
E = Ey x Ey séparé et montrons que Fy et Ey sont séparés.

Sotent x1,y1 € Ey et x1 # 11 alors Voo € Ey, (v1,22) # (Y1,y2) il existe Wi € Vg, 4
et W, € Vigr o) tels que Wi N W, =6¢. Or Wy =VyxVy ouV) € Vi) et Vo € Vig,) et
W, =V, xV, oV} EV(xl),VQI € Ve et WiNW, =¢ = ViNV, = ¢ = E; est un
espace topologique et séparé, on démontrerait de la méme facon que Ey est séparé.

Diagonale de I’espace produit F

Définition 4.29 E étant un espace topologique, on appelle diagonale A de l’espace topolo-
gique produit E x E [’ensemble définit par

Apxp ={(z,z) :z € E}
Proposition 4.14 La diagonale de E X E est fermée si et seulement si E est séparé.

Preuve 4.18 Soit E un espace topologique séparé, alors l’espace produit E X E est séparé,
soit (v,y) & A alors x # y et il existe alors Vi € Vi) et Vy € Vi, tels que Vi NV = ¢, or
W=WVixVa &€V ee WNA=¢ car siWNA#¢=ViNVy# ¢, ce qui implique que
C2.  est voisinage de chacun de ses points donc ouvert et A est fermée dans E x E.

Réciproquement supposons que A est fermée dans EE x E et soient x,y € E avec x # vy
alors (w,y) ¢ A et comme C§, p est un ouvert donc il est voisinage de chacun de ses
points AW =V x V3 ot Vi € Vi) et Vo € V() tel que W N A = ¢ = E est séparé.



Chapitre 5

Continuité et convergence

5.1 Continuité

5.1.1 Rappel

Définition 5.1 Soit f : R — R, on dit que f est continue en x¢ si Ne > 0,da >
0,z — x| <= [f(z) — fy)| <e.

Définition 5.2 Soit f : (E,Op) — (F,Or) une fonction d’un espace topologique dans un
autre. On dit que f est continue en x( si et seulement si :

YW € Vi, = 3V € Viuy); f(vV)ycw.

Exemple 5.1 f:(E,Op)— (F,Of): x — f(z) = a (constance).
w € Vig; IV e Vigy : f(V)CW.
f est constante = f(F) C {a} C W. Il suffit de prendre V = E et ceci Vx € E.

Exemple 5.2 f: (FE,P(E)) — (F,OF) est continue en tout x € E.
r €L, soit W € Vi) quelconque et V = {x} € Viy) alors : f(V) ={f(x)} C W.

Exemple 5.3 Soit E = {a,b,c,d}, O ={E, ¢,{a},{b},{a,b},{b,c,d}}, O est une topologie
sur E. On définit lapplication suivante :f : (E,0) — (E,O) par : f(a) = b, f(b) =
d, f(c) =10, f(d) = c.
f est continue en d.
f nlest pas continue en c:c = f(d) et b= f(c).
‘/(C) = {E7 {b7 ¢ d}}7 ‘/(d) = {E7 {b7 ) d}}7 V(b) = {E> {b}7 {CL, b}7 {b7 ) d}7 {bv C}> {b7 d}7 {CL, b? C}, {av bv ¢
W € Via, soit W = E donc il suffit de prendre V. = E (F(V) Cc W = E. Soit
W ={b,c,d} il suffit de prendre V= {b,c,d} f(V)=W.
W e Vi 23V e Viey tel que f(V) C W. W ={a,b} € Vy). VeEVy=(V=EFE=

Proposition 5.1 Soient f : (F,0Op) — (F,OFp) et f: (F,0p) — (G, Og) telles que : f
est continue en o et g est continue en f(xo) alors : gof est continue en xy.

44
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Preuve 5.1 f(azg) = yo et (gof)(xo) = g(yo) =
VIV € Vi 53V e Vizo) tel que (gof)(V) C
W € Vioy = 3U € V) tel que g(U) C W.
U € Vi) = 3V € V(g tel que f(V) C U.
= (gof)(V) = g(f(V)) C g(U) C W.

Remarque 5.1 La réciproque de la proposition précédente est fausse.

Proposition 5.2 Soit f : (E,0r) — (F,Op) une fonction d’un espace topologique dans
un autre. On dit que f est continue en xy si et seulement si :

YW e Vi, = W) € Viay).

telle que
ff'W)={z € E: f(x) e W}

Preuve 5.2 C'N
YW e Vi, = 3V € Vi tel que f(V) CW =V e f7HW) = f7HIV) € Vg,
C.S
W € Vi) tel que f7HW) € Vigy). Il suffit de prendre f~Y(W) =V
= f(V)eW.

Exemple 5.4 Soient (E = {a,b,c,d}, Op = {¢,E,{a},{b},{a,b},{b,c,d}}) et (F =
{z,y,2,t} {0, F {aH{x, y} {z,y, 2}}).

On définit deux applications f et g comme suit :

fla) = f(b) =z, f(c) =y, f(d) = t; g(x) = b, g(y) = ¢, 9(2) = a, g(t) = d.

1. Monter que g n'est pas continue en t = f(d).

2. Monter que (gof) est continue en d.

5.1.2 Continuité sur un ensemble

Définition 5.3 Soient [ : (FE,Op) — (F,Or) une fonction d’un espace topologique dans
un autre et A une partie de E. On dit que f est continue sur A si elle est continue en tout
point de A.

Exemple 5.5 Soit [ : (N,Oy) — (R, Og) telles que Oy = {¢,N,{0,1,...,n},n € N}, Og
est la topologie engendée par Br = {¢,R, [0, z], z € R}.
Montrer que f est continue.

Solution 5.1 Soit n € N. [ est-elle continue en n.
Soit W € Vi) = 3V € Vipy | f(V) CW.
W e Vi = 30,2] /f(n) € [0,2] CW = 3[0,2] /n+1€[0,z]CW.
On peut prendre V- = [0,n], car f(V) C [0,z] C W. (f(V) ={[0,n]} ={1,2,3,...,n+1}.

Exemple 5.6 f : (N,0y) — (R, Og) telle que Oy = {¢,N,{0,1,....,n},n > 1}.

Oy définit une topologie sur N moins fine que Oy.

f n’est pas continue sur N muni de O{V car f n'est pas continue en point 0.

En effet , on remarque que [0,0] = {0} n’appartient pas a Oy et par conséquent il existe
un ouvert {0} tel que f n'est ps définie sur cet ouvert ce qui implique que f n’est pas continue.
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Théoréme 5.1 Soit f: (E,Or) — (F,Op) une fonction. Les trois affirmations suivantes
sont équivalentes :

1. f est continue.

2. VW € Op = f~1(W) € Og.

3. VB C F,CB e Op= Cl\?) € Op.

Preuve 5.3 On montre que (1) = (2) = (3) = (1).
(1) = (2)
WeOreWeV,,VyeW.
Soit x € fﬁl(W) = f(l’) eWeW e Vf(x).
[ continue= f~Y (W) € Vi) = 1 (W) € O.
(2) =)
OnaCl = f(CF)
En effet :
1.2eCl Pere fUB) = flz)¢ B= flz) e CE =z € f1(CE).
2.0efNCE) = f(x)eCf= fla)¢B=ad [(B)=zzeCy 7.
Soit BC F,CE € Op = f~Y(CE) € Og?
FUCE) =L P € Op = YD) est ferme.
(3) = (1)
Soit x € E = f(z) € F.
Soit W € Vi) = 3U ouvert de Op tel que f(x) € U C W.
En effet CY est fermé= f~1(CY) = C’IJ;_I(U) est fermé= f~1(U) est ouvert.
MaisU CW = f~Y(U) C f7HW) tel que x € f~H(U) = f~HW) € Viy).

Alors f est continue.

Remarque 5.2 Soit f: (E,Op) — (R, ].|).
Montrer que si f est continue alors f~1({0)} est fermé.({0} est fermé).

Théoréme 5.2 Soient f: (E,0p) — (F,OF) et g: (F,Op) — (G,Og).
St f et g sont continues alors fog est continue.

5.2 Homéomorphisme

Définition 5.4 Soient (E,Og) et (F;OFr) deur espaces topologiques et f une application de
(E,Og) dans (F,Op). On dit que f est un homéomorphisme si :

1. f est bijective.

2. f est continue.

3. f~% est continue.
Exemple 5.7 f: (R,].]) — (R,|.):z— 23 ¢:(R,[]) — (R,].]): 2+~ az + 8.

Remarque 5.3 La continuité de f~! est une condition nécessaire dans la définition d’un
homéomorphisme.
f est bijective.
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Exemple 5.8 f: (E,P(E)) — (F,0) 1z f(z) =2z

Remarque 5.4 f est continue < VW € O : f~{(W) =W C P(E).
Si O G P(E), alors f~ nest pas continue.
[ (E,0) — (E\P(E) sx— [ (z) =2
Car il existe W € P(E) tel que W ¢ O.

Proposition 5.3 Soient E et F' deux espaces topologiques et f une bijection continue de
dans F' alors :

f est un homéomorphisme si et seulement si ['image directe de tout ouvert dans E est
un ouvert dans F.

ou si et seulement si ['tmage directe de tout fermé dans E est un fermé dans F.

Preuve 5.4 Si [ est un homéomorphisme alors f~1 : F — E est continue et par consé-
quent

VYU ouvert de E : (f~Y)"Y(U) = f(U) est ouvert dans F.

Réciproquement

Soit U un ouvert de E, alors (f~1)"Y(U) = f(U) est un ouvert de F et par conséquent
f~1 est continue.

5.3 Séparabilité (espaces de Haussdorf)

Définition 5.5 On dit que (E,O) est séparé (ou un espace de Haussdorf) si :
Ve,ye E:x#y=3IVeVy edW eV, : VAW =de.

Exemple 5.9 L’espace (R, |.|) est un espace de Haussdorf.

Exemple 5.10 (E,P(FE)) est séparé.

Exemple 5.11 Soit & un ensemble non vide et soit a € E.
Op ={AC E,a € A} U{¢}.
(E,Og) forme un espace topologique.
(E,Op) nest pas séparé.

Proposition 5.4 Soit (E,O) est un espace topologique séparé, alors :

Vae E : VEQ/(Q)V = {a}.

Preuve 5.5 a€ N V cara € V,VV € V(,).
VEV((L)

a#zb=y¢ N V.

VeVia)
y;zéa:>E|V€V(a),E|WEV(y):VﬂW:¢
=3dVeVyetygV.

Exercise 5.1 Soient f,g: (FE,Op) — (F,Op) deux fonctions continues.
Montrer que si F' est séparé alors A = {x € E/g(x) = f(x)} est fermé.
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5.4 L’ensemble des applications qui séparent les points

Définition 5.6 Soient (E,Og) et (F;Op) deux espaces topologiques. Une partie A de l'en-
semble des applications de E dans F (F(E, F)) sépare les points de E si, pour tous x,y de
E tels que x # vy, il existe une application f de A telle que f(z) # f(y).

Exemple 5.12 Soit l'ensemble A = {f :R — R: 2 — sinz}.
A ne sépare pas les points car : x =0 et y = m mais f(0) = f(m).

Proposition 5.5 Soient (E, Og) un espace topologique et C(E,R) = {f : E — R continue} |
Si C(E,R) sépare les points alors Uespace (E,Of) est sépareé.

Preuve 5.6 Soient a et b deux points de E tels que a # b. 3 une application f de C(E,R)
telle que f(a) # f(b).

R est un espace séparé et f(a) # f(b) = Vi € Vy(o) et IV, € Vi tels que ViNWy # 6.
Mais Uapplication f est continue donc v = f~1(V1) € Vigy, W = f7H(W1) € Vi) et VN =
é.

Proposition 5.6 Soient (E,Op) et (F;Op) deuz espaces topologiques et f un homéomor-
phisme de (E,Og) dans (F,Or). Alors : (E,Of) est séparé si et seulement si (F;Op) est
séparé.

Preuve 5.7 Supposons que (F,Or) est séparé et que f est un homéomorphisme= (E,Og)
est séparé ?

Sotent a,b de E tels quea%b:rgve Vi, WeVy et VAW = o.

En effet si a # b = f(a) # f(b) (car f est injective). Mais (F,Op) est séparé donc
Vi € Vi) et W € Vi tels que ViNn Wi # ¢ = v = fHV1) € Vi, W = f71{(W) € Vy
et VAW =¢ (f est continue).

Supposons que (E,Og) est séparé et que f est un homéomorphisme=- (F,Or) est séparé ?

méme raisonnement.

5.4.1 Convergence

Définition 5.7 Soient (E,Og) un espace topologique et (x,)nen une suite de E. On dit que
(T )nen est une suite convergente vers x de E si et seulement si YV € Vi), Ing € N : Vn >
ng =z, €V.

Exemple 5.13 Soit E un ensemble infini. On définit la topologie Op = {A C E,C4 fini} U
{¢} sur E. On a :

(Zn)nen converge vers x < Ing € N:Vn > ng = x, = x.

Preuve 5.8 (x,)nen converge vers x = Ing € N:Vn > ng = z, = x.
Soit B = {x, € E : x, # x}. On montre que B est fini. Si B est fini ceci implique que
CB est un ouvert.
x¢B:>x€Cg:>Cg€V(x). AlorsEInOEN:VnznO:anCg. C-a-d x,, # .
dng € N:Vn > ng = x, = ¢ = (,)nen converge vers x (Par définition).
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Théoréme 5.3 Soient (E,Og) un espace topologique séparé et (T,)nen une suite de E
convergente dans E. Alors elle admet une limite est unique.

Preuve 5.9 On suppose que x, — a et x,, — b tels que a # b.
WeVy=dN,eN:Vn>N, =z, V.
VW eV = 3IN, e N:Vn > Ny = 2, € W.
Comme a # b et (IE£,0p) est un espace topologique séparé, alors 3V € Vi, et AW € Vi
tels que VNW = ¢.
Soit N = max{Ny, No} alorsVn > N = x, € VNW = ¢. Contradiction.

Remarque 5.5 Si (E,Og) est un espace topologique non séparé alors une suite peut avoir
plusieurs limites.

Exemple 5.14 Soit E un ensemble quelconque et soit O = {¢, E'} (topologie discéte).
Soit (x)nen une suite de E, alors ,, — x Yx € E. CarVV =FE €V :x, €V = E.

Sous-suites

Définition 5.8 Soient (E, Og) un espace topologique et (z,,)nen une suite de E. Soit (n,)pen
une suite strictement croissante dans N. La suite (,,)pen est appelée sous-suite de (Ty,)pen-

Théoréme 5.4 Soient (E,Op) un espace topologique et (x,,)nen une suite de E. Soit (2, )pen|
une sous-suite de (Tp)nen. St (Ty)nen converge vers x de E, alors la sous-suite (Zn,)pen
converge vers converge vers x de E. La réciprogque est fausse.

Preuve : exercice

5.4.2 Convergence des suites et applications continues

Proposition 5.7 Soient f : (E,Op) — (F,Or) une application continue en x, alors ¥
(Tp)nen une suite de E telle que x,, — = = f(x,) — f(x).

Preuve 5.10 Soit (x,)nen une suite de E telle que x, — x =5 flz,) — f(2).

Soit W € Vygy T "BV = f~Y(W) € V).

T, — xS dngeN:Vn>ny=ux,€V.

= VYn > ny = f(z,) € f(V) = W. Ceci implique que = f(x,) — f(z) d’aprés la
définition de la convergence.

Remarque 5.6 La réciproque est fausse.

Exemple 5.15 Soient (R,0;) = (R,|.|) et (R,Os) telle que Oy = {A C R,Cg fini ou
dénombrable} U {¢}. Soit la fonction

f:(R,0s) — (R,0O)

X I T

1. f nlest pas continue car Oy est plus fine que Oy. |0,1[€ O1 mais |0, 1[¢ O
710, 1[) =]0,1[¢ O,, donc f n'est pas continue.

2. (Tn)nen ®.09) r& dngeN:Vn>ng=x,=ux

done f(x,) = f(x), Yn > ne = f(x,) — f(_x) dans (R, Oy).
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5.4.3 Les points adhérents d’une suite

Définition 5.9 Soient (E,Opg) un espace topologique et (x,)nen une suite de E. On dit que
le point a est adhérent & (x,)nen 8l vérifie la propriété suivante :

VW eV, YyneNdp>n:xz,eV.

Remarque 5.7 Soit (x,),en une suite de E, alors B = UNB" tels que :
ne

B ={z,,n e N}, B, ={z,,p <n}.

Proposition 5.8 Soit A, = {x,,p > n}. Le point a est adhérent & (xp)nen St €t seulement
si a est adhérent a A,,,Vn € N.

i.e le point a est adhérent o (T,)neny < a € ﬂNZn.
ne

Preuve 5.11 a € A, < (VV € Vi : VA, # 9).
SWeVy:Ip2nz, V).

Exemple 5.16 Dans R on considére la suite x,, = (—1)".
La suit (x,)nen est divergente.

Ona:YneN, A, ={r,p>n}={-1,1} = A, ={-1,1}.

Exemple 5.17 Soient (E,Og) un espace topologique et (x,)nen une suite de E telle que
x, — x alors x est un point adhérent & (x,)nen-

Définition 5.10 x est un point adhérent & (v, )neny < (VV € Vi3V e NyIp >n:x, € V).
x est la limite de (xp)nen © (YV € Vigy;Ing € N,Vn > ng 1 2, € V).

Exercise 5.2 Soient (E,Og) un espace topologique séparé et (x,)nen une suite de E telle
que T, — x alors x est l'unique point adhérent & (x,)nen-

Solution 5.2 Sinon x # y et (y valeur adhérente)
=3V €V, W eV, : VAW = ¢
Ty — ¢ (YW € Viyy;3Ing € NVp >mngtxp, € V) = Vp >mng:x, €W (il suffit de
prendre n = ng )
y est un point adhérent & (Tn)nen & (VV € Viy;Vn € NyIp >nxp, € V).
Contradiction avec V NW = ¢.

Remarque 5.8 La réciproque est fausse. i.e il existe des suites divergentes et admettant une
seule valeur adhérente.

Exemple 5.18 Soit la suite (z,)nen définit par

1 sin=3p+1
Tp=14 2p+1 sin=3p+2
2p+2 sin=3p+3

{(xﬂ)nEN} = {17 2a 37 17 47 5a 17 67 77 17 8a 97 }
La valeur 1 est la seule valeur adhérente & (T,)nen.

Exemple 5.19 Dans (R, |.|), soit (z,)nen telle que x,, = n.
La suite est divergente et ne posséde aucune valeur adhérente.



Chapitre 6

Espaces compacts

6.1 Généralités sur les espaces compact

6.1.1 Recouvrement

Définition 6.1 Soient (An)acr une famille d’ensembles de E et I un ensemble d’indices

quelconque. On dit que (Ay)aer €St un recouvement de E si B = UIAa.
ac

1. Si I est fini ou dénombrable on dit que le recouvrement est fini ou dénombrable.

2. Soient (£, O) un espace topologique et (A, )qer une famille d’ensembles de E .
SiVa el : A, € O, on aun recouvrement ouvert.
SiVa el : Cé“ € O, on a un recouvrement fermé.

Exemple 6.1 Soient E un ensemble et A une partie de E, alors A et C4 forment un
recouwvrement de E : E = AU C4.

Exemple 6.2 Dans l’espace topologique usuel (R, |.|), la suite (A, )nen+ telle que A, =]—n,n|
forme un recouvrement ouvert dénombrable.

6.2 Espace compact

Définition 6.2 Soit (E,O) un espace topologique. On dit que (E,O) est un espace topolo-
gique compact si et seulement si :

1. Despace (E,QO) est séparé.

2. De tout recouvrement ouvert de E on peut en extraire un recouvrement fini.

E=UA,A,€0=3JCI(J fini) et E= UJAa.
ae

acl

Exemple 6.3 L’espace topologique usuel (R,|.|) n’est pas compact. Car R = L{N | —n,nl[.
neN*

On suppose qu’on a un recouvrement fini, ceci implique [’existence d’un ng € N* tel que
U | — n,n[=]ng, no[# R.

n<ng

Exemple 6.4 Si E est fini alors (E, P(FE)) est compact.

o1
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Proposition 6.1 L’espace topologique (E,O) est compact si et seulement si
1. L’espace topologique (E,O) est sépareé.

2. De toute famille de fermés de E ayant une intersection vide, on peut en extraire une
sous famille finie ayant une intersection vide.

U Ao
Preuve 6.1 On a ﬂIFa 9o E=Cy = UICé". Ce qui achéve la démonstration.
ac ac

6.3 Les points adhérents dans un espace topologique
compact

Remarque 6.1 Soit (E,O) un espace topologique quelconque. Il peut ezister :

1. Une suite (x,)nen de E sans aucune valeur d’adhérence.

2. Une suite (T,)nen de E admettant une valeur d’adhérence unique mais qui n’est pas
convergente.

Proposition 6.2 Soit (E,O) un espace topologique compact.

1. Toute suite (x,)nen de E admet au moins une valeur d’adhérence.

2. Toute suite (x,)nen de E admettant une valeur d’adhérence unique est convergente vers
cette valeur.

Proposition 6.3 (Caractérisation des espaces topologiques compacts) Soit (F,O) un]

espace topologique compact.

1. Soient (F,)acr une famille de férmés non vides. On suppose que (F,)acr est totalement
ordonée par rapport a l'inclusion alors : OIFa # .
ac

2. Si on suppose que (F,)nen est décroissante (Fy1 C F,) et que F,, est fermé et non
vide alors ﬂNFn # .
ne

Preuve 6.2 1) Posons A, = {z,;p > n}.
Le point x est une valeur d’adhérence a (Tp)neny <= (VV € Vpy : Vn € N Ip > n g
r,eV)eure mNAn.
ne
On a par définition de A, : A1 C A, et A, 7£_¢,
D’aprés la proposition précédente (2) on a : ﬂNAn £ .
ne

2) On suppose que ﬂNﬂn = {z}.
ne

z, — e VVeV,y=3INeNVn>N:z,eV)

WeO:xzecUCV.
On pose : B
F,=4,n(C%)

F, est fermé_et F,.1 CF,Vn E_N*. B
N Fa= 0(3,0(CY) = (040N (CY) = {2} 0 (N A) =6

N
neN neN
=3INeN: Fy=90A4,NC%=¢p=>A, cU=>VYn>N:z,cUCV.
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Preuve 6.3 (2) est un cas particulier de (1). Il suffit de prouver donc (1).
Soit (E,0) un espace topologique séparé et supposons que ﬂIFa =
[e1S

=3J fimi J CI tq ﬂIFa =¢=dag € J: ﬁ[Fa = F,, = ¢. Condraction.
ac ac

6.4 Point d’accumulation dans un compact

6.4.1 Rappel

Soient (£, O) un espace topologique et A une partie de F (A C E).
Soit z de E. On dit que le point z est un point d’accumulation de A si et seulement si
VWeVe :V-{a}nA#¢

6.4.2 Théoréme de Bolzano-Weierstrass

Théoréme 6.1 Soit (E,0O) un espace topologique compact.

1. Toute partie infinie A de E admet au moins un point d’accumulation.
2. Une partie A de E n’admettant pas un point d’accumulation est une partie finie.

3. Dans R toute partie infinie et bornée admet un point d’accumulation.

Preuve 6.4 1) Par absurde :
Supposins que A soit infinie et n’admettant aucun point d’accumulation alors :

¢
Vee BE=3V, eV, :VNA=< ou

{z}
donc {V,,x € E} forme un recouvrement de E ceci implique [’existence d’un ensemble fini
J de E tel que £ = UJV,;, dou:A=ANE=AnN( UJVI) = UJ(A NV,), il s’en suit que
S TE Te

A est finie. Contraduction

(2) est la négation de (1).

3) Soit A une partie infinie et bornée de R = A C [a,b](a < b), mais [a,b] est compact.
On applique (2).

6.5 Les sous espaces compacts

Soient (£, O) un espace topologique et A une partie de E. Soit O4 la topologie induite
sur A.

Définition 6.3 Soient (E,O) un espace topologique et A une partie de E. On dit que A est
compact si (A, Oy4) Uest.

Exemple 6.5 Dans l’espace topologique usuel (R, |.|) tout intervalle fermé et borné [a, b] est
compact.
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Proposition 6.4 Soient (E,O) un espace topologique et A une partie de E alors :
(A,04) est compact < de tout recouvement ouvert dans (E,O) on peut en extraire un
sous recouvrement fini.

Preuve 6.5 =) Soit (Uy)aecr un recouvrement de A (U, € O)
AcC U Ua, mais ANU, € Oy et A= U (Aﬂ Ua), comme (Uy)acr est un recouvrement
de A, alors 3J fini de I tel que A = Y (AOU )= AC UJ(AﬂUa).
ac

<) Soit (Vo)aer un recoum“ement de A.
Vo €04=3U,€0:V,=ANV,.
A=UV,=AC UU = 3J fini C I tel que A C UU = A= UV,.

acl acd

Corollaire 6.1 Soient (E,O) un espace topologique et (x,)nen une suite de E convergente
vers x alors : A ={x,x9,21, ..., Tp, ...} est compact.

Preuve 6.6 Soit (Uy)acr, Uy € O et A C Uan.
ac

reA=3p:2€Upe Vi =3INeN:Vn> N =z, € Us.
Vp < N :day:x, €U,
donc AC (U U,,)UUs.

0<p<N

6.6 Théorémes fondamentaux

Théoréme 6.2 Soient (E, Q) un espace topologique et A une partie de E. Si A est fermé
dans (E,O) alors A est compact.

Preuve 6.7 Soient (F;);c; une famille d’ensembles fermés dans (A,O4). On a : F; = ANG;,
ot G; est fermé dans (E,O).

A est fermé dans (E,O), donc F; est fermé dans (E,O).

ZQIFi = ¢ = 3J fini C I tel que ZQ]F, = ¢ = A est compact.

Théoréme 6.3 Soient (E,O) un espace topologique séparé et A une partie de E. Si A est

compact dans (E,O) alors A est fermé.

Preuve 6.8 On montre que C4 est ouvert dans E. Alors il suffit qu’on montre que C4 est
voisinage de tous ses points. Soit a € Ci, comme (E,O) est séparé alors Vo € A = 3V, €
Vi, W € Vigy : Ve N W, = ¢, alors (Wx)zeA forme un recouvrement ouvert de A. Mais A
est compact (par hypothése) donc il existe xg, 1, ......,xn € A tels que A C 1<EJ<NW1- =W.

On pose V= N V, € Vy
1<i<N
W.NV,=¢0=VNW=¢=acV CCh. Cequ’i fallait démontré.
Corollaire 6.2 Soient (E,O) un espace topologique compact, séparé et A C E, alors on a :
A compact < A fermé.

Théoréme 6.4 Soit (E,0) un espace topologique séparé.
1. Toute réunion finie d’ensembles compacts est un ensemble compact.

2. L’intersection quelconque d’ensembles compacts est un ensemble compact.

Preuve 6.9 Ezercice.
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6.6.1 Continuité et compacité

Théoréme 6.5 (WEIERSTRASS) Soit f : (E,Or) — (F,Op) une application conti-
nue . Si les deux espaces topologiques sont compacts alors l'image f(E) est compact .

Preuve 6.10 Soit (V;);er un recouvrement ouvert de f(FE) dans F. Si f est continue alors
f1(Vi) € Og.
Comme FE = AU]f_l(Vi) et IV est compact alors il existe J fini de I tel que E = ‘UJf_l(Vi).
1€ 1€

Preuve 6.11 On a f(f~1(V;)) C V..

(Vi)ies forme un recouvrement ouvert de f(FE) :

FE) = f(U (Vi) = U I (V) € UV

icJ icJ
Corollaire 6.3 Soit f : (E,Op) — (F,Or) une application continue et bejictive alors

1. 51 E est compact et F' est séparé alors F' est compact et f est homéomorphisme.

2. YA C E, A fermét alors f(A) est fermé.
Preuve 6.12 FEzercice.

Théoréme 6.6 Soient f : (E,0) — (R, |.|) une fonction continue et (E,O) espace com-
pact alors f est bornée et atteint ses bornes.

Preuve 6.13 Comme E est compact et f est continue alors f(F) est compact dans R donc
f(E) est borné et fermé, donc ils existent y, et yo de R tels que y; < f(x) < ys et ils existent
xy et xo de E telles que f(x1) = y1, f(22) = Y.

Exemples et remarques

Remarque 6.2 1. Soit la fonction
f:R—R

xr
H
1+ |z

T

comme (R, |.|) n’est pas compact alors f est bornée mais n’atteint pas ses bornes.

2. La fonction

f:R—R

T—ar+b

est non bornée.
3. La fonction

f:la,b|— R

r+— T

est bornée mais n’atteint pas ses bornes.
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6.6.2 Produit d’espaces compacts

Théoréme 6.7 Soient (E;, O;)i=1,..n, ,n espaces topologiques. Posons E = HZVE; et O =
I=10; . la fonction projection p; : E = 1I:=0E; — E; est une fonction continue.

Preuve 6.14 FEzxercice.

Proposition 6.5 Soient E = II'Z'E; tel que E; est séparé pour tout i variant de 1 a n.
Pour toute partie K C E compacte on a : p;(K) compacte dans E; (Vi=1,...,n).

Théoréme 6.8 Le produit fini d’espaces compacts est un espace compact.

Remarque 6.3 (Tykhonov) Le produit infini d’espaces compacts est compact.

6.6.3 Les compacts dans R”

Proposition 6.6 Les ensembles compacts dans R™ sont les fermés bornés. (A compacts At
fermé et borné).

Preuve 6.15 A compact= A fermé et borné ¢
A compact=> p;(A) compact.
pi(A) compact dans R = p;(A) est fermé et borné.
pi(A) fermé et borné.= p;(A) C [a;,bi] tels que —o0 < a; < b; < +00.
A fermé et borné.= A compact ?
A borné dans R" & A C =7 ay, b
Comme |a;, b;] est compact donc T1:=7[a;, b;).est compact dans R™.
A est fermé dans le compact 11:=}[a;, b;], donc A est compact.

6.6.4 Les ensembles relativement compacts

Définition 6.4 Soient (F,O) un espace topologique et A une partie de E. On dit que A est
relativement compact dans E si A est compact.

Exemple 6.6 [a,b], |a,b] sont relativement compacts dans R.
10, 1] est relativement compact dans R mais non relativement compact dans |0, +00].

6.6.5 Propriétés des ensembles relativement compacts

Proposition 6.7 Soit (F,O) un espace topologique. Soit A une partie de E relativement
compact et B C A alors B est relativemnt compact dans E.

Preuve 6.16 SiBC A= BCA
A compact et B est fermé donc B est compact.

Remarque 6.4 Si E est compact alors VA C E, A est relativement compact.
Soient (E,O) un espace topologique et A; C E,Vi=1,...,n.

A; est relativement compact = 1<U< A; est relativement compact. Remarquons que 1<U< A; :|
SIS Stsn

U A;.

1<i<n
Si A est relativement compact alors toute suite de A admet une valeur d’adhérence dans

E.
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6.6.6 Espace localement compact

Définition 6.5 On dit que E est localement compact si tout point de E posséde au moins
un voisinage compact.

Corollaire 6.4 Dans l’espace (R, |.|) tout point admet un voisinage compact.
Si (E,O) est compact alors il est localement compact.
(E, P(E)) est localement compact.
Q n’est pas compact mais il est loacalement compact.

Proposition 6.8 Soient (E,O) un espace topologique localement compact et A C E. Si A
est fermé dans E alors A est localement compact.

Proposition 6.9 Soient (E,O) un espace topologique localement compact et A; C E (i =
1,...n). Si A; est localement compact pour tout i dans {1,...,n} alors NA; est localement

compact.

Preuve 6.17 Soient A et B dans E et supposons qu’ils sont localement compacts. Est ce
que leurs intersection est localement compact ¢

Soitre ANB=x€AetxreB

= K € V4(z), K compact, L € Vg(x), L compact.

K=K ﬂA, K, € VE(Z‘),L =L1NB, L € VE(ZL‘)

= K N L est compact.

KNnL=(KNnA)N(LiNB)=(AN)N(K;N L) mais (K; N Ly) € Vg(z)

= (KNL)e Vanp(x).

Proposition 6.10 Soient (E;, O;)1<i<n des espaces topologiques localement compacts alors
(=0 B, TET0;) est localement compact.

Preuve 6.18 z € [IZ'E;, © = (11, ..., Ty,)-
x; € E; qui est localement compact alors il existe K; € Vg, (x;), K; compact
= K =II'Z1K; est compact et K € Vg(x).

Corollaire 6.5 R" est localement compact.

Exercise 6.1 Si (IIZ7E;, T1:Z10;) est localement compact est ce que (E;, O;) est compact
(1=1,...n).

Remarque 6.5 Soient (E,O) un espace topologique et A, B deuz parties de E.
Si A et B sont localement compacts alors leur reunion n’est pas obligatoirement compact.
Soit f : E — F une fonction continue.
Si E est localement compact alors 'image f(E) n’est forcément localement compact.



Chapitre 7

Espaces connexes

7.1 Espaces connexes

Un espace topologique (£, O) est dit connexe si et seulement si I'une des trois conditions
equivalentes suivantes est verifiée.

1. E n’est pas réunion de deux ouverts non vides disjoints.
2. E n’est pas réunion de deux fermés non vides disjoints.

3. E et ¢ sont les seules parties simultanément ouvertes et fermées.

Exemple 7.1 Soient E = {a,b,c,d,e} et O ={¢, F,{a},{c,d}, {a,c,d},{a,c,d e}}
Verifier que (E,O) est un espace topologique.
L’espace topologique (E,O) n’est pas conneze car :E = {a}U{b,c,d, e} et{a}N{b,c,d, e}
pu— ¢‘

Exemple 7.2 L’ensemble R munit de la topologie usuelle est un espace topologique connexe.
En effet supposons que A C R tel que A # ¢ et A # R et que A est a la fois ouvert et fermé.

soit v ¢ A et x € R tel que AN| — 00, x| # ¢ ou AN [x,+00[# .

Sans perte de généralité on suppose que AN [z, +0oo[# ¢.

Onax ¢ A= B=AN|x,+oo[= AN|z,+oo[= B est un ensemble ouvert et fermé.

supposons que l’ensemble B est minoré par b. Comme B est ouvert et b € B = 3h > 0
tq :

1b— %, h + %[C B=10b- % € B, mais b est la borne inférieure de B. Contradiction donc
A=¢ ou B=R.

Exemple 7.3 (E, P(E)) est connexes E = {z}.

(E, P(E)) connexe = E et ¢ sont les seules ouverts et fermés a la fois. ({z} € P(E) et
ct e P(E)) = E = {x}.

E ={x} = (E;P(F)) est connexe.

7.2 Les sous-ensembles connexes

Définition 7.1 Soient (E,O) un espace topologique et M une partie de E. On dit que M
est connexe si et seulement si l’espace (M, Oyr) est conneze.
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Proposition 7.1 Soit M wune partie de E. La partie M est non connexe si et seulement si
(A, Be O,AnNM#¢,BNM#p,M C AUB et MN (AN B) = ¢).

M est non connexe < (M,Oyr) est non conneze

~ (HAl,Bl S OM7A1 7é QS,BI #QS,M =A UBy et AiNB; = ¢)

Preuve 7.1 Appliquer la définition d’un espace connexe.
Proposition 7.2 Dans (R;|.|, si A n’est pas un intervalle alors A n’est conneze.

Preuve 7.2 Soit A C R et supposons que A n’est un intervalle alors A n’est pas connexe. En
effet si A n’est un intervalle alors 3a,b € A tels que [a,b] € A, ou encore il existe ¢ € [a,b]
et ¢ ¢ A. Alors {] — 0o, c[NA,]c,+00[NA} est une partition de A par deux ouverts de A et
aucun de ces deuzr ouverts n’est vide car a €] — 0o, c[NA et b €]c, +00[NA. Donc A n’est pas
conneze.

Remarque 7.1 On montre que l'intervalle est un ensemble connexe.
Exemple 7.4 Dans R?, ’ensemble M = {(x,y) €} R? 2> — y? > 4} n’est pas connexe.

Exemple 7.5 Soient E = {a,b,c,d, e} et O ={{c},{c,d, e}, {a,b,c},E, ¢}.
L’ensemble M = {a,d,e } n’est pas conneze.

Exemple 7.6 Soient E = {a,b,c,d,e} et O = {{b,c,d, e}, {a,c,d},{c,d} {a},E,¢}.
Soit M = {b,d,e} .
(E,O) n’est pas connexe.
M est connexe.

7.3 Théorémes fondamentaux

Théoréme 7.1 Soient (E,O) un esapce topologique et (A;);cr une famille d’ensembles connezesl]
Si Uintersection de (A;)icr n'est pas vide alors U'union de (A;)ie; est conneze.

Preuve 7.3 Soit A = ‘UIAi' On suppose que A n’est pas connere= U, Us € O : U N A #
1€

¢,UQQA§£¢,(U1QU2)QA:¢ 6tACU1UU2.

=Viel,A;, CULUU; et (UyNU;)NA; = ¢. On a par hypothése que A; est conneze
donc A;NUy = ¢ ou A; NUy = ¢. Mais on a par hypothése que x € 'Q]Ai + .

reACU UUs.

Suppososns que x € Uy

sreUnA,Viel

@AiﬂUQZQﬁ,\V/iG]

= 'g[(AimUQ) :AﬂUQ :gb

Contradiction avec AN Uy # ¢.

Définition 7.2 Soit A C R™. On dit que A est conveze si et seulement si Na,b € A : [a,b] C
Atqla,b)={a+tlb—a),0 <t <1}
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Exemple 7.7 Dans R", toute partie convexe est connexe.
[0,1] est convexe dans R.

Théoréme 7.2 Soient_(E,O) un espace topologique et A, B deux parties de FE. Si A est
connexe et si A C B C A alors B est connexe.

Preuve 7.4 On suppose que B n’est pas connexe, donc
AU, U, € O :UiNB# ¢, UsNB#¢,(UNUy)NB=¢ et BC U UUs.
ACB:>ACU1UU2 Bt(Ulng)mAI¢.
A est connexe= ANU; = ¢ ou ANUs = ¢.
On suppose queA N Uy :gb; UNB=2¢.
SizrceUNB=xcAetzecl,
rel,eO0=U eVy
reA=ANU, #¢.
Contradiction.

Corollaire 7.1 Soient (E,O) un espace topologique et A une partie de E. Si A est connexe
alors A l’est aussi.

7.4 Connexité et continuité

Théoréme 7.3 Soit f : (E,Or) — (F,Op) une fonction continue. Si E est connexe alors
f(E) Uest aussi.

Preuve 7.5 Soient U,V € Op tels que :f(E) CUUV, f(E)NU # ¢, f(E) NV # ¢.
fYU) € Og, f1(V) € O (f continue).
fFFAUUV) = fHU)U V)
FE)CUUV = E = fYU)U f (V).
E est connexe= f~H(U) = ¢ ou f~1(V) = ¢.
fFlU)=¢ = f(E)NU = ¢.

Contradiction avec U’hypothése donc f(E) est connexe.
Remarque 7.2 Si f est continue surjective alors f(E) = F est connexe si E est.

Proposition 7.3 Les intervalles sont des ensembles connexes dans R.

Preuve 7.6 Soit A un intervalle = A est connewe
Soit A =]a, b].
A est homéomorphe a R donc il est conneze.
Si n’est pas ouvert alors A l'est. A =]a, .
Mais A C A C A(=A). Ce qui achéve la démonstration.

Corollaire 7.2 Soit f : E — R une fonction continue. Si E est connexe alors f(F) est
un intervalle.

Théoréme 7.4 (Valeurs intermediares) Soient f : E — R une fonction continue et E
conneze.
Si f atteint A1 et Ao dans R alors f atteint toutes les valeurs de [Ai, Ao].
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Preuve 7.7 E conneze et f continue= f(E) connexe= f(E) intervalle= [\, X2] C f(E).
Exercise 7.1 (E,O) connexes (f : E— {0,1} = f =0 ou f = 1).

Théoréme 7.5 Le produit d’une famille (E;, O;);c; d’espaces topologiques mon vides est
connexes si et seulement si (E;, O;) esr connexe Vi € I.

Preuve 7.8 Ezxercice.

7.5 Composante connexe

Définition 7.3 On appelle composante conneze (notée C(z) = C,) la reunion de toutes les
parties connexes contenant .

Théoréme 7.6 C, = C,.

Preuve 7.9 x ¢ E=C, C C,
C, connere—> C, est conneze.
C, est le plus grand ensemble connexe contenant x donc Cy, C C,
— C, = C,.

7.5.1 Relation d’équivalence

Soit (F, O) un espace topologique. On définit une relation d’équivalence comme suit :
xRy & (A C E, A connexe tel que : z,y € A).

1. On vérifie que R est une relation d’équivalence.

2. La classe d’équivalence de = de E notée T est égale a C,.. (T = C,).

T C C,7

xNyerT =y € C,

y €T < xRNy < (A C E, A connexe tel que : z,y € A) = A C C,.

ye A= yeC,.

k) Cp C T?

yeCpzelC,=2Ry=yer.

R forme une partition de E. Les éléments de % sont les composantes connexes de F.
xgEszEet C,NCy = ¢ siC, # 0.

Définition 7.4 Soient (E,O) un espace topologique et A une partie de E. Les composantes
connezes de A sont les composantes connexes de (A, Oy).

Exemple 7.8 £ = {a,b,c,d,e}, O ={¢, E,{a,c,d},{c,d},{b,c,d,e}}
Les composantes connexes de E sont {a} et {b,c,d, e}.
A ={b,d,e} est connezxe et elle est incluse dans {b,c,d, e} .

Exemple 7.9 Soit (E,O) un espace topologique conneze.
Vee E=C,=F.
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7.5.2 La connexité locale

Définition 7.5 Soit (E,O) un espace topologique. On dit que E est localement conneze si
tous point x de E. admet un systéme fondamental de voisinage connexe et ouvert.

Vo € E\YV € Vg = IW (connexe et owvert) : W C V

Proposition 7.4 Soit (E,O) espace topologique connexe<— B = {U € O,U connexe} est
une base de O.

Preuve 7.10 On rappelle que :

BCO,B base <= (Vx € GVGe€ O = U € B tqg:zcUCQG).

Soit (E,O) un espace topologique connexe—> B = {U € O,U conneze} est une base de
07?7

UeO etxelU= U e V) = W ouwvert et connexe tel que : v € W C U.

C-a-d : qu’il existe W dans B tel que x € W C V.

B ={U € O,U connexe} est une base de O = (E,O) est connexe ?

Soit x € E;V € V(a;),f/ € 0.

reV =3U€eB telquemGUCf/. C-a d :U connexe et U €V.

Exemple 7.10 R est localement connexe.
Exemple 7.11 (E, P(E)) est localement connexe.

Exercise 7.2 Soient (E,O) un espace topologique et A une composante connexe de E alors
A est ouvert.

Exercise 7.3 Soient (E,Og), (F,OF) deuzx espaces topologiques localements connexes alors
(E' x F,Op x Op) est localement conneze.

7.5.3 Connexité par arc

Définition 7.6 On dit qu’un espace topologique (E,QO) est connexe par arc si Nz,y €
E,3f :[a,b] CR — E continue telle que :f(a) =z et f(b) = y.

Exemple 7.12 Soient E = {a,b,c} et O ={E,¢,{a},{a,b}}

a s10<t<1
¢ b‘fl(t>:{b sit=1
a s0<t<1
W_’C:ﬁ(t)_{c sit=1
b s10<t<1
b<—>0:f3(t>:{c sit=1

Exemple 7.13 B = {(z,y),y = 0,5 <z < 1} est conneze par arc.
A= {(x,y),y =ZneN,0<r< 1} est connexe par arc.
AU B est connexe mais il n’est pas connexe par arc.
Propriétés
1. Si A est connexe par arc alors il est connexe.

2. Soit f : (F,0r) — (F,Op) une fonction continue et F est connexe par arc alors f(F)
est connexe par arc

3. Si A est connexe dans R™ alors A est connexe par arc.
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