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1)

SERIES NUMERIQUES

GENERALITES ET DEFINITIONS

Soient (u, ), Une suite de nombres réels (complexes), I'étude de la série c’est

donnéunsensa up+uj +.....+u, +....
Définition
Soit (u,),. Une suite numérique, on appelle série de terme générale u, la

somme infinie définie par

~+00 n
S= >Yu,= Lim Yu= Lim S, (1)
n=0

n—>+0 | —() n—>-+oo
tel que (S,)pen estla suite de sommes partielles de la suite (uy, ),y
Définition
Silalimite S= Lim S, existe et est finie, on I'appelle la somme de la série (1) et

n—+0
on dit que la série converge. Si la limite S= Lim S, n’existe pas on dit que la
n—>+o00
série (1) diverge.

Définition

On appelle reste d’ordre n la quantité définie par :

Rn:un+1+un+2+ ..................... = Zuk
k=n+1
EXEMPLES
soit la série > ar®
n=0
l_rn—i-l
Ona S, =a
I-r



. a -
si ]r| <1 =385, o 1 la série converge (CV)

si ]r| >1 =8, ——— >+, la série diverge (DV)
n—>+00

sir=1 =S, ——— 00, la série diverge (DV)
n—+0

_,la série diverge (DV)

sir=-1 =S, —— . .
S1 n estimpair

n—+oo

0 si n est pair
a

2) Soit la série > _
n>1 n(n+1))
n n
Ona Sh =2, L ¢t 1 1 >
k=1 k(k+1) kzlk (k+1) n+l n—+0

Théoréme (CAUCHY)

Soit (S,) une série de terme générale u, ona:

Z>:0un Converge < Ve>0,>N(e) e IN:Vn > N(e),Vpe IN= ’unH FotUp <8
n=z
Preuve

Si la série converge < (Sy) converge
o Ve 0,5N(e) e IN:Vn> N(),Vp e IN = ]smp —sn] <&
Théoréme

L’ensemble des séries convergentes muni de la somme des séries et de la

multiplication par un réel forment un espace vectoriel sur IR
Preuve

On peut vérifier sans grande difficulté qu’avec les opérations

S+W=(Zunj+(Zan
n>0 n>0

SRR,

n=>0 n=>0



L’ensemble des séries convergentes forment un espace vectoriel sur IR.

Théoreme

On ne modifie pas la nature d'une série en modifiant un nombre finie de ces termes

Démonstration

Soient Sp=>xu, et T,=>v,
n n

telles que

U, =vy pour n=>N
Uy #Vpy pour n<N

Ona
N-1

Sp—Th =2 (U —Vy) e (1)
n=0

Si (S, ) converge < (T, ) converge grace a (1).

Exemple

Etudier la série suivante

1
%n(n+1)
Solution
: = LR on en déduit que
ah(n+1) 'n n+l
I 1 1 1 1 1 1
Sp = U] F e +uy, =l —— -
2 2 3 3 n n+l n+1

donc lim S, = lim 1-——=1 ce qui implique la convergence de la série.
n—oo n—o n+1

SERIES A TERMES POSITIFS

Définition



b)

Toute suite a termes positifs est une série dont les termes sont tous non négatifs

a I'exception d’'un nombre fini d’entre eux.
Remarques
Une série a termes positifs est:

Soit convergente.

Soit divergente vers l'infini

Soit une suite (u,) de termes positifs. Pour que la série > u, soit convergente
n

il faut et il suffit que la suite s, =uj+........c. +u, soit majorée c-a-d
(Du, CVs, =Uuj 4. +u, < majorée).

n
Théoreme

Soient (u,) et (v,) de suites de nombres réels vérifiant u, <v, a partir d’'un

certain rang N alors
a) vy CV. =>u, CV
n n

b) Yu, DIV =3v, DIV

n n

Démonstration

a) dvy, cv. = du, cv ?
n n

n

Sn = Zuk <
k=1

T M=

o0
Vi < Y vip =M c-a-d.que S, <M ¥n e IN
1 k=1

=>>u, cv
n

b) On utilise la contraposée

dv, v = du, cv <& du, div = v, div
n n n n



Corollaire
Soit (Vp, ) une suite positif qui ne s’annule pas a partir d'un certain rang N, soit

(up) une suite positif .Supposons que les deux suites vérifient lim —* =k
n—o Vi

alors

a) sivp, cv et 0<k=<wo =>u, cv
n n

b) sidv, div et 0<k<oo =>u, div

n n
Démonstration

La méme démonstration que celle utilisée dans un théoreme semblable dans les

intégrales impropres.
Corollaire

Soient (u,, ), (V,,) deux séries a termes positifs vérifiant :

Un+l .~ Vn+l
Up Vn

Vnzny , npg un rang

alorson a

1) si Dv, ov = Hu o
n n

2) Du,div = > v, div

n n

Démonstration

u \% i . u Uy,
—n+l <7+l yn>ng  cecientraine que —~<—% V n>n,
Up Vn Vn Vi,




Le théoreme précédent et ses deux corollaires achevent la démonstration.
Théoréme

Soit Y u, une série a termes strictement positifs alors
n

1) s'il existe un q tel que 0 <q <1 etun nga partir duquel

u
ona 2l <q
Un

alors la série > u, converge
n

2) s'il existe un rang n a partir duquel on a —n+1 > 1 alors la série diverge.
Un

Démonstration

u . 4
1) “—“Sq SI n2ng = up ;] < qup, parrecurrence on trouve

Up
n _ n_ 1; _
2upn < XY upq =un,. 2q = hmOO - Ung =Uny 17— cv
n=n, n=n, n=n, n— q q
donc la série converge
2) Intlsq g > >u. Vn> >
2 S1 n=z2ng = Unpy1 24Uy nz2ng =u, 24Uy

u1’1
Le terme général ne tend pas vers zéro, d’ou on a divergence.
Corollaire (Regle de D'alambert)

Soit Y u, une série numérique tel qu'il existe un réel q qui vérifie

lim Untl _
n—oo Up

q

alors



1) si g=< 1lasérie converge.
2) si > 1 la série diverge.
3) si q=1 on ne peut rien conclure.

Démonstration

.u . .
1) Ona lim —2*L = q =<1, alors il va exister unnp et 0<q =<1 tels que pour
n—oo Up

u ) N 7 N 7 \ 7 -
tout n>no ona —2+L < q ,d’apres le théoreme précedent la série converge.
u
n

. u u
2) lim 2L —g~1 =3 n; tel que V n>n; =-2t>] et
n—o Upy Up

d’apres le théoréeme précedent la série diverge.
Théoreme

Soit > u, unesérietelque u, 20 V n >0 alors
n

1

1) s'il existe 0<q <1 et un rang np a partir du quel on a (un )H <q,la série
converge

1
2 )s’il existe un rang no a partir du quel on a (un ); > 1, la série diverge

Démonstration

1
1) on a pour n>ng (u,)y <q<(u,)<q” mais 0<q=<1 etdu, <>q"
n n
la série de terme général (qn) converge, alors il en est de méme pour la série de
terme général (un).
1
2) pour tout n >n; (u,), >1=u, =1 donc lim u, #0 alors la série

n—ow

diverge

10



Consequence (Regle de CAUCHY)

Soit (un) une suite de nombres positifs

soit L=limsup(u, )y ,0<L <400
n—oo

Si L<1 la série converge.
Si L>1 la série diverge.
Si L=1 on ne peut rien conclure.

Démonstration

1 1
1) limsup(u, Ja =L <1=3n, telque Y n>n, ona (u,)n <qavec0<q=<1

n—oo

d’apres le théoreme précedent la série converge.

2) Si L>1 la condition nécessaire n’est pas vérifie, donc la série diverge.

Exemple

Etudier la convergence de la série suivante :

L1
ona lim sup(u, ), = <1 doncla série converge.
n—>o0 4

COMPARAISON D’UNE SERIE AVEC UNE INTEGRALE

Théoreme

Soit f:[0 ,00[ —> IR une fonction continue positive et décroissante alors la série

Y fm)=f0)+f()+.......... +f(n)+....... est convergente si et seulement si
n

o0

[f(x)dx est convergente.

0

Démonstration

11



f est positive décroissante= Vx e [n,n + 1] ona f(n)>f(x)>f(n+1), on

n+l
intégrant l'inégalité on trouve f(n)> jf(x)dx >f(n+1), VnelINdonc on peut
n

m+1
écrire : Zf(k) > jf(x)dx > > f(k)
k=n n k=n+1
mais
n+1 n+2 +1
jf(x)dx+ jf(x)dx+ ................ +Lrnn f(x)dx)2f(n+D)+f(n+2)+......... f(m+1)
n+1
o0
si de plus on suppose que jf(x)dx est convergente alors il vient
0
m+1 m+1
Y (k)< [f(x)dx < j f(x)dx <M Vn,melIN.
k=n+1 n

comme la suite des sommes partielles est bornée alors la série de terme général

f(n) est convergente.

m+1
d’autre parton a Zf(k) > [f(x)dx = Zf(k) > j'f(x)dx o ou cas ou l'intégrale
k=0 0 k=0 0

est divergente.
Exemple

Quelle est la nature de la série Z —— (série de REIMMAN)?

n=1n%
Solution:
Ona Z— =[“f(n) ou f(x):L
1 a
n=1n% X
si <0 alors u, ne converge pas vers O donc la condition

nécessaire  n'est pas vérifiée. la série diverge.

12



1
- n

cv si a1
dv st a<l “1n

dv si o<l

SERIES A TERMES DE SIGNE QUELCONQUE

Définition

Soit > u, une série numérique réelle, on dit qu’elle est absolument convergente
n

sila série Z|un| est convergente.
Définition

Une série est dite semi-convergente si elle est convergente sans étre absolument

convergente.

Remarque

L’étude de la convergence d'une série est I'étude de la série a termes positifs, par
conséquent tous les résultats établis dans le paragraphe précedent peuvent étre

réutilisé dans I'étude de la convergence absolue
Lemme (Identité d’Abel)

Soient (un) et (vn) deux suites réelles on a

n n
2upvg =Upvper— 2 Uk(viggr—vk)  ou Uy = Duy
k=0 k=0 k=0

Démonstration

On remarque que ux=Uk+1-Ux ,k>1

13



n n
2ugvg =ugvg + 2 (Ug =Up_p)vg

k=0 k=1
n n-1
=ugvg + 2 Ugvg — 2 Uygv,
k=1 k=0

n n
=ugvg + 2 Upvk =(Ugvy + 2 U vy =Upvipyg)
k=1 k=1

n
=ug(vo—vp)+ 2 U (v = Vi) +Upvpgg
k=1

n
=2 U (v = vis1) +Up vy
k=0
Théoréme (regle d’Abel)
Soient u, et vy, deux suites réelles vérifiant les deux conditions

1) un, monotone et limu, =0
n—>oo

2) 3 M>0 : [Uy[<M, VnelN
Alors Y u,v, converge.

Démonstration

n n
Sp= 2 ugvig =Upvpp+ 2 Uk (Vg — Vi)
k=0 k=0

U, bomée et v, >0 =U,v, >0

ona
o0
> (Vi41 —Vk) convergente ®
k=0 = 2Un(Vns1=Vn) oV
U, bornée n=0

14



Uy bornée = |Un (Vn—i-l ~Vn )’ < M(Vn+l _Vn)
mais - ’Un|(Vn+l —Vp) SUp(Vpy1 —vy) S |Un’(Vn+l ~Vp)

=>0<U,(Vpe1 = Vo) + ’Un|(Vn+l —Vp) < 2‘Un(vn+l - Vn)’

Zlen’(Vn—i-l —vp) ov =2 (Uy(vpy _Vn)+’Un’(Vn+1 —Vp)) ¢V

0 n
= 2 Un(Vpr1—=Vn) v <& X2 Up(Vke1—Vk) v = Sy cov
n=0 k=0

Corollaire (Dirichelet)

Soient u, et vy, deux suites telles que

1) u, monotone bornée.
o0
2) > v, converge
n=0
o0
Alors >u,v, convege
n=0

Démonstration

Soit u =limu, u, —u estmonotone et limu, -u=0
n—>oo n—>o

n 0 0
D Vk|<M car DY v, cv=>ABEL= ) (u,—-u)v, cvet comme ) uv, cv= > u,v, CV
k=0 n=0 n=0
Exemples
L cosnx
1) > converge pour tout x
n=] 1
1 keZ
ona ]1 +COSX+COS2X +ovirrreeenenn + cos kx| < pour
. x’ x # 2kn
SlnE

15



1 —0 , ABEL :Zlcosnx converge pour X #2km
n n

2) Y ——(-0,5)"
n=0 n-+ 1

S (05"  cv

o0
n
n=0 = > ——.(-0,5" converge
—— monotone bornée
n+1

SERIES ALTERNEES

Définition

o0
Soit U, une suite positive, la série Y (—1)"u,, est appelée série alternée.
n=0

Théoréeme ( LEIBNIZ)
Soit un une suite positive telle que
1) u, est décroissante.

2) lim u, =0

n—>oo

o0
alors la série alternée > (-1)"u, converge et ]S - Sn] <Upqg

n=0
Démonstration
S2n—1 = (u() —u1)+(u2 —U.3)+ ........................ +(U.2n_2 —uzn_l)
SZn+l I(Llo—ul)-i- ............................................ +(U2H—U2n+1)

= Son-1 +(u2n —U2n41)
donc S,,_; est croissante.

S2n-1 croissante majorée = convergente et lim S,,_; =S
n—oo

D ‘autre parton a Son =Son_1 +up,

16



donc Szn converge et lim S;, =S+0
n—oo

0
par conséquence Sy converge et lim S, =S< Y (-1)"u,  converge
n—© n=0

o0
de plus S-S, = Z(—l)kuk <upq

k=n+1
Exemple
< (_l)n ' A 1
——  converge d'aprés LEIBNIZ et |S—Sn] <
n—> In(n) In(n+1)
Remarque

On peut utiliser la regle d’ABEL pour démontrer le critere de LEIBNIZ.

CONVERGENCE ABSOLUE ET SEM-CONVERGENCE

Définition
o0 o0
Une série ) u, estdite absolument convergente si Z|un] converge
n=0 n=0
Theoreme

Toute série absolument convergente est convergente.

Démonstration

i\un|cv SV e>0,INe IN :vVmn 2N= U, [+, +u,|<e
n=0
mais
Ve-0,>5NeIN: V mn2N =u,+t.o... um’£|un|+ ................
= OZO:un cv daprés CAUCHY
n=0
Exemples

17



cosn
1) > 5~ estconvergente car elle I'’est absolument.

n>0 n

cosn

n2

on a

<—- Le critere de comparaison entre séries a termes positives
n

acheve la démonstration.

© o 2
) Y sin(2n” +1)

5 cv abs

Remarque

La réciproque est en générale fausse

Exemple

® (-p" ) |

> cv (LEIBNIZ)  mais > — dv
n=0 1 n=01
Définition

o0 o0 o0
Une série ) u, estdite semi-convergente si > u, converge et Z]un| diverge

n=0 n=0 n=0
Exemples
® (=p" % cosn
)3 T s O
n=0 V1 n=0 I

18



SUITES DE FONCTIONS ET SERIES DE FONCTIONS

Définition

Soit E une partie de IR et F(E,IR) '’ensemble des fonctions réelles a variables

réelles définie sur E .
Definition
On appelle suite de fonctions sur E, toute suite (f, )ne N d’élément de

F(E ,IR), c-a-d toute application :

f:IN——> F(E;IR)
n—-—>1f,

avec:

f,:E—>IR

x —> f, (x)

Remarque

Ne pas confondre la suite de fonctions (f, )neIN et la suite numérique
(Fa ())nern

Exemple

fo(x)=x" xelR, f, e F(IR;IR)

Convergence simple
Définition

La suite de fonctions (f, ) est dite convergente au point Xo de E si la suite

n e IN

numérique (f, (x o)), . converge. (f, ) .y estsimplement convergente

nel

sur une partie [ de E si elle converge en tout point de L.

Définition

19



On appelle domaine de convergence de la suite (f, ) le sous-ensemble

ne IN ’

de E défini par D = {x,x eE:f,(x) converge}

Définition
On appelle limite de (f, ) _y lafonction fdéfinie sur D par:
f(x) = Lim f,(x) VxeD
n—-+o
Remarque

(fn ), . estsimplementconvergente sur I

& Vxel,Ve>0,5N,, eIN:Vn> N, = [f(x)-f(x)|<e

© VxelLVe>0,5N,, eIN:Vn,m> N, = |f,(x)-f, (x)|<¢
Exemple

Si |x|>-1=x" diverge

Si x=-1=(-1)"diverge
Si |x|<1=x" converge
Si x=1= )" =1 converge

donc

0 si—1<x<1
fa—=8= .
1 S1 x =1

CONVERGENCE UNIFORME

Définition
La suite de fonctions (fn )neIN est dite uniformément convergente sur I de E

vers la fonction f si

Ve 0,5N, eIN:Vn>N_, Vxel=|f,(x)-f(x)|<¢

20



posons ||f|| = Sup|f(x)

xel

,(norme de f)

Proposition

La suite de fonctions (fn )neIN est uniformément convergente vers f sur [ si et

seulement si Hf - f“HW)O

Démonstration

Il suffit de remarquer que Vx € I,

£, (x) = £(x)| < & < Sup|f, (x) - f(x)| <€

xel

Exemple

La suite f,(x)=x" xe [0 , l[ converge simplement vers f=0,mais pas

uniformément car ||f - an = Sup an (x) - f(x)] = 1,ne tend pas vers zéro
x€(0.1

mais sur [0,8 telque 8 <1 ona Sup |x"|=8"—0
xe[0.3] Nt
= CU sur [0,8] V& <1
Théoreme
La convergence uniforme entraine la convergence simple.
Démonstration
Soit x e [,on a
n—-+oo

|, (x) — £(x)| < Suplf,, (x) - £(x)| = |f, — f||m>o donc f,, (x) —————f(x)
xel

Remarque

L’exemple précédent montre que la réciproque est fausse.

f,(x)=x" xe [0 , 1[ converge vers 0 sur I simplement mais pas uniformément.

Théoréme (critere de CAUCHY)

21



Pour que la suite de fonctions (fn )neIN soit uniformément convergente sur I il

faut et il suffit que :

Ve>0,5N.eIN:Vn,m> N_,= an - fm||< g
Démonstration

=

Supposons (fn )ne N uniformément convergente sur I vers f

Soit € -0

>N, e IN:Vn >N, = |f, -f|<e/2
vm =N, = [f, —f|<e/2

donc
Ifn = fm | = £ = ]|+ [fm — £ < e/2<e/2+e/2=¢
—
Supposons la condition vérifiée et montrons que (f, ), .y estuniformément
convergente.

Sulp| f.(x)— fm(x)|m>0 =
Xe

vxe | :|f, ()~ f, (x| < Sup|f,(x) = fr,(X)|———>0
xel

n,Mm—-+o0o

donc (fn (x))neIN est de Cauchy dans IR et par conséquent (fn (X))neIN

converge vers une limite noté f(x)

f(x) = Lim f,(x) Vx el

n—>-+oo

vn,m=N |f,(x)—f,(x)[<¢

vn>=N  Lim |f,(x)-f,(x)|<¢
m—>+0

22



vnxN [f,(x)-f(x)|<¢

Donc (fn )n <IN Converge uniformément vers f sur I

SUITES DE FONCTIONS CONTINUES

On note par CO(LIR),I’ensemble des fonctions réelles continues sur [ .Une suite de

fonctions continues est une suite d’éléments de CO(I,IR).

Théoreme

Soit (fn )ne N une suite de CO(LIR),si (fn )neIN converge uniformément vers

fsur I. alors f appartient a CO([,IR)

Démonstration

Soit £ >~ 0

f,——funifsurl <3 N € IN:Vn = N, = ||f,, —f]|< /3

..................................................................... = Vxel,

€
fo (x) - £(x)| < 3
Soitn> N, et xgpel

f, continueenxo =3>8>0: V xtq |x — x| <8=|f,(x)—f,(xo)| <§

Soit x € Jxg —8,x + 9|
on a [f(x) —£(xq)| = [f(x) = 5 (%) + £, (X) = 5 (x0) + Fn (x0) ~ £(x)|

= [F(0) = F(x)| <[F() = £ () [+] Fa () = (x0)| +| Fn(x0)—=F(x0))

c-a-d que f est continue en Xo.

Remarque
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Si la limite n’est pas continue sur I avec f, eCO(I,IR) alors il n’est pas de

convergence uniforme sur I

Exemple
), (x)=x" , XEIz[O,l]
0, x=l1
f, »>f tq f(x)=
1 x=1

f n’est pas continue sur I et f, est continue sur I, ceci implique que f,, ne converge

pas uniformément vers f sur I.

2)f,(x)=arctgnx , x IR

T %<0
£ e CS .2 \
,€C'(IR) , f,——f tq f(x)=40, x=0

E, x>0
2

f gCO(IR) ,alors f,, ne converge pas uniformément vers f sur IR

SUITES DE FONCTIONS INTEGRABLES

Rappel

F est intégrable sur I=[a,b] au sens de REIMANN

<
n
Ve = 0,5 d(Xg,meennnn Xy ) subdivision de [a,b]tq @ X (Mj —m;)(x; —xj_1) <&
i=1
avec M; = max f(x) ,m;= min f(x)
X€ xi,l,xi] XE[Xi1,Xj
Théoréme
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Soit f,une suite de fonctions intégrables sur I=[a,b], si f, converge

uniformément sur I vers une fonction f, alors f est intégrable sur I et

b b b
lim jfn (x)dx = f lim f,(x)dx = If(x)dx
H—)Ooa an—>oo a

Démonstration

soit €3> 0.

fo > fsurl=>NeIN:Vn2NetVxel=|f,(x)—f(x)]<—
CuU a(b—a)

soit n> N

(D)

f, integrable sur [a,b |=3d(x(,......,x}) subdivision de [a,b] tq:

k €
X (M, —my )x; —xi) <
i=1

avec M, = max f,(x) , m, = min f,(x)
XE|Xi_1:Xj X€[Xi_1,Xj

<F(x)<fy+—

S
d’apres (1) ona Vx e L.f,, (x)—
pres (1) Ty 4(b—a)

€ €
<m; <M; <M, +

i 4b-a) T ' M 4(b-a)

my

€
=>M:.-m <M, —m, +
1 1 n; n; 2(b-a)

k €
X (Mp; = my)(xj ~xi) + - <
i=1

K
=& = 2 (M —mj)(x; —xj_1) <
iz

+

| m

£
2

b b
donc f est intégrable .Montrons que  lim [f(x)dx =[f(x)dx
n—=%0, a

ona

b

b b
j f,(x)dx — j f(x)dx

< [|fa () = f(x)]dx

b
[ (fn (%) — f(x))dx

a

< (b-a)fy —f|——-0

d’ou le résultat.
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Exemple

2
£, (x) =nxe” ™ . xelo+A]
on a f, ~ S 5f=0  sur [0,+A]
+A 2
[y Godx= e ™A =
. 2 2
+A 1
d'autre part ona: [ f(x)dx=0# 5
0

donc f, ne converge pas uniformément vers f sur [0,+A]

SUITES DE FONCTIONS DERIVABLES

On désigne par Cl([a,b] ), I'ensemble des fonctions continliment dérivables sur

[a,b.].

Théoreme

Soit f,, une suite de fonctions de classe c! ([a,b]) telles que

1) /1 converge uniformément vers une fonction h.
2)1l existe x € [a,b] tel que f,(x() converge.
alors

f, converge uniformément sur [a,b] vers une fonction f e Cl([a,b] ).

/
f/'=h  (c-a-d (lim fn(x)j = lim f/(x)

n—ow n—ow

Démonstration

X
fo(x)=1,(xg)+ jfr/l(t)dt , ona fé&h sur [a,b], a fortiori sur

X0

X X
[xg,x] et donc : [ frﬁ(t)dtw [h(t)dt
X0 X0
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Posons F, (x) = Tfr/l(t)dt et F(x)= Th(t)dt

X0 X0

Ona sup |F,(x)—F(x)|< sup (x—xo)fr/l—h”

x€la,b x€la,b

sup |F, (x)—F(x)|< sup (x—x)|fy —f]

x€la,b x€la,b

sup [F, (x)=F(x)| < sup (x—x)|fy, —f| <(b-a)[fy —f|-———0,
x€la,b x€la,b

donc Fn&>F sur [a,b] .

Exemples
sin nx 1
1) Soit f,,(x) = sup [f, (X)|=—=———0
! \/H erR’ ! ’ \/H Ty
donc f, T)O sur IR mais fr/1 (x) =—v/ncosnx, divergente quel que soit x

de IR.( c-a-d que la convergence uniforme de f,, n’est pas suffisante pour la

dérivabilité de la limite).

2) f,(x)=x" , x¢el0,8]
fé(x)=nxn_l—cg—>0 = £/ CU o/
f,(0) CV

SERIES DE FONCTIONS

Définition
Soit f, une suite de fonctions définies sur une partie E de IRet S, la suite de

fonctions des sommes partielles de f,,.

n
Sp(x)= 2f, (x) .VxeE
k=0
Définition
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o0
On dit que la série de fonctions ) f,, converge au point xo de E si la série
n=0

o0
numérique > f, (xy) converge (c-a-d la suite S,(x(y) converge).La série
n=0

diverge au point xo si elle ne converge pas en ce point.

Définition (convergence simple)

o0
La série de fonctions ) f, est dite simplement convergente sur une partie I de
n=0

E, si elle converge en tout point x de I.

0
(cca-d V xel, > f,(x) converge).
n=0

Définition

On appelle domaine de convergence de la série de fonctions

o0 o0
> f, I'ensemble D = {x,x eE: Y f,(x) converge}.

Exemple
o0
>x"
n=0
ona:
l_xn+l
_ 2 n_)——— , x=#lI
Sp(X)=1+x+x"+......... +XT =%
n+1 x=1

! converge < |x|<1

S,(x) converge <> x""

1
doncp_-1L __
D=]1+1 et Sn(X)——— S(x)—l_x

Définition
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On appelle somme de la série, la fonction S définie sur D par

S(x) = lim S, (x) VxeD

n—ow

I
P18

fy (x)
0

n
par définition de S et de D, D est exactement le domaine de définition de S.

Remarque

0
> f,(x) converge simplement sur [ :
n=0

%O:fk (x)

k=n+1

Vxel, Ve-0,5N;  €IN :Vn=>2N,, =

Sp(x) =S(x)| = <€

=

o0
> fr(x)——0 simplement sur |
k=n+1

Définition

o0
La série de fonctions ) f,, est dite uniformément convergente sur une partie |
n=0

de E si la suite de fonctions S, des sommes partielles converge uniformément sur

L.

Remarque

0
> f,(x) converge uniformément sur I si et seulement si

n=0
0
Ve>0,5N, €eIN : Vn2>N,,Vxel=S,(x)-S(x)|=| 2fi(x)|<¢e
k=n+1

Exemple

& 1

> x" converge simplement vers S(x) = T sur |-11]
n=0 —-X
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n+1

_|1_X1'1+1 1 ‘_lxl
’Sn(x)—S(x)’—‘ 1-x _l—x’_ 1-x
| ’n+1
sup |Sn(x)—S(X)| = sup = +00
xe]-1,1[ xel-1,1] 1-x
ixn converge uniformément sur [— 8,+8],(1 =0>0)
n=0
6n+1
1 S -S(x)| = >0
car le Xes[lj]é)@] S (x) = S(x)| 5 now

CRITERE DE CONVERGENCE UNIFORME

Théoréme(critére de Cauchy)

0
Lasérie ) f,, converge uniformément sur I si et seulement si
n=0
m m
Ve>0,5N, eIN: Voom> N, Vxel | Yfix)|<e<s| 2fi|<e
k=n k=n

Démonstration

Il suffit d’appliquer le critére de Cauchy pour la convergence uniforme de la suite

Sn des sommes partielles.

Remarque

f,(x) ————>0 sur I est une condition nécessaire
n—oo

Théoréme(CRITERE DE WEIERSTRASS)

o0
Soit ) f, une série de fonctions simplement convergente sur I de IR s’il existe

n=0

o0
une série numérique convergente » a, telle que
n=0
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0
]fn (x)] <a, VnelN,Vxel Alors ) f,, converge uniformément sur I.

n=0
Démonstration
Soit €0
Ya, CV et a,203NelNtq :Vn,m2N = a, +..ceeeeee. +ay, <€(
n=>0

critere de Cauchy pour la convergence uniforme des séries numériques).
Ona

£ (%) + e Fiy (O] < [y (O] + e +[fn (%)]

<[+ o o]
sup|fy, (%) + cocvee + 1y ()] <[ [+ e +|[fml
xel
c-a-d ||y, + oo a8 1 +|fn|<ap +otagy <e
donc OZO:fn converge uniformément sur I d’apres le critere de Cauchy.
n=0
Exemple
o0 —nx
> converge uniformément sur IR
n=0Nn" + 1
e ™| ©
car | ———| < — Vx>0 et > 3 converge
’n +1‘ n”-+1 n=0n" +1

Théoreme (critere d’ABEL)
Soient f, et g, deux suites de fonctions vérifiant les propriétés suivantes

DoM>=0  : [fp(X)+neee. +f(x))<M Vn , Vxel

2 monotone et nif r L
)gl’l gn W)O u Su
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alors ) f, g, converge uniformément sur I
nx0

Démonstration

On a d’apres l'identité d’ABEL

S0 (%) = Fy ()1 () + ki Fi (11 (%) — g4 (X)),
-0

On suppose que g est croissante surl (gy 1 =gy ).
Ona ’Fn (X)gn+1 (X)’ < M‘gml (X)| < M||gn+1 mwo )

donc A, (x) =F, (x)g,4+1(x) converge uniformément sur ], il suffit maintenant de

n
montrer que B, (x) = > F (x)(gk+1(X) — g (X)). est uniformément convergente
k=0

sur [ en utilisant le critére de Cauchy en effet

soit €>0
S
HgnHwo =>3N; eIN: Vn=2 N, = ”gn“<m

Soitn,m>N_ ona

By ()~ B ()] =| - 3 Fi (9)(gies1 (9) — g (x)

k=n+1

< rZn:|1:k(X)||(g1<+1(x)—gk(X)l
k=n+1

<M 3 |(gier (0~ gk (0] = Mg (%) — g1 ()
k=n+1

< M(lg m (%)] +[gn+1 ()] < Mg ]| +[gn1]]
<M+ -2 y=g vxel

2M 2M

donc By, (x) - By (x)] < &
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d’ou la convergence uniforme de B, sur I, et par la suite Sy=An+Bn converge

uniformément sur I.

Exemple
sin nx
xelg :[8 , 2n—e] e>0
. . : 1 1 d’autre
f,(x)=sinnx , avec |F, (X)| =[sin X +.cooovvrnenece. +sinnx| < <
. €
sin | sin—
2 2
L] . . ,
parton a |grl (x)] = <— >0 , donc uniforme d’autant plus qu’elle est
Wn+x|" +n

monotone .

PROPRIETES DE SERIES DE FONCTIONS UNIFORMEMENT CONVERGENTES

Théoreme (continuité)

o0
Soit ) f,, une série de fonctions uniformément convergente sur un intervalle
n=0

[a,b], si toutes les fonctions f,, sont continues en un point x, de [a,b] , alors

la somme S — § fk (X) est continue en xo et on a:
k=0
. o0 o0 . o0
lim »f,(x)= 2 lim f;,(x)= >f,(xq)
X—=>X0n=0 n=0 X—=>Xo n=0

Démonstration

n
Les termes de la suite S, = > f} étant continues en xo de [a,b], la convergence
k=0

uniforme de S » vers S sur[a,b] entraine la continuité de S en xq.

S continue en x;, < lim S(x)=S(x()
X=X

& 3 lim f,()= lim 3£ (x)

n=0X"Xo X=X0n=0
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Théoréeme : (intégrabilité de la somme)
Soit Y. f, une série de fonctions uniformément convergente sur [a,b], si toutes
n=0

les fonctions f, sont intégrable sur [a,b], alors la somme S(x)= > f,(x) est
n>0

intégrable sur [a,b] et'on a

b
jS(x)dx—.[ Zof L (x)dx = ZO .[f (x)dx

Démonstration

Soit S(x) = D fi(x) une somme finie de fonctions intégrable sur

[a,b],de plus elle converge uniformément sur [a,b] vers S(x)= Y f,(x) S est

n>0

intégrable sur [a,b] et'on a

b b b

lim an (x)dx :j S(x)dx =j lim S, (x)dx
n—oo a a a1’1—)00
Exemple
1) L > X , converge uniformément sur [-8,+ 3]
1-x n>0
dx S Xn+1 5n+1

doncj Ix”dx: —g— > — ,V5e[0,1[

0l=X 50 o nson+1"  son+1

1 Xn+l

= log = , VXe ]— 1,1[

1— X n>0 n+ 1
Théoreme (dérivabilité)

Soit > f,, une série de fonctions uniformément convergente sur
n=0

[2,b]
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1) si toutes les fonctions f, sont continilment dérivables, f;, € Cl([a,b]) et

2) si 3xg €la,b] : Y f,(xg) converge.
n=0

3) Zf/n converge uniformément sur [a,b].
n=0

Alors

> f, converge uniformément sur [a,b]
n=0

la somme S(x)= ) f,(x) est continiment dérivable sur [a,b] et I'on a
n>0

/
(an (x)] = ¥ (f,x))

n>0 n>0
Démonstration
I suffit d’appliquer le théoréme de dérivabilité de la limite d’'une suite de

fonctions a la suite S, (x) = > f,(x).
n>0
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SERIES DE FOURIER

Soit V un espace vectoriel sur IR.

Définition

On appelle produit scalaire sur V, toute application de V x V dans R vérifiant :
<Xu, V> = k<u,v> , VAelR, Vu,veV.

<u1 +u2,v>=<u1,v>+<u2,v> , Yup,uy,veV.,

<u,v>=<v,u> , vu,veV.

||u||:1/<u,u> , Yu=z0. et||u||:0 <u=0.

L’application : H” :V——IR" est appelée la norme associée au produit scalaire
Exemples
1)V = 1R, X= (X1, eeeeerreesy Xn), Y= (V1,000 Vn)

(X.Y)= leyl et [X] = (X.X) = /%3

V=R[— T, TC] ,’espace des fonctions intégrables sur [— T, 72'] muni

du produit scalaire <f,g> = 7J?f(x)g(x)dx et ” f ”2 = ]{(f (X))2 dx
n r

cette norme est appelée norme de la convergence en moyenne

quadratique, ne pas confondre avec la norme de la convergence uniforme H”u

||f||u = sup’f(x)’ .
xel

Définition
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Soit S={(|)1, ........... Dpyseemeeemeennens } dans V , S est dite orthogonale

si<¢i,¢j>:0 i#j, side plus ||¢1H:1 ,V1,S est orthonormale.

Exemples
1)V=IRn
S= {el, ,en} est orthonormale tel que ei= (0,0,......... ,1,0,......... 0).
< > 0 , 1# _]
€,€j)= .
) I, 1=]

T
2) V =R[-n,n], muni de produit scalaire suivant : {f,g) = [f(x)g(x)dx

—T

1
do(x)= E
Pox41 (X) = ﬁCOS kx

¢2k (X) = LSil’l kx

Jr

S est orthonormale.

En effet :

s 1 T 1 s

f cosmx.sinnxdx = — j' sin(m —n)dx +— .[sin(m +n)dx =0
_ 2° 2

s s T

T 1 T 1 T

.[ sin mx. sin nxdx = — .[ cos(m—n)dx —— j cos(m+n)dx
-7 2 —T 2 —T

0, n#m
T, n=m
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T T Y

[ cosmx.cosnxdx = 1 [ cos(m —n)xdx + 1 [ cos(m + n)xdx
—T 2 —T 2 —T

B { 0, n#m

T, n=m

- 2
fol? = T (<= o=

Y T

f(cosnx)zdx: j(sinnx)zdx:n:Hd)n”:l , Vn>1
—T —T

Théoreme

o0
. o a . . 7
Si la série -2+ > (a,cosnx+b,sinnx) converge uniformément vers f

2 n=1
1 T 1 T
alors a, =— [f(x)cosnxdx ,n=0,1 b, =— [f(x)sinnxdx , n=1, 2
T T _x
Corollaire (I'inégalité de BESSEL)
. X 2 2
Si feR[-mn] ona : 3 <f,(l)k>’ <|f]
Démonstration
n n
Ona 0=t - Syl =" + (e~ (£.0)f - X(.x)”
k=0 k=0
Vo 0lgseeenen ,o, €R au point (<f,a0>, , <f,¢n>) on obtient.

n
- X [(fo) 20 vnem

(.01

d’ou la série >’ <f,¢k>’ converge et'on a ||f|| > >
k=0 k=0

Conséquence
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: a0 |, < : . -
Si S(x)=-2+ > (a,cosnx +b,sinnx) est le développement en série de
n=l

2
FOURIER de fonction fona — 5 04 % (an + sz <— jfz(x)dx

n=1
Définition

n
Soit S, (x) = Y aydy une suite de R[-7,n] et feR[-m,n]on
k=0

dit que S, converge en moyenne vers f si
: 2 .. 2
lim | -S,[|” = lim [|f(x)—S,(x)|"dx =0
n—»o0 n—w_

Corollaire (égalité de PARSEVAL)

Si S,(x) = iakd)k converge en moyenne vers f alors Hf”2 = OZO: Kf,d)k>’2
k=0 k=0

Démonstration

0= =SalP =17 = (.0 0

n—oo

= |t = Z!“’k’

Remarque

o0
Si S(x) = —O + Y (a, cosnx + b, sinnx)  converge uniformément vers f
n=l

ag 2 21 T2
alors =2 + (an +bn):— [£2(x)dx
2 T

1 -

e

car la convergence uniforme entraine la convergence en moyenne Définition

Un point xo est dit point de discontinuité de premiere espéce pour la fonction f, si

f est discontinué en x o et si les limites a gauche et a droite existent.

On note

39



f(xg+0)= lim f(x),f(xg-0)= lim f(x)

X T) XO X T>X0
Théoréme (Dirichelet)

Soit f:IR——> IR une fonction intégrable sur [— I, n] et périodique de période
égale a 2m, si les conditions suivantes sont vérifiées f est continué sur [-7,7]

sauf peut-étre en un nombre fini de point de discontinuité de premiere espece.

2)Il existe une subdivision fini d(xo, ..xn) de l'intervalle [— T, n] tel que f soit
monotone sur chaque intervalle [XiaXi+1] alorsla série de FOURIER ~ de f
converge sur [— TC,TC] vers f(xo) si f est continue en xo

f(xg +0)+ f(xg —0)

> si f est discontinue en x ¢

f(n—0)+f(-m+0)
2

en x =xmw

Remarque

On peut remplacer dans le théoreme de DIRICHLET la deuxiéme condition par:

f(xg +h)—f(xq +0) f(x —h)—f(xg - 0)

lim existeet lim existe
X T> 0 h X T> 0 - h

Développement des fonctions paires et impaires
Lemme

Soit @:IR —— IR une fonction localement intégrable on a

a
1) si (0 estimpaire alors [@(x)dx=0 Va>0

—a
a a
2) si (. est paire alors j(p(x)dx = 2] o(x)dx Va>0
—-a 0

Démonstration
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@:impaire < @(—x)=0¢(x) VxelR

ona

[p()dx = | (=y)dy =~ [p(y)dy

a a —a

a a
=2 .[(p(x)dx=0:> .[(p(x)dx:O vx e IR

—a —a
2) ¢ paire < @o(—x)=0¢(x) Vx e IR

ona

a 0 a
j(p(x)dx = j o(x)dx + I(p(x)dx

—-a -a 0
0 a
= —j o(—x)dx + j(p(x)dx
a 0
a a a
= I(p(x)dx +I(p(x)dx = 2j(p(x)dx
0 0 0
Théoréme

Soit f € R[-m, 7], le développement en série de FOURIER de f est

de la forme

ag 2 : : 27
=04 Y(agcosnx) si f est paire avec a, =~ [f(x)cosnxdx , b, =0
n=l To

[e'e] T
Z(bn sinnx) si f est impaire avec b, :g_[f(x) sinnxdx , a, =0
n=I Ty

Démonstration

On remarque que si f est paire alors f(x)cosnx est paire et f(x)sinnx est impaire, il

suffit d’appliquer le lemme précédent. Méme chose lorsque f est impaire.

Exemple
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Soit f e R[0,n], alors f admet sur [0,7] deux développements différent en série

de cos etde sin.
Sur [0, TC] ona

f(x) = 370+ %o:(an cosnx) = %o:(bn sinnx)

n=1 n=l1

27 27
avec a, == [f(x)cosnx dx ,b, == [f(x)sinnx dx
To To

On remarque que

o0

a : .
204 Z(an Ccos nx) forme par prolongement pair de f sur [— T, n] puis
n=l
o0
un prolongement par périodicité sur IR et que Z(bn sin nx) forme un
n=1

prolongement impair de f sur [— T, TC] puis un prolongement périodique sur IR .

Exemple

f(x)=x sur [0,7]

Développement en cos :

T \n n
ay :gj‘xcosnxdx:g(w}, ag :gjxdx:n

Ty |  p? T

d’'ou: f(x)zg+ %o: 2($}cosnx x €[~ m, 7]

n=1T 1’12

f(x)=x sur [0, n] développement en sin :

T _1)n+l
bn:%jxsinnxdx:Z(( 1) J, ap, =0

TCO n
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n=l1

d’ou f(x) = 22(( )nHJsinnx x € [~ 7]

CHANGEMENT D’ECHELLE

Théoreme

Soit f:IR— IR une fonction intégrable sur [— L,L] (L réel strictement positif, si f
est périodique de période 2L, on a

ag 2 T . T
f(x) = —+ a,cosn—Xx+b,sinn—x
(0 ~22+ 5 (agcosn Fx by sinn x|

n=1

L T L
a, =— [ f(x)cosnfx dx ,by=—] f(x)sanxdx
-L

1 1
L L
Démonstration

Il suffit de considérer le changement de variable suivant :

y:n—s e[-n,7]

Exemple
1, xelo,]
f(x)=
0, Xe[—l,O]
1 1 o
= I f(X)COSnEX dx =0, bn = If(X)Sil’ll’lEX dx :w =1
-1 1 4 1 .
1 o 1\ _
donc f(x) = —+ >, M(sinnx) x € [-mn]
2 g nm
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INTEGRALES IMPROPRES

DEFINITIONS ET PROPRIETES :

SoitI=[a,b[ — R un intervalle semi-ouvert de R avec b <+, et f: | > R

une fonction réelle définie sur 1.

Définition

f est dite localement intégrale sur I, si elle est intégrable au sens de Reimann sur
tout compactde I, c-a-d Ve, f € | lintégrale au sens de Reimann Y f(t)dt

existe.

Soit f: | = R une fonction localement intégrable sur I, on définit alors la

fonction F sur I par: F(X) = ,[: f(t)dt
Définition

On appelle intégrale impropre de f sur [a,b[ la limite lim F(X) lorsqu’elle
X—b

existe, et on écrit :

J

b . X .
o T (D0 = [Pttt = lim [t tydt = lim F(x)

On dit aussi que lintégrale (impropre ou généralisé de f sur [a,b[ est
convergente, on dit que 'intégrale est divergent si elle ne converge pas .

Remarque

On définit de la méme fagon l'intégrale d’'une fonction sur un intervalle ]a,b]

semi ouvert a gauche, par:

[° £ wydt = tim [ f tyat

X—a

et d’'une fonction f: ]Ja,b] - R par:
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[P £ ydt = 1im [Y  t)dt
a x—a X

y—b

= lim JS f (tydt + hmI Y £ (bt

X—a

b
( I fdt <> chacune des intégrales J: f et IC g cv Vcela,b])
Ja,b]

Exemple

o0
j — converge si a >1, diverge si a <1

| =[L+oo , f,()=—1
xdt (1 g X
F,(0=1"—= ) ezl
<
logt ’;( a=1
N~
1
FO)= [—x"™ =)  a=#l
l-«a
<
log x a=1
\3
e
_ 1
et Iim F(X)= |—— a>1
X—>00 <0[—1
_ Tt acsl

o0
d’ou j 7 cv pour a >1
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div pour a <1
dt
o

1
2) 1, =j0t— cv pour a >1

div pour o >1

Il suffit d’appliquer la définition :

1 . nodt
J-—:hmj‘—: +00o a=>1
0te x50 Xt%

— a<l
l- o

3) J-(;root—a diverge Va € R (exercice)
Théoreme

b
Soit f :[a,b]@ IR localement intégrale sur [a,b][, I'intégrale J-q f(t) dt converge si et

seulement si I: f(t) dt converge V C e[a,b[, etana:

[D v dt=[" foydt+[ fityat

Demonstration :

j: f(t) dt cvelim  f(x)

soit ce[a,bl, ana [ f(t) dt=[" f(tydt+[" f(t)dt
Vxele,b|

j: f(t) dt= j: f(t)dt— j: f(t)dt=F(x))-F(c)

46



D’ou lxlnl} F(x) existe <>lim '[Cx f(t)dt existe

etona [ f(t) dt=lim " f(t)dt

=lim F(x)-F(c)

=[" foydt-[ f(dt
= [f dt=[ ftydt+[ f(tydt
Corollaire

Ib f (t)dt converge = lim R(X)=0
a X—b

b
Avec R(x)= J-x f (t)dt le reste de I'intégrale .
Démonstration

[PE®)dt v lim F(X) existe
a X—b

Soit a e [a,bf ona: | f(tydt = [Xf®ydt+ ]yt
=F(x) + R(x)
b
Dou: RE=[7 F (H)dt - F(x) >0

Théoréme ( Linéarité de I'intégrale)

Soit f, g: [a,b[ = R localement intégrale

Si .[: fdt et I:g(t)dt convergent

Alors Va, € R Iotf + gdt converge et on a
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b b b
faa.f + .9 :afaf + ﬂfag
Démonstration

Soit X € [a,b[ ona:

X X X
faa f+ 4.9 :afaf + ﬂfag
1 suffit de passer a la limite quand X — b

Remarque

Ce théoreme montre que l'espace de fonction intégrables sur [a,b[ au sens de

Riemann généralisé forme un espace vectoriel sur R et I'application
J' b L
T(f)=], f(t)dt estune forme linéaire sur cet espace.

2. Criteres de convergence :
Critere de Cauchy :
Ce critere est une condition nécessaire et suffisante de convergence.

Théoréeme (Cauchy)

b
J-a f (t)dt converge si et seulement si

Ve >0, 3c e [a,b] :x,X, €]c,b[= Uxxf f(t)dt‘

Démonstration

Il suffit d’appliquer le critere de Cauchy relatif a I'existence d’une limite au point

b.
Remarque
On applique ce théoreme souvent pour démontrer la divergence d’une intégrale.

Exemple
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Jy'sinxdx ai
o Sin xdx diverge.
D’apres le théoreme précédent on a I'’équivalence

j: f(t) dt  diverge <:>E|8>O,VCe[a,b[

axl,xZe[c,b tq’ [ f(t)dt’zgl

il s’agit donc de trouves un £>0 vérifiant cette propriété.

ona: L@H)”Si t dtz‘COOtf:l)ﬂ’:2

nrx
donc 3¢>0,(¢=2)tq VM >0 Fn,n>M
ni=2nmnz =(2n+1) «

: Uxxlzsin t dtZE’

CAS DES FONCTIONS POSITIVES

Théoréme (critére de comparaison)
soit f,g :[a,b[BIR loc.int et positives sur [a,b[, f(t) >0 et g(t)>0 Vtga,b[

Tq 0<f(t)<g(t) alors
1) j: f(t)dt diverge = j:g(t)dt diverge.

2) J-:g(t)dt converge = J-: f(t)dt converge.

Lemme

Sif(t) >0 Vte [a,b[alors

1) J-: f(t)dt converge sai F(x) est majorée
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et j:g(t)dt diverge sai 1(111& F(x) 2+ 0.

Démonstration

La fonction F(x) est croissante sur [a,b[
ol F(y) - F(x) = [ f(t)dt 20 (car f 20).

Donc  F(x) admet une limite 2 si AM >0:’ F(X)’<|\/|

Démonstration du Théoreme
soit F(o)= [ f(t)dt.e(x)=[ g(t)dt
0 <f()=<g(H)=0[ fx)dt<[ g(t)dt

0<F(2)<e(X)

[[g dt ov & IM>0: G <M =IMF(XM

b
& [ fhdt oy
Il suffit de prendre la négation de 1) pour montrer 2)

Exemple

J'ooSil’lzX
01+ x2

dX cv car

sin2x 1 J'oo dt
et

< < cv.
1+x2 1+x2 "0 1+¢2
Remarque

il suffit de composer f et g au voisinage de b .

Soit f, g >0 sur [a,b[ on dit que f et g sont équivalente au voisinage de b et on

écrit
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f(t)

f rgauv(b)si im——-=1

t—b g(t)

Théoreme : (Comparaison a la limite)

b
Soient f, g deux fonctions positives sur [a,b[ tq f ~g au v(b) alors Ia fdt et

b
,fa g(t)dt sont de méme nature.

f(t
limL):l@V8>O, dc e[a,b[:
t—>bg(t)
f(t)
Vtele,b]: ——-1<e¢
e ‘g(t)
1
Soit8=5;doncE|Ce[a,b[:Vt elc,b[
L0 Lo < tm<2om veekb

On a alors:

J-: fdt cv @j:%g(t)dt cv :>j:g cv

Paydt o @If%g(t)dt o = [tdt < [ bt

cad que J. f et J. g converge simultanément et donc diverge simultanément.

Exemple

w . 1 , 1
1) ,[1 sin—dXx ona sin—~— auv(x)
X X X

al

1
= jwsmgdx diverge car I ;dx diverge

1 1
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J‘l dx 1 N 1
2) O—ﬂ cv car \/I—XZN«/I—X auv(1)

Théoreme

Soit f,g deux fonctions positives sur [a,b]

o fO_ s
Tq 1613;1 @—0 (f=0(g)an t(b), alors

J-:g(t)dt converge = J: f(t)dt converge

Démonstration

o |
t11_r>ré g(t)—0:>‘v’g>O,E|Ce[a,b[tq.
f(t)
te]C,b[:>—_8.
g(t)

soit ¢ > 0,3c e [a,b[ 1Vt e ]a,b[on a:
0<f(t) <eg(h)
done [Pgddt - cvesllgmdt  ove Lagitydt

= Piod el fmdt o

Exemple

cv

J-élogx dX ¢V car lim /X logx=0

x—0

1
et .[; ﬁdx Cv.
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CAS DES FONCTIONS DE SIGNE NON CONSTANT

Théoréme (critére d’Abel).

Soit f, g [a,b[— IR vérifiant les deux conditions suivantes :

1) fmonotone et lim f(X)=0.
x—b

2) M >0 tel que VX € la,b] : ‘I:g(t)dt‘ <M.

alors I: f(t)g(t)dt converge.

Démonstration :

1) lim f(X)=0&= Ve>0 EICe[a,b[ tq:

X—b

&

VX >cC ]f(x)]<<M.

soit X19X2 S ]a,b[, Xl < X2

ona:

[ o< [} owat [ gt

< Ua“ g(t)dt’ ; ]Iaxz g(t)dt’ <M.

f monotone ; donc d’apres le 2eme théoreme de la moyenne.

2 rmgmt =)t ol gt + 1 x) o]

ona:

<It o) [P am]+ ool ot

<« oM+ om=
AM am e
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b
Et donc d’apres le critére de Cauchy '[a fgdt cv

Exemple:

wSint
. Tdt cv d’aprés Abel car:

1) “lx sintdt’ =|cosl —cos2|<2 VX e [l,+o]

2) — montrons — 0
t t—o0

Corollaire (critére de Dirichlet)
Soit f,g: [a,b[ > R telles que:

1) fest monotone et borné sur [a,b[

2) j:g (t)dt converge

Alors I: f(t)g(t) converge

Démonstration

Soit A= lim f (X) (elle existe)
X—b

La fonction f-A est monotoneet — 0
X—b

Comme I:g(t)dt v = I:g(t)dt est bornée
b
Donc d’apres Abel '[a( f — A)gdt converge et comme

Pt = mygdt + ]2 Agdt = ° fget

Converge
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CONVERGENCE ABSOLUE ET SEMI CONVERGENCE

Définition
Soit f: [@,b[— R une fonction localement intégrable . On dit que I'intégrale

b b
J-a f (t)dt est absolument convergente si I'intégrale J-a’ f (t)’dt converge.
Théoreme

. (b b
Si U f (t)’dt converge alors Ia f (t)dt converge.

Démonstration

Soite >0=3c e [a,b[tq :

VX[5 X5 e]C,b[ ona ,[:f’f‘dt<8

mais

L2t < 2l oldt <

b
Le critére de Cauchy implique que J-a f(t)dt cv

Remarque

La réciproque du théoreme précédent est en générale fausse.

Définition

Une intégrale j: f (t)dt est dite semi-convergente si elle est convergente sans
étre absolument convergente.

Exemple :

——dx est semi convergente (exercice).

Tsinx
X

METHODE DE CALCUL DES INTEGRALES
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CHANGEMENT DE VARIABLE

Soit f:[a,b[ER et a: | — [a,b[ une bijective continue, donc monotone et
I'intervalle I est demi ouvert de la forme [a,ﬁ[ ou ]a,,B] selon que / soit

croissante ou décroissante avec :
a = lim £(X) et B, lim £(X)

X—a X—a
Théoréme

Soit f:[a,b[@R localement intégrale et £ : [Oc,ﬁ[ - [a,b[ une bijection de classe

C! (croissante ) alors ( fo/)¢' estloc.int du [a, ﬁ[ etlana:

p b
[ f )o@t = [ £ (x)dx

Démonstration

{ est croissante continue = /'(a) = «

et lim £'(t) = S8
t—b

soit Y € [a,b[on a:

f FOOdx = Ot eyt
Ha)

a

Passons a la limite quand Y — b on obtient :

b
[ foodx =2 £ (eye @yt

méme démonstration lorsque ¢ est décroissante.

Exemple
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o0
j Dimx?dx converge.

t=x>= x=~t=0(t)= dx:i

24t

« Dimt

dt
N

[dims dx =
1

C
jDim t dt
1

ou =|cool - cooc| < 2

Abel

= converge

—— monotone t — o0(

Vi

INTEGRATION PAR PARTIE

Théoréme
soient f, g: [a,b[ @ R de classe C1.

1) lim f(X)g(X) existe.
X—b

b b
2) T'une des deux intégrales j fg'dt ou If'gdt converge alors l'autre
a a

intégrales converge et I'on a

b b
[ fg'dt = limbf(x)g(x)— f(a)g(a)—[ f'gdt

Démonstration

soit X € [a,b[ ona:

J(fgydt=f(x)g(x)~ f(a)g(a)
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(fg'+f'g)dt

QD =y X QD — X

X
fg'dt +[ f'gdt
a

X
supposons que lim f(X)g(X) A etque lim '[f'fd'[ A
Xx—b X—b

a
X X
alors lim [ fg'dt = lim (f (x)g(x) - f (a)g(a) - [ f'gdt)
x—>ba X—b o

b b
< [ fg'dt = lirrt)(f(x)g(x)— f(a)g(a)- | f'gdt)
Exemple

I, = Tx”e‘xdx = Tx” (—e7)dx
0 0

0

=lim(-x"e™*)-0 +J'nx”‘1e‘xdx
0

X—0

= nJ'x”“e‘de
0

o0
Par récurrence: |0 = je_xdx CV.
0

lp-; v = Ip=nl,; cv

donc |, cv vn
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INTEGRALE CURVILIGNE ET DE SURFACE

COURBES ET SURFACES

COURBES PLANES

On donne trois critéres de définition d’'une courbe plane:

1er critere(submersion)

o

Soit ¢:IR2——>IR une application de classe C ! (c-a-d et — sont

99
ox
continues sur IR%),on considere '’ensemble

r=¢"'foh={xy) o(xy) =0}

si le gradient de ¢,Vd(x,y)#0 V(x,y)eT,alors [ définie une courbe plane

de classe C!.

i (x,y),a—j:(x,y)j =gradient de ¢ en (Xx,y)

Vox,y) = (& p

Exemple
1)o (xy)=ax+by +c
I'= {(x,y)ele; ax+by+c :0}

aA)Vo=0 <(a,b)=(0,00=a=b=0

() si c¢#0
IR si ¢=0

_—ay, ©
y=- X S , b#0
b)Vd#0 =T =droite d'équation< gu
X:_—by—S , a#0
a a
. B 2 )
Z)SOItd)(x,y)—(x—xO) +(y—y0) -R , R>0

59



I'= {(x,y)e IR?%: (x - x0)2 + (y - yo)2 = R2} cercle de centre (xo0,yo) et de rayon
R.

¢

Si Vo(x, y) = (—(x 9,2

(x y)) =(0,0) & x=xgety=yg=>R =0

R=0 contradiction, donc

Vo(x, y) = (gfz ,y)%my)] £0  W(x,y)eIR>

Définition

Soit (1):IR2 —— IR une application de classe C 1, la différentielle de ¢ En un

point a = (xo0,y0) est I'application linéaire

¢ o9

D,o (x,y) =(Vd(a), (x,y)) = 8y(a)y

(a)x +

Définition(espace tangent)
Soit I la courbe plane de classe C! définie par ¢(x,y)=0

L’espace tangent en un point a=(xo ,yo ) est par définition le sous espace vectoriel

de IR 2
(o) ()| y) 7 s Ly ol

Définition(la normale)

%
Lanormale n en un pointa (Xo, yo) de I" est un vecteur

- —
orthogonal T,I" de normeégaleal.( n € T,I' et|n|=1)

Proposition

%
Si I' est définie par ¢(x,y)=0 , alors lanormale n enun
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% ) 2
( x (a), oy (Y)]

> Vi)

point a est donné par n = ==

Tl T z
a 0
(ax(a)] +(8y(” ]

Démonstration

- -
veT,I' = V¢(a).v =0 par définition de espace tan gent

donc Vé(a) e (T,I')*

- -
= n =aVd(a) avec nj|= ]a|.”V¢(a)H =1
=ao= i; .Ceci acheve la démonstration.

[V

2¢eme critére(paramétrisation)
Soit v:[a,b]< IR ——IR? de classe C 1, y(t) = (x(t), y(1)).

Considérons I'ensemble” = {(x(t), y(t))e IR%;te [a,b]}: v([a,b]).

Si la différentielle de y,D,y au point a=(x(to), y(to)) est non nulle quel que soit a

de TI',alors I' définie une courbe de classe C 1 de IR Z2appelée courbe

paramétrique.
Exemple

1) v (t)= (at+xo, bt+yo), tEIR.

I' est la droite passant par (xo,yo0) dans la direction du vecteur
(ab) % (0,0) (v (1) = (a,b) ).

2)y ()=(Rcos(t)+xo ,Rsin(t)+yo) , R =0 et te[0,2x]

Ir= y([O,Zn]) est cercle de centre (Xo,yo) et de rayon égale a R.
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Définition(I’espace tangent)

L’espace tangent a la courbe F=y[a,b] avec y(t)=(x(t),y(t)) en un point a
=(x(t0),y(to)) est par définition I'ensemble(le sous-espace vectoriel de IR?)

T, = {(x/(to)t .y (to)t)e IR%:te IR}: v (to)IR.
Remarque
On remarque que T,I"=(D,v)IR. = I'image directe de IR par la

%
différentielle de y au point a =(x(to),y(to)), par conséquent la normale n au

point a =(x(to),y(to)) est donnée par ;) == (y/(tO) L X/(t)) .
Vi wo)f + /o)

Démonstration

%
Il suffit de remarquer que y/(to) = (X/(to), y/(to)) eT,I' et <n,y/(t0)> =0 et

%

que [n| =1

3eme CRITERE(GRAPHE)

Soit f:[a,b]c IR——1IR une fonction de classe C! ,alors le
graphe de f définie une courbe univoque de classe C!
I'=Graph f = {(x,y)e IR? : y=f(x) , xe [a,b]}

Exemple

y=f(x) =VR* - x* x e[-R,R].

I' estle demi-cercle supérieure de centre (0,0) et de rayon R.

Remarque
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On se ramene au 1¢r critére par ¢(x,y) =y —f(x).
et au 2¢eme critere par y(t) = (t,f(t)) te [a,b]

SURFACE DE IR3

On donne trois critéres de définitions d’'une surface réguliere de I'espace IR3.
ler critere
Soit O: IR?*— IR une application de classe c1 (c-a-d

80 00 . b

—,—et— exsistent et ils sontcontinues). On consideére I'ensemble

0x 0y 0Oz
2= (I)_I(O) = {(X,y, z) e R3 0(X,y,2) = O}

si Y #® etsi Vo(x,y,z) =0 , V(x,y,z)e), ,alors définie une Y, surface de

classe C! de IR3.
Exemples

1) ¢(x,y,z)=ax+by+cz+d

> = {(x,y,z)eIR3 : ax+by+cz+d:0}
=plansiV = (a,b,c) = (0,0,0)

2) ¥x,y,2) :(x—xo)2 +(y—y0)2 +(z—zo)2 —R?,R>0sphére de centre (xo,y0 ,20)
3) d(xy)=x>+y? -1 cylindre de centré parl'axe oz, et de rayon 1

Définition(espace tangent)

L’espace tangenta >, en un point a=(Xo,yo,zo0) est le sous- espace vectoriel de IR3

définie par

Tazz{(x,y,z)e1R3 ;?(a)xﬂ@yﬂ(a)z:o}: (Da9) (o)
X 8y 0z

le plan tangent A, > =T, > +a= {X elR? : (V),X —a) =0}
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Proposition

. . . ~ . Vi)
Lanormalea >’ en un point a=(Xo,yo,z0) est donnée par n =+ ||V¢( )H
a

Démonstration
- -
Soit VeT,> =(Vd(a),V)=0 par définition de T, c-a-d que

Vi(a) e (T, )L comme dim ((T,Y )=2 = dim ((T,3 )L =letn=aVj(a)

et [ =1 = o = :a:i’;

[Vo@)] Vo)

Remarque

_)
Les composantes des n sont les cosinus directeurs de la normale.

(Zd’ <a>,64’(a),a"’<a)j
X

n:(nl>n2>n3):+ ay X

@) @) + @0y @) + 0, @)’

Remarque

On remarque qu’en chaque point de ) ,il y a deux normales, ce qui correspond
a deux face de >, , cela définie une orientation locale de la surface .En général, et

de fagon globale, une surface peut ne pas avoir deux faces différentes, dans le
sens ou le déplacement d’'une normale ,sur une courbe fermé de cette surface ne
conserve pas le sens de cette normale, c’est a dire qu’on peut passer d’une face a
I'autre de facon continue ou bien que la surface ne posséde qu’'une seule face ,
une telle surface est dite non-orientable par exemple la bande de MOBIUS. Dans
la suite, on ne travail qu’avec des surfaces orientables, lorsqu’'une surface
orientable est fermée, en parle de la normale extérieure et de la normale

intérieure.

2EME CRITERE(SURFACE PARAMETRIQUE )
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Soit Q — IR? un ouvert, et y:QQ c IRZ— 1R une application
de classe C1, y(u,v) =(x(u,v),y(u,v),z(u,v)) (u,v)eQ .sila

différentielle Da ¥ (u,v) au point (u,v) est surjective pour tout (u,v) de Q (c-a-d

oo
ou

p sont linéairement indépendant), alors l'image directe de Q par
\4

7,>.=7(Q) définie une surface bidimensionnel de IR3 de classe C! ,appelée

surface paramétrique
Exemples
1)

y(U,V) =(RcosuU.cosV ,Rcosusinv,Rsinu) (u,v)e Q2 = b,27r]x[— 7r,7r]
R>0

> =v(Q) =sphere de centre 0et de rayon R.

2)

v(u,v) =(aju+byv+xg,au+byv+yg,azu+bzv+zy)
si (a1,az,a3) et (by,bz,b3) sont linéairement indépendant
D> = y(IRz) sont les plans passant par (x,¥y,Zg)
Définition(espace tangent)

L’espace tangent a une surface paramétrique

=v(Q) en un point a=y(uy,vy) est définition I'image directe de IR? par la
0-v0

différentielle de  au pointa

Taz:{(%(uo,vo)u+%(u0,vo)v,%(u0,vo)u+%(u0,vo)v,%(u0,vo)u+%(u0,vo)v}

de TIR®: (u,v)eIR?
o oy

On remarque que les vecteurs 2 et 2 appartiennenta T, ,la
\4
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_)
normale n au point a=y(upy,vy) peut -étre obtenue donc par le produit

- > -
extérieur de ces deux vecteurs. n =A| Y, A Y,

3eme critere(graphe)

Soit f:IR?—>IR une fonction declasse C', alors le graphe de f définie une

surface univoque de classe C! de IR3 Z:graplf:{(x,y,z)eIR3:z:f(x,y), on se

ramene dans ce cas au deux premiers criteres ¢(x,y,z) =z—f(x,y)

of of

(_—7 51)
%
not_ 0% O (U, v) = (u, v, £(u, V)
of of !
L+ (2 + ()2
[0).¢ oy
- > -
i j k ;L
- (—fL —f.1)
n=a0 1 fil=¢ w v
Lo g VIRED ()
Remarque

Une surface univoque est toujours orientable, elle possede deux faces, une
supérieure qui correspond a la normale supérieure :

N P 1)
D2+ (F)?

et une inférieure correspondante a la normale inférieure

N ()
LD+ (F)?

COURBE DE IR3

On donne deux critéres de définition d'une courbe dans I’espace tridimensionnel.

lercritere (submersion)

66



Soit ¢:IR’>—>IR?>une application de classe C!, ¢=(¢;,0,) on considére
I'ensembleI” = {(x, y,Z)E R3 (0(X,y,2) = 0}: d)_l({O}), si T'#® et si Ila
différentielle Da¢ au point a =(Xo,y0,z0) de ) est surjective quel que soit a de

>, alors I" définie une courbe de IR3 de classe C.

o0y o9y o9y
5 ¢_(V¢1(a)]_ @ oy ® 5@
T\ Vy(a)) | oo 00, 00,
P (@) oy (@) . (@)

D, ¢ est surjective < V¢, et Vd, sont linéairement indépendant.

On remarque que I' est lintersection des deux surfaces 3 ;définie par
d1(x,y,2) =0 et >, définie par ¢,(X,y,z) =0 avec Vd; #0 sur > | et Vo, #0

sur Y »

2¢eme critere(parameétrisation )

Soit  7y: [a,b] IR ——>IR?une application de classe Cl, si

v/ (t) = (x/ ),y (t),z/ (t));t 0 Vi e[a,b], alors I'ensemble y([a, b])

définie une courbe de classe C! de IR3, reliant les deux points ) (a) et ¥ (b). si

v(@)=v(b), I' estdite fermée.
Définition
Une courbe orienté est la donnée d’'une courbe I'" et d'un sens de parcourt sur la

courbe par exemple de y (a) vers y(b),c’est a dire le sens indiqué par y/(t) .

Remarque

Pour une courbe plane fermée simple (ne possédant pas de points doubles) on
distingue une orientation positive (sens inverse des aiguilles d’'une montre)
d’une orientation négative (sens des aiguilles d’'une montre).

INTEGRALE CURVILIGNE DE PREMIERE ESPECE

Soit I" de IR? une courbe paramétrique plane de classe C! Définie
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par la fonction vectoriel y(t) = (x(t),y(t),z(t)) ,te [a,b]et soit F:I'——IR une

fonction définie et continue sur I'a valeur dans IR, soit d(xo ,....,.Xn) une
N-1

subdivision finie de T',I"= |J arc(X;X;,1) -
i=0

Considérons le vecteur AX; = (Xj41] — X, Yi+1 — Vi) = (Ax;,Ay;)

CAx; i +Ay; ] et Al =|AX;|=/(Ax;)? + (Ay;)? = longueur du

segment X;X;,

*

soit 8= max Al; pour X; de arc(X;X;,;)un point arbitraire on considere la
0<i<N

N-1 *
somme S= ) F(X;)AL
i=1

Remarque

Lorsque F est une densité linéaire de masse sur la courbe I', S représente une

approximation de la masse totale de T".
Définition
On appelle intégrale curviligne de premiére espéce de F sur /', la limite

lorsqu‘elle existe de S tends vers 0

N-1 *
I=lim S=lim Y F(X)AL = [F(x,y)dl
0—0 3—-0 i=¢ r

ou dl est I'élément de longueur sur T".
Proposition

Si I' est définie par y(t) = (x(t),y(t)),t e [a,b] et estde

b
classe Clalors [F(x,y)dl = [ F(x(t), YA () + (¥ (1) d].
T

a
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Démonstration

Soitd(to, ...... ,tn), la subdivision de [a,b] correspondante a la

subdivision d(Xao,...,Xn), c’est a dire Xi =y(t;) , xi=x (ti) et y(ti)=yi i=0,......,N

to=a ,tn=b.y/ (1) % 0, Vte[a,b]= t;, > t;

On a d’apres la formule des accroissements finis, et d’apres ’hypothese que y est

de classe Cl 515 € lti,ti+1 Jtel que

AX; = Xi41 —X; = X(ti41) - x(4) = X (1)t — ) = x (1A t;

d’autre parton a

Ay; =y (1A et Al =yAx? + Ay? =(x/ ()2 + (' (m)? ||

%

etsionprend X =y(t;) , 1=0,ccceeee. ,N -1
N_l * *

[Fey)dl= lim 3 F(xi,y)Al;

r 80 3=

N-1
im Y Fx() v ()2 + (v (0)%A ¢

|
00 =0

b
= [Fe(t), yOW (' (1) + (x (1) dt

Par définition de cette derniere intégrale.

Remarque

L’intégrale curviligne de 1¢r espece del est indépendante de l'orientation de I

r
v(b) v(a)
Cesta dire [F(x,y)dl= [F(x,y)dl (abus d’écriture), car I'élément de longueur
v(a) v(b)

dl est toujours positive.

Remarque
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Lorsque F(x,y)=1, Vx,y eI, I'intégrale fdl représente la longueur de I
r

long(T) = [dl = w (x/ (t))2 + (y/ (t))zdt
T a

Exemple

I' = cercle de centre 0 et de rayon R strictement positive,

y(t)=(Rcost,Rsint) ,te [0,275]

b
long(T") = jdl = j\/(R cos t)2 + (R sin t)2 dt =2nR
r a

Corollaire

1) Lorsque I est définie par y=f(x), x € [a,b] alors :

b
[F(x, y)dl = [F(x, £ )1+ (F (x))* dx
I a

2) si I' estdéfinieparr=r(0), 6 ¢ [90, 91] (coordonnées polaires), alors

0
[F(x,y)dl = f F(r(0) cos 0, r(0)sin 0)y/ > (0) + (r' (0))>d0

Démonstration

1)y(x)=(x,f(x)) , xe[a,b]= dlz\/1+(f/ (X))zdx

2)

{X(e) =r1(0)cos6 N x/ (0)= r/ (0)cosO—r(0)sinO
y(8) =1(8)sinb y/ (0)= r/ (0)sinO+1(0)cosO

= X0+ () =) +1?
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d’ou le résultat.
Remarque
Si I" est une courbe paramétrique de IR 3 définie par

v(t) = (x(1),y(t),z(t)) , te[a,b] I'intégrale d’'une fonction F(x,y,z) définie et

continue sur I' est donnée par

b
[E(x,y,2)dl = [F(x(t), y(8), 2 (' ()2 + (¥ ()% + (2] (1)) dt
I a

Propriété
L’intégrale curviligne de premiére espéce ne dépend pas de I'orientation de I"
Remarque

Dans la suite on note le produit scalaire de deux vecteurs

- - - > - >
u et v par uev au lieu de(u,v

Exemple

I" =I'hélice définie par x=acost, y=asint,z=ct,t € [0 s 27:]

2n
longl' = [dl = | Va2 cos? t+a2 sin? t+c2dt
r 0

27
- j a? +c2dt=2mvaZ +c?

0

INTEGRALE CURVILIGNE DU SECOND ESPECE

soit ['une courbe paramétrique plane orienté de classe C! définie par
y(t) =(x(t),y(t)) ,t e [a,b](on suppose que I est orienté dans le sens de l'ordre

croissant du parametre t)

Soit F:l“——)IR2 une fonction vectorielle définie et continue

surl". F(x,y) = (p(Xx,y),q(x,y)) , V(x,y)el
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Considérons la subdivision finie d(xoXx1,.......Xxx ) de I et le vecteur
- -

AX; =X — X =(Ax;,Ay;) = Ax; 1+Ay; j, considérons aussi la

_)
N-1 * 7 N-lI * *
somme S= Y F(X;).AX; = ¥ p(X;j)Ax; +Q(X;)Ay; etsoit §= max [|AX]
i=0 i=0 0<i<N-

Remarque

Lorsque F est une force, S représente le travail qu’elle produit lorsque un point

se déplace le long de /" de A vers B.
Définition

On appelle intégrale curviligne du second espece de la fonction F sur T', la limite

lorsqu’elle existe .

N-1 *
[=lim = lim Y p(X)Ax; +Q(Y)Ay1 etonnote [ = jp(x y)dx + Q(x,y)dy
8—->0 80,

Proposition
Si I est de classe C1 définie par y(t) = (x(t),y(t)) , te [a,b]

(orienté de y(a) vers y(b) )alors

b
[ p(x, y)dx +Q(x, y)dy = [ (p(x()vy(D)x’ (t) + Q(x(1), y(1)y’ (t))dt
T a

Démonstration

D’apres la formule des accroissements finis appliquées aux fonctions x et y on a
/ /
AXj =Xy =X =X(t) = x(t) = X (17)(ti4 — ;) =X (19)AY

avec 1; € [t t1+1] et Ayi:y/(ri)Ati.
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*

a-d: x; =y(t;)).Sionprend x; =y(t;).ona

N-1 / / def
S= 2 [p(x(t)),y(ri)x" (i) +Q(x(1;), y(1{))y (ri)]Ati—>
1=0

b
[ [p(x(t),ya))x/ (1) +Q(x(1), y(t)y’ (t)]dt

Propriété

Soit I' une courbe orientée, si on désigne par I’ la méme courbe orienté dans le

- -
sens inverse alors j Fdl=- j Fdl

r r’

e —>— -
J(O(,Fl-i-BFz)dl:aIFl dl+Bj F2 dl
I T I

poa - >
Si I'=T; Ul avec I NI, fini, alors [F dl= [ F dl+ | Fdl
r r

1 r 2

Remarque

Lorsque I' est une courbe de 1IR3 de classe C! définie par

v(t) = (x(t),y(t),z(t)) ,te[a,b] est fiT—>IR> une fonction vectorielle

continue F=(P,Q,R) alors

b
[Pdx+Qdy+Rdz= [P(x(t), y(t),2(1))x ()dt + Q(x(1), y(t), z(1))y’ ()t +R(x(t), y(t), z(1))z’ (t)dt
T a

3) Sil'c IR? estune courbe univoque définie par y=f(x), x € [a,b]

b
alors dex +Qdy = I(P(x,f(x) + Q(x,f(x)f(x)/ )dx
r a
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-
3)lorsque la courbe est fermée on note §> F dl

r

FORMULE DE GREEN

Définition

On appelle disque ouvert de centre a=(xo,yo) et de rayon r 'ensemble de IR2
définit par D(a,r) = {(x,y) eIR?:x%+ y2 <12 }

Définition

On appelle disque fermé de centre a=(xo,yo) et de rayon r I'ensemble de IR2
définit par D(a,r) = {(x,y) eIR?: x> +y2 <r? }

on remarque que le cercle C(a, r) est la frontiere de D(a,r)
C(a,r)=D(a,r)-D(a,r)=Fr(D(a,r)).

Définition

Un ensemble QcIR? est dit ouvert si VaeQ, il existe r positif tel que
D(a,r) c Q.

Définition

Un ensemble Q < IR? est dit fermé si son complémentaire dans IR? est un
ouvert.

Définition

On appelle frontiere d’'un ensemble Q — IR ? la différence entre le

plus petit fermé contenant Q et le plus grand ouvert contenu dans(2, on note

fr(QQ) ou 0 Q.
Exemples

1) oD(a,r) =C(a,r)
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2) (IR xIR) = {(x,y)e IR? |, x= 0}:1'axe des y.
Définition(ensemble connexe).

Un ensemble ) de IR? est dit connexe, si VA,B e Q il existe une courbe
continue I',(I":y(t) = (x(t),y(t), te[a,b] avec x(t) et y(t) continues) reliant A et

B(y(a)=A et y(b)=B) et T Q

Définition (domaine)

On appelle domaine de IR un ensemble ouvert et connexe.
Définition (simplement connexe)

Un ensemble connexe €2 de IR? est dit simplement connexe si tout
courbe fermée de Q limite une partie de Q .

Exemple
IR"XIR" n’est pas simplement connexe.

Théoréme (Formule de GREEN)

Soit I" une courbe fermée simple de classe C! limitant un domaine D simplement

connexe (0D=I") si F=(P,Q)est une fonction vectorielle

Continue sur D=DUT telle que%,% soient continues sur D=DUT
Alors _[_[(a—Q _ P xdy = §Pdx +Qdy avec I orienté positivement.
plox 0Y r

Démonstration
lercas
I'=I7 Ul avec Ijetl’; univoque par rapportax, c-a-d :

IN:y=£1x), xe[a,b] et [H:y=1(x), xe[a,b]
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on a

bf
” d dy f f %dydx IP(X 5 (x))dx — jP(x fi(x))dx =— deX— dex = —deX
a1 r r,
d’ou .[de = —.[J'—dxdy .............. Q)
r D

on suppose aussi que I'=13 UI'y avec Ij3et I'y univoque par rapport
ayca-d D3ix =f3(y) , yele,d]et Ty:x =f4(y) . yele,d]
on a

dfsy 5
UZQ xdy=[ [ dxdy jQ(f4(y) y)dy - IQ(fg(y) y)dy= [Qdy+ [Qdy = IQdy
D

¢ f3 Iy I3
d’ou jjﬁ—dedy =.[Qdy ......................... (2)
D ox r
0Q oP
(Det(2) = (——— xdy = ¢ Pdx + Qdy
” ox 0 lf

2emecas

supposons I' = Eurl uaurz

avec I définie pary =fj(x),x € [a,b] et I, définie pary=£,(x),x e [a,b]
AB définie par x=a,ye [yA,yB] et CD définie par x=b,ye [yA,yB]

bf
Ona H—d dy = I Iz op —dydx = jP(x fHr(x))dx — IP(X fi(x))dx =— IPdX— Ide

ag a a r n

onremarque que [Pdx= [Pdx=0
AB CD
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donc _[de = Ide + _[de + Ide + _[de = —Ha—dedx ........... Q)]
r AB n CD r Doy

on suppose que I'=I3 UI'; avec ['3et I’ univoque par rapportay.

on obtient d’aprés le premier cas [Qdy = HZ—Q dydx........... (2)
r D %

6Q 0P
1) et (2 Pdx +Qdy = [[(ZX - D ydxd
()e()zlj_ x +Qdy JDI(aX ay)Xy

3emecas

I' quelconque par rapport a x (figure ci-dessous) par exemple

I's
B
D2
I';
On a
D=D,uUD, UD3,dD; =] UAB,0D, =T, UCA,dD3 =I; UBC
r=Njul,ul3=6D , AC=ABUBC
oQ oP 3 .,0Q oP 3
II(_Q__)dxdy = z .U(—Q——)dXdy = z .[PdX +Qdy
p ox Oy il 0% 0y i=10D;
= dex+Qdy+ dex+Qdy+ dex+Qdy+ dex+Qdy+ dex+Qdy+ dex+Qdy
n AB I CA 3 BC
:dex+Qdy
r
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d’ou la formule de GREEN = [Pdx +Qdy = _[.[(6—Q —a—P)dxdy
r D Ox 0Oy

Proposition

Soient I et T, deux courbes fermées simples telles que I, soit intérieure
a I'(avec I} N Iy =¢), soit D le domaine compris entre I} et I’ (figure ci-

dessous ), si F=(P,Q) est une fonction continue sur BzDuF1 ul, telle que

oP O . . =
—et Q soient continues sur D

oy Ox

alors ” (6_Q —a—P)dxdy = dex +Qdy = .[de +Qdy + dex +Qdy
ox oy + _
D or I r;

avec I'} orienté positivementet @', orienté négativement

Démonstration

On décompose D en réunion de quatre domainesD =D; UD, UD3UDy
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On procede de la méme maniére que dans le théoréme précédent sur chaque
domaine, en remarquant que les intégrales sur les segments s’annulent deux a

deux.
Théoreme

Soit D un domaine borné de frontiére C!, alors l'aire de D est donnée

2
par Aire(D)= [xdy=-— jydx:l [xdy —ydx = .[X—d(l)
oD oD %o 2 X

0 D Orienté dans le sens positif.

Démonstration

Il suffit de remarquer que Aire(D)= ﬂdxdy et d’appliquer la formule de GREEN
D

aux différentes fonctions F=(0,x), F=(-y,0)

F=(-y/2,x/2).Pour la derniere formule on a

2 2
X y) x| -y 1 1
—d| = |=—| —dx+—dy |=—[-ydx + xd
2(){) 2L2Xxy} yrydeexdy]

on obtient ainsi la troisieme formule.
Exemple

Soit D un domaine polygonal de sommets A, i=1,......,.N

A7

Ay

Az

telle que Ai=(x;, yi ), i=1,....... N
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N
posons An+1=A1, on a Aire(D)= fxdy=> [xdy
oD i=1 A_iAi+1

Paramétrisation de A;A;;:

=(1-DA +tA ~ telo]]

= (1= % + 41, (1= Dyj +tyjs)  tef0]]
On a

1 1
1
[xdy = fX(t)y/(t)dt = [((A=0)x{ +tx;41)(yis —yi)dt =§(Xi +Xi11)(Yit1 —Yi)
AAL O 0

c-a-d

N
2 (X + X DYie1 —Yi)

Aire(D) = 1
2ig

FORMULE D’'INTEGRATION PAR PARTIE DANS IR?

Théoreme

Soit D un domaine simplement connexe de frontiere de classe C!

u,v D:— IR deux fonctions de classe C! sur 5, on a les formules

d’intégration suivantes

ou ov ou ov
H—dedyz juv.nldl—”u—dxdy , H—dedy: j'uv.nzdl—ﬂu—dxdy
p OX oD D X D9y oD D oY

avec n=(n1, n2) est la normale extérieure a 0D (les intégrales curvilignes sont de

premiere espece).
Démonstration

Supposons que 0D est définie par y(t)=(x(t),y(t)) , te[a,b]. On sait que la

normale extérieure est donnée par
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Y .~ )

\/((x/(t))z +y (t))zj

d’autre parton a

n=(n;,ny)=

[Pdx+Qdy =[P (1) +Qu )y (vl

oD* oDt
=l PeOny +QrHm Nx' 2 +y 2dt
oD
= J[Ql’ll —Pl’lz}ﬂ = Il
oD

ainsi l'intégrale curviligne du second espéce I> est ramenée a une intégrale de
premiere espece, on remarque que ce passage reste valable méme sur une
courbe orienté. Soit F=(0,uv), avec u, v deux fonctions CI(D), on a d’apres la

formule de GREEN

dex +Qdy = juvdy juv n;dl= H(— —0)dxdy.
oD* oD* oD D

Iuvnl dl= H(—V+—u)dxdy
oD D

= ”— vdxdy.= [uvn;dl- ”—udxdy
oD D

De la méme facon on montre la deuxieme formule avec F=(uv,0).

Remarque

Soit u e C2(D), on ala formule ”Audxdy [Vundl cad
oD

[”(5_‘%% xdy]—a{)(%nﬁr%nzjdl—a{)(% I

Il suffit de prendre F = (— ,%) et d’appliquer la formule de GREEN.

ou
Oy
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INDEPENDANCE DE L'INTEGRALE DU CHEMIN SUIVI

Théoreme

Soit D un domaine simplement connexe et F=(P,Q),continue telle que xQ et o°

ox 0Oy

soient continues sur D, pour que I'intégrale

B

dex +Qdy soit indépendante du chemin suivi de A vers B il faut et il suffit que
A

Q _or
ox

sur D

Démonstration

Soient A et B deux points de D, Fl et Fz deux chemins reliant A et B orienté de

A vers B.

_—

Soit I'=T7 LI, orienté positivement,ona I'=I] UI'; estfermée et

ox

= dex +Qdy + J'de +Qdy = J'de + Qdy — IPdX + Qdy
Fl Iy I r,

J'de +Qdy = .U (8_(2 - a—dexdy =0
r D Oy

= Ide + Qdy = Ide + Qdy
L I

donc l'intégrale est indépendante du chemin suivi entre A et B.

La condition est nécessaire, supposons que lintégrale est indépendante du

chemin et qu'il existe (xo0,yo0) de D tel que

(x+AX,y) (x+AXx,y)
0+ [Pdx + Qdy = [Pdx +Q.0 = AxP(xy,y) , xle[x,x+Ax]



(Z_Q(XOaYO)_%(XOaYO)j>O' en vertu de la continuité de la fonction
X

>o=-0

(6Q oQ

——&j il existe un certain disque de centre (Xo,yo) tel que (

20_%)
Ox X 0

sur le disque D((x(,y(),€), donc

Q_k xdy > aAire(D) > 0 = Pdx +Qdy >0
oy
D

ox Cl(x ¥ 10)

B A
= dex+Qdy+ dex+Qdy>0

A(Fl ) B(l"z) A B

B B
contradiction car  [Pdx +Qdy =  [Pdx + Qdy
A A(ry)

Proposition

Si F=(P,Q) est une fonction C1(D) sur un domaine simplement

oQ

connexe tel que — = op sur D alors il existe une fonction U(x,y) de classe C! sur
D telle que dU =Pdx + Qdy = %de + %de, dans ce cas

B
ona [Pdx+Qdy=U(B)-U(A)
A

U est unique a une constante additive pres.
Démonstration
Pour (xo,y0) fixé de D, on considére la fonction

(x.y)
U(x,y)= dex + Qdy car cette intégrale ne dépend que de x ety

(x0,¥0)
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on a

(x+Ax,y) (x.y) (x+4x,y) (x+4x,y)
Ux+Ax,y)-Ux,y) = J.de+ Qdy-— J.de+ Qdy+ J.de+ Qdy- deX-i— Qdy
(X0-Yo (X0-¥0 (x,y) X,y

(Théoreme de la moyenne )

- U(X + AX’ Y) B U(Xa Y)
Ax

— lim U(X+AX9Y)_U(X5y)
Ax—0 AX

=P(x;,y) (x; =x+9Ax.,0<3<1)

=P(x,y)=2—f(x,y).

A . ou
méme démarche pour montrer que —=Q

Exemple

I= jyzdx + 2xydy
r

ou I' est un chemin quelconque reliant A=(0,0) et B=(1,1).

On remarque que l'intégrale ne dépend pas du chemin suivi

car% = op =2y sur IR?. On sait qu'il existe fonction U: RZ— IR
ou 2 ou
telle que — =P = et —=0Q=2x
que — y oy Q=2xy

:>U(x,y)=y2X+c(y) :%z2xy+c/(y):2xy:>c/(y)=0

B B
d’ou I= | y2dx + 2xydy = [dU=U(B)-U(A)=U(L1)-U(0,0) =1
A A

INTEGRALE DE SURFACE DE PREMIERE ESPECE

Soit > < IR? une surface de classe C! définie par le graphe d'une

fonction f:D < IR2 —— IR, cesta dire
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> = {(x,y,z)e IR3,Z =f(x,y) et(x,y) e D},ou D est un domaine formé

de IR2, D=Proj oxy 2. . Soit d(s1,....., Sn) une décomposition de ), en n partie
telles que la projection de s; sur le plan oxy est un rectangle D; de D.

A

v

tel que les longueurs des cotés de D; sont Ax; et Ay; (on néglige les parties de la
frontiére).Soit p; un point de s; p; = (xi,yi,f(xi,yi)) et (x;,y;) €D et Ti la partie

du plan tangent a la surface >  au point p;, telle que Proj oxyTi =Di.
Lemme

Si ns est la normale supérieure a s; au point pi(c’est la

normale au plan T;), on a la relation suivante

Aire(Di) _ AXiAyi
cos(n,z) cos(n,z)

Aire(T)) =

Démonstration :

lerecas

T=ax+c figurel

L

Figure 1
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Aire(T) = AD.AC
Aire(D) = ABAD

AB= A_Ccos(oc) tq: a= arg(n,z)

donc Aire(T) = ﬁﬁ = M
cosa cos(n,z)

méme chose lorsque T est définie par z=by+c
2eme cas

Ti définie par z=ax+by+c, (x,y) de D; on se ramene a 'origine (c=0) figure 2

_)
A= (Axi,O,ani).

_)
B= (0, Ayi, bAyi).

par définition le produit vectoriel

- -
de deux vecteurs A et B deIR3

— -
est un vecteur perpendiculaire a A et B, et son longueur (en norme) est l'aire

- -

- - -
du parallélogramme de coté A et B c'est a dire Aire(T;)=||A A B|, mais A A

e
i j k
9
B =det|a; a, a3
b by b3

=(azbz-azbz,azbi-aibs,aibz-azb1)

= (— aAXiAyi,—bAXiAyi,AXiAyi): AXiAyi (—a , —b, 1)

= Aire(T;) = Ax;Ay; V1+aZ +b2 . (1)
Ti=ax+by < ®(x,y,z)=z—ax—-by=0

et dont la normale supérieure est donnée par
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VO  (-a,~b,1)

n= =
”V(D” \/1+a2 +b?

= (cos(n,x),cos(n,y),cos(n,z))

c’est a dire cos(n,z)=

I
e t— )
Vi+a2 +b?

d’apres (1) et (2) ona Aire(T;) = AXiAyi
cos(n,z)

soit F : Y ——> IR une fonction réelle définie et continue sur >, .

N

Considérons la somme S = ) F(p;)As; et = max As;
i=1 1<i<N

Remarque

Si F est une densité de masse sur Y, , alors S représente une approximation de
la masse totale de >_ .

Définition

On appelle intégrale de surface de la fonction F sur la surface)  , la limite

lorsqu‘elle existe de S quand o tend vers zéro, et on note

N
[[F(x,y,2)d8 = lim S= lim > F(p;)As;
> >0 605

Proposition
Soit Y, de IR3 une surface de classe Cl, définie par le graphe d’une fonction

f:DcIR?—IR avec D=Projoxy », est un domaine borné de IRZ?, et

F:> ——IR une fonction continue sur > alors l'intégrale de surface de

premiere espece de F sur > est donnée par

2 2
of of
F(x,y,z)do = || F(x, vy, (X, ¥),/1+| — — | dxd
Zﬂ (x,y,2)do JDJ (x,y,f(x y))\/ +(6Xj +(ayj xdy
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Démonstration

N N
[[E(x,y,2)do = lim Y F(p;)As; = lim Y F(x;,y;,f(x;,y;)AT;
> 3—0i=1 3—0i=1
. N AX;Ay;
= 1im Y F(xj, yi, F(Xj, i) —
8—0;-1 cos(n,z)

n est normale a T; (qui n’est rien d’autre que la normale a s; au point p;).
Comme s; est définie par ¢ =z—f(x,y) =0 pour(x,y) deD;

alors

, le signe + pour la normale

pi

Vel o f

supérieure).C’est a dire cos(n,z) =

=
N 2 2
[[E(x,y,z)do = lim ZF(XiaYiaf(XiaYi))\/l+[ﬁ(xia}’i)j +(§(Xia}’i)j Ax;Ay;
> 0—0i-1 ox 8}'
) 2
of of
—.Q'F(x,y,f(x,y))\/lJr(&j +(gj dxdy
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Remarque

Si F est une densité superficielle de masse, alors l'intégrale ”ch représente la

2

masse totale de ) .

Pour F=1, on obtient I'aire de D, , c'esta dire

Aire(Y ) = jjdc jj\/1+ £ f/)zdxdy

Propriétés

1) | (oF; + BF; Jdo = a [[Fido +B [[Fydo,
) ) )

Vo,B eIR,VEF,F, € CO(Z ),V>  declasse c!
2)Si ), => v ,telque >, ;") , n'estpasune surface

alors [[Fdo= [[Fdo+ [[Fdo
)y 2 22

L’intégrale de surface de premiere espece ne dépend pas de 'orientation de )’

(c’est a dire du choix de la normale).
Exemples

1) Calculer laire de la sphere du centre (0,0,0) et de rayon

R-0.Y ={(X,y,2)elR3,x2+y2+22=R2}:Z 1Y

> l:z:\/Rz—xz—yz et );2+y2SR2
> 2:z=—\lR2—X2—y2 et ><2+y2SR2

2 2
Aire(} )—Hd(j 2Hd0 2 H \/ Rz_zz_yzwLRz_iz_yzdxdy

2 D(0,R)
2nR
dxdy =2R .[ _f rdrdo dr = 4nR 2

_2IDIJR —x2—y2 0VR? —1? i RI\/R —r?
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2) Calculer I'aire du cone z = a\/xz + y2 0<z<h

v

/

2.2 2.2
Aire(} ):”dcs:” 1+ 2 X 5+ z Y 2dxdy
D D X"ty X"ty

h
2nh/a a
= [ [ V1+a?’drdo=2n | 1+a2r2dr=§[Argsh(h)+h\/1+h2}
00 0

INTEGRALE DE SURFACE DU SECOND ESPECE

Soit > de IR® une surface orientable bornée de classe C(},

et

%
F:>c IR® — > IR® une fonction vectorielle définie et continue sur

-

%
> ,F=(P,QR). Si on choisit sur ) , une normale n (cest a dire une

orientation de ), ) et on considére la fonction calaire L:> ——IR définie par

- >
L=F.n=Pn; +Qn, +IRnj.

_)
ou n =(nj,np,n3)=(cos(n,x),cos(n,y),cos(n,z)) estlanormale choisie

(L est continue sur ) ), on ala définition suivante.

Définition
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%
L’intégrale de surface de la seconde espece de la fonction F sur la surface

- >
Y. estpar définition l'intégrale de premiére espéce de L sur >’ H F.ndo

2
Remarque

Dans les intégrales de surface de premiére espéce o est toujours positive, c’est

a dire que la formule est

g Fdo = [JF(x,y.f(x, y))\/ Lo 6L F o (62 P laxay)
D

mais la valeur absolue de dxdy est enlevée car on integre dans le sens croissant

des variables x et y.
Proposition

Si Y estdéfinie par ¢(x,y,z)=0 et Vo =0 sur Y alors

[[Pdydz + Qdxdz + Rdxdy = ﬂF ndc—_ H F V(I)d .y P(I)X +Q(|)y+Rq)Z o
z 3 Vol TS o2

Exemple

Soit Y, définie par x2+y2+z2=1

Calculer _” xdydz + ydxdz + zdxdy .
by

On a ¢(x,y,z)=x2+y2+z2-1

o L Ve, 2xy2)

n=
||V¢H 2\/x +y 2172

e signe + correspond a la face extérieure
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”xdydz+ydxdz+zdxdy ” X’ +y +2” do = .[J.\/x +y +z%do
> \1x2+y2+z >

2 2
= Hﬂx +y +7%do + H\/X +y +7%do= 2”\/1—1— ); 5+ }; 2dxdy

Proposition

Supposons que ), est univoque par rapporta z, ), définie par z=f(x,y) avec

(x,y) de D, alors

” Rdxdy = sign(cos(n, z))” R(x,y, f(x,y)dxdy ou D= projoxyz
> D

on a de méme lorsque ) est définie par y= g(x,z), (x, z) de projy,, 2.

[[Qdxdy =sign(cos(n,y))  [[Q(x,g(x,y),z)dxdy
> PrOjoxy 2.

etlorsque > est définie par x=h(y,z) de projy, 2.

[[Pdydz = sign(cos(n,x)  [[P(h(y,z),y,z)dydz
> Projye,

Démonstration

cos(n Z)

.[.[Rdxdy: .[.[Rcos(n,z)dcs:.[.[R(X,y,f(x, y) ”d xd |

> > D |

= [[R(x,y,f(x,y))sin g(cos(n,z)|dxdy| = sin g(cos(n, z) [[ R(x, y, f(x, y))dxdy
D D

car cos(n,z) ne change pas de signe sur la surface univoque par rapport a z.

Méme raisonnement pour les deux autres cas.

Exemple
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> x% + y2 +z2 =1 face extérieure

I= ﬂ xdydz + ydxdz + zdxdy.
2

= [[xdydz= [[xdydz+ [[xdydz
x 21 22

avec y 1 : x:\/1—y2—z2 , y2+22£1
IR xz—yll—yz—z2 , y2+22S1

sur > 1 0<angle(n,x) < g et cos(n,x)>0

sur Y. o %gangle(n,x)gﬂ et cos(n,x)<0

et par la suite on a

I = H\H y -z dydz+ H\H y -z dydz

y+z 241 y+z 241

2nl
=2 J'\ll—rzrdrd@:é%c
00

I, = H ydxdz = j_[ ydxdz + H ydxdz
2 23 24

I, = H\/l x? -z dydz+ ﬂ\/l x2 -z dydz

x+z <1 x+z <1

2nl
=2 j\/l—rzrdrdO:%E
00

Iy = ” zdxdy = ” zdxdy + ” zdxdy
bX s 26

avec ). 5: y:\/1—x2—y2 , x2+y2£1
D6 y=—1-x2-y?> , x*+y’<l
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I3 = ”ﬂl—x2 —yzdxdy+ .[J.\H—xz —y2 dxdy

x2+y2S1 x2+y2Sl
2nl 5 47_[
:2j j\/l—r rdrdez?
00

IIII+12 +I3 =4r
Propriétés

1) [[ao;+amy = [[o+B [[ o,
) ) )

avec o; = P;dydz + Q;dxdz + R ;dxdy 1=12
4) Siy, =>1+>, et > ;MY , nestpasune surface

alors [[o= [[o+ [[o
DI N DI
5) L’intégrale du second espéce dépend de l'orientation de > et on a

RN - - -
[[Fnjdo=-[[Fnydo avec njetn, les deux normales de Y

2 X

extérieure et intérieure.

FORMULE D’'OSTROGRADESKI

Soit V un domaine de IR3 limité par une surface fermée ) de classe CL

Supposons que Y. est décomposable en deux sous-surfaces univoques par

rapportaz ) =>1UD , tellesque
Y"1 définie par z=fi(x,y), (x, y) appartienta D

>, définie par z=f2(x,y), (%, y) appartient a D
Soit F:VU ), —>IR? une fonction vectorielle de classe CL.

F=(P,Q,R) telles que P,Q,R de classe CI(V Uy )
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Définition

On appelle divergence de F la fonction scalaire

divF:a_P+a_Q+a_R
ox oy 0z
Théoréeme

Si >, vérifie les mémes propriétés par rapport a x et y que celle de z alors on a

la formule suivante dite d’OSTROGRADESKI

H Pdydz+ Qdxdz + Rdxdy = Hj ( op 6_Q —)dxdydz

5 oy

ou sous la formule suivante

N - -
[[F ndo=|[[divFdv  (nest la normalesor tan te ,dvélementde volume)

> v

Démonstration

m—dxdydz I} (f }(Y)ZRdszxdy

D\ fi(x,y)
_ J~J~ (R(Xa Y, f2 (Xa y)) - R(Xa Y, fl (Xa Y))dXdy
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=sign(cos(ny,z)  [[R(x,y,f5(x,y)dxdy+sign(cos(ni,z)  [[R(x,y,f|(x,y)dxdy

PrOjxoy 2. PrOjxoy 2.
= j I Rdxdy + H Rdxdy = H Rdxdy.....cccovvvvennnne )
21 22 2

de la méme fagon on montre que

HJE;—dedydz = ﬂ Qdxdz ......cc.. e (2)
v 9% >

oP
jﬂ a—dxdydz = H Pdydz .......... .......... 3)
v X >

> -
(1),(2)et (3) découlent sur I'égalité [[ F n do = [[[div Fdv
\'%

Exemple
Soit >, définie par x2+y2+z2=R2

I= ” xdydz + ydxdz + zdxdy
bX

> =0(B(0,R) =Frontiere de la boule de centre 0 et de rayon R

I= [[JA+1+1)dxdydz=3 [[[dxdydz=3volume(B(0,R))= 3ﬂR3 — 47R3
B(0,R) B(0,R) 3

Corollaire (formule d’intégration par partie dans IR3)

Soit u,v:V UY —— R deux fonctions de classe C1,0n a alors les formules

ou ov
Iy 5 Vdxdydz = zﬂ uvndo — j‘\j‘]j‘ua—xdxdydz
9 vaxdyaz = [ winado— [[ju 2 dxayds

\% > \%

1% vaxdydz = [] wnsdo - [ffu 2 axdydz
v az Z AV 82
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Démonstration

Il suffit d’appliquer la formule d’'OSTROGRADESKI au fonction

- - -
F =(uv,0,0), F, =(0,uv,0) , F3=(0, O,uv), convenablement choisi avec

%
n= (n17n27n3)

Corollaire

Soit u:v U2,—— R une fonction de classe C2sur v, on a

ou
j\j/jAudxdde = zj:j n do

82u 62u 62u
aXZ + ayZ + 62

Ou bien j'\j/j(

]dxdydz = ”(%nl + %nz +%n3 jd(j

Démontration

Il suffit d’appliquer la formule d’'OSTOGRADESKI a la fonction

%
Fovyo| & tu
0x 0y 0z

Corollaire (calcul de volumes)

Soit V < R3 un domaine borné limité par une surface 2, de classe C! alors le

volume de V est donnée par

Vol(V) = f”zdxdy
2

Démonstration

ﬂjzdxdy = _[_UdiV(0,0, z)dxdydz = ﬂjdxdydz = Vol(V)
2 \ \%

FORMULE DE STOKES

Soit I" une courbe de R3 de classe C! limitant une surface .
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de classe C!, et soit F:>uUI' —— R3 une fonction vectorielle de classe C1,

F=(P,Q,R).
Définition (Rotationnel)

On apppelle rotationnel de la fonction vectorielle F, la fonction vectorielle Rot F

définie par

i j k

RotF —ded & 0 0| @R_3Q P _R Qo
ox Oy 0z oy 0z 0z Ox Ox Oy
P Q R

Théoréme

Si on choisit sur Y, une normale et on oriente I positivement par rapport a

rapport a la face choisie on a la formule suivante dite de STOKES

_ i (R_XQ P R 0 _o
ide+Qdy+Rdz_zﬁ (ay aZ)dyder(aZ ax)dxder(aX 8y)dxdy

ou sous la forme [Fdl= [[RotF.ndo
r )y

Démonstration

On démontre le théoreme dans le cas ou la surface est univoque pour chacune
des variables. a titre d’exemple ), est définie par le graphe d’'une fonction

f:DcIR?>— IR ou D est le domaine de IR? limité par une courbe oD de
classe C1. *

> z=f(x,y) ,(x,y)eD

c’est a dire que si OD est définie par

alors I est définie par

x=Xx(t=
/_\

y=y(t)
z =1(x(1), y(1)) \/

t € [a,b]
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b
onal= JP(X, y,z)dx = J.P(x(t), y(t), f(x(t), y(t))x/ (t)dt
r a

posons p; (X’ Y) = P(Xa Y, f(X, Y)) ,

b
ona [ pi(x,y)dx = [p(x(t), y(t), f(x(t), y(H)x/ (t)dt = [p(x,y,z)dx =1
oD a r

et d’apres la formule de GREEN

py o op
[= |pydx +0dy = —[|—dxdy =—|| (= (X, y,f(X,y)) +—
a{) 1 IDI % IDJ o oz

étant définie par z-f(x,y)=0, la normale supérieure est donnée par

_of _of
axa aya

(x,y,f(x,y>)%)dx 5

n= = (cos(n,x),cos(n,y),cos(n,z))
J (asz (asz
I+ — | +| —
Ox oy
, g__cos(n,y) . .
d’ou o = —cos(n,z) ce qui implique
_ | op _op _ dxdy
I= g(az (x,y,f(x,y))cos(n,y) oy (%, y,f(x,Y)) cos(n,z)jdcs car do —cos(n,z)

donc I} = || (G_p (X,,2) cos(n,y)—@(x,y, 7) cos(n,z)]dcs = [ p(x,y,z)dx
5 0z oy r

de la méme facon on montre que

Q

b= Jf (Lo eostnn -2

(x,,z)cos(n, x)jdcs = [Q(x,y,z)dy
> r

I3={f (%{(X,%Z)COS(H,X)—%{(X,y,z)cos(n,y)jdc: [R(x,y,z)dz
2 r

ceci acheve la démonstration.

Exemple
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Soit I I'intersection du cylindre x2+y2=1 et du plan z=x.

Calculer l'intégrale [-ydx +xdy+xydz
r

on prend comme surface ) limitée par la courbe I'la partie du plan z=x

intérieure au cylindre x2+y2=1

> z—x=0 et x2+y? <1

t ==
vel — 2

—>n=

le signe + correspond a la normale supérieure.

INTEGRALES MULTIPLES

| = j j f(x,y)dxdy , Q borné
Q

Qest régulier.

(2 borné = on peut le délimiter par un rectangle . V la droite il a I'axe y droit
couper (Q en deux points. V la droite il a I'axe des x doit couper {2 en deux

points (au plus pour les deux cas).

Q) irrégulier.
o
L=](,,,, foaydydx

Exercice

Calculer

a) mxy]dxdy , Q= {(x, y)eR*4x* +y? = Rz}
Q

I =”|xy|dxdy +”|xy]dxdy+”|xy]dxdy +”|xy]dxdy= Lo+, + 1+,
Ql Q2 Q3 Q4

Q=0,UQ,uQ,uQ,
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I, = j j xydxdy
Q1

| R

)= —_Rj/de( !xydy) =-3

= [ o R
e :

Alors: I :|1 + |2+ |3+ |4:0

b :“.Cos(x2 +y?)dxdy ; Q= {(x, Y)eR:I<X*+y* < 4}
Q

Domaine irrégulier

NS

X=rcosf

On utilise les coordonnées polaires. .
y=rsiné

X +y’=l=>r’=l=r=+l=r=1

X +y'=2=>r’=4=>r=2=r=2
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I, =”cos(xz + yz)dxdyzﬂj'zjcosr .rdr.dﬁzﬂj'zdej(cos r?)rdr
Ql 0 1 1

0
Remarque: Changement de variable.

¢ X=X(r,0)=rcosé
“ly=y(r,0)=rsin@

re(l,2], 6e[0,2r]

(r,0)—— (X,Y)

f :Rx[0,27]— R?
1) f estbijective
2) feC!
3) J#0

= [[ s yydxdy = [[ f (r,0)3]drde

x x
or 00

t J =

1 o oy
or 060

dans ce cas: J=r

I= ”cos r2rdrd@ = .[02” d@f rcosrdr
Q

2 1
/2 a2 T 2 3z/7 2 27/ 2
:-[ J. + j I + -[ -[ + j
0 1
z/* 0 7/ 0 37/ 1

Q) ”(X+ y)dxdy ou 2 domaine limité par :
Q

X*+y=X+Y.
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2 2 2
X —X+y’—y=0 @(x—lj +(y—lj (L
2 2 V2

x—lz rCosé@
2
y—l— rSimé
2
1
Xx=rCosf+—

= 2 ’J’zl
y:rSim0+%

o)

2r 1/

I = jd@. [1+ r(cos @ +sin @)rdrdd
0

(=]

20 142
= jd@. J-r +r*(cos@ +sin &d)dr
0 0

. 2 1142
= [d6| =+ (cosO+sin0) | dr==
23 2

0 0

d) [Jo¢+y?dady  Q:(x=1/2)* +(y—1/2)° =(%)2

1
X=—+Trcosf

3 =r

=—+rsinf@
y 2

| =.”-(I’zcost92 L rcosO+r7sin? 4+ rsin@)rdrdd
4 4

27 1/42 3
= [([ (1,47 (sin6-+ cosO))dnde. == r
0 0

e) .I[Jl' xydxdy = Jl'(.lf xydx)dy =1/4
00 00
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I, T AR I
f)“-yﬁ ydxdyzj[fy] dsz—Ef +/
11

1 x=1

INTEGRALES TRIPLES

2 2 2
I = J'E[J.\/l—%—g—z—z—zdxdydz

X2 y2 22
Q:{(X,y,Z)E RS’?+b_2+C_2€1}

Coordonnées polaires dans R3:

« Coordonnées sphériques »
0 (o8 i) =5, 5F)
X =Trcosfcos@

y =rcos@sing
Z=rsind

Qe [0,27[[,9 € {—%,%} re [0,+oo[

5:rcost9cos¢)
a
on pose : %zrcosﬁsingo
E=rsint9
c
or 00 Oop
:)‘jl:g 07 ﬂzabcrzcosé’
or 00 Oop
@ a a
or 00 Op

[0,+00] x [— %,%} x[0,272] > Q

(r,0,¢0) = (X(r,0,9),y(r,¥,9),2(r,V,p)
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cette transformation est une :

T T
*bijection, de C!, avec ’J’ #z0 V6 e[_5’5:|

L= [[[f (x(r.0,0):y(r,0.0):2(r,60,0)|3| drdedg

I = j”«/?abcr%osﬁidr@d(p =
Q

=abczfd<pﬂr2 1-r%)_,.drdo
0

2 7l2 1
= abcjdgo jCostH.jrzx/l— r2dr
0 ﬂ-—zzr/z 0
= 4nmabc.—
16

b) ”I(Xz +y?)dxdydz,Q limité par : x2+y2-2z=0 et z=2
Q

2 2
2=X0 v(y)eR®

X2
1 i y=0—>z=—
) siy 5

2

2) si XzO—)z:y_
2

3) si X#0,y#0

[[Joe +y?)dxdydz
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Les coordonnées cylindriques :

X =rCos¢e
y=rCos¢e
1=1

Cosgp —rsing O
|J| =det(jsingp rCosep 0))=
0 0 1

I =J-J‘J-(x2 +y?)dxdydz = m.rzrdrdgodz

2
z:r——>z=2
2

r=0->r=2
p=0->¢0=2r

f j j 3dz)dr)dgo_—6

2

soit €2 partie bornée de R3, volume Q :

V(Q)= j”dxdydz, soit Q2 la partie délimitée par :
Q

x?+y? =
X +y=4-1
z=0

Les cordonnées cylindriques

X=rcosep ; Yy=rsing ; 71=1

V(Q) = jj"d(pf rdrj:_rz dz =

)
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X>+y =4-2=0 r’=4-z=0=>r=2

r=1-2
z=4-r" 2=0—(4-r1%)
LES INTEGRALES CURVILIGNES
| = j f(x,y)ds
J :j f (x)dx

Pour: dx est une partie d’'une droite.
Pour I : ds est une partie d’'une courbe q.c.q
(c) peut étre données de (3) facon.

(1) : (c) donnée sous forme explicite : y=f(x)

Danscecas: ds=,/1+ f?(x)dx (1)

(2) : (c) estdonnée sous la forme paramétrique c-a-d,
{x =X(t)
©): y=y(t) tel

Dans ce cas : ds=,/x* (t)y” (t)dt (2)

(3) (c) est donnée en coordonnées polaires c-a-d :

r=r@ 6el
Danscecasona: ds=,/r’(0)+r*(0)do
Exercice :

1- Etablir les formules (1) et (2) et (3)
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2- Etude des fonctions données en coordonnées polaires et en coordonnées

paramétriques.

Exercice:
a) j(x4/3+y4/3)ds L (0): X2B34y2/3=92/3
c
Si on prend y=f(x) on obtiendra une expression tres compliquée.
(X1/3)2 +(yl/3)2 =(a1/3)2 P aZ +ﬂ2 — RZ

y1/3—y1/3(t)=al/3Sin t

(X1/3)2 +(y1/3)2 _ (al/S COSt)2 +(al/s sint)2 _ 23

{X—x(x)_aCos3t
y=y(t)=aSin’t te [O,27z]

y(t) sin t 0
X(t) " cos t oo
y(t) sin t

= > +00

X(t) cos t o
ds = (x> (t)+ y* (t))dt

X (t)=—3aCos *teSin t
y (t)=3aSin “teCos t

= X" (1) +y”(t)=9a’cos’t sin’t
=ds= 3a’cost sint’dt

I :I[(a cos’t)’* +(a sin3t)3/4ba cost sint dt ; car ds>0
C
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27
I :J'O (a*’cos*t+a*’sin*t)3a cost sint dt

/2 T 37/2 %4
= + Iﬂ' + + J.37r
0 5 V4

/2
| =3a a*? J.o (cos*t+sin*t)sint cost dt
=a’?=1=4a""

b) jew ds
C

T

(c) Limitée par I'=a, 4=0,(p= A

2 s
a.— =cos(+—
5 ( 4)

(¢)=[0A]+[y]+[B0]

[0A]={x.y)eR*/y =0etxe[0.a] }

[8] = {(I’,@) eR’ X|:0,£:|, r= a}
4
[Oﬂ]:{(a,y)e R2/y=xet X e {0#}

| = Ie“xzwz ds+_[e“x2+y2 ds+ _[e“xzwz ds
[0A] 0] [04]

Remarque

Pour les intégrales curvilignes du 1¢r espece le sens du parcourt‘n’est pas

nécessaire, par contre pour le 2éme espéce le sens est tres important
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sur[o A]: ds=dx.

sur[p]:  ds=./r’(p)+r’(p) do
= Ja’+a*> dp=a dg

Sur[0 B]

ds=./1+p?(x) dx=,/1+1% dx=ds=+/2 ds
je”zﬂz ds=J‘eJ7 dx=jexdx:ea—1
0A 0 0

v v

jem ds :jema dop= aj'e‘/?dgo = aeazd
0 0

0

®

2 22
7 2 2 2
eV ds = [0V7242 dx= (242 dx=r7—1
J
0B 0 0

a

V4
donc: | =/% -1+ +0% 1.

0 I|Y|ds ou © est lemniscate : (x2+y?)2=a2(x2-y?)

x(t)=r cost

y(t)=r sint
X2+y2=r2(cos?t+sin2t)=r’= x2+y2=r*
(x2-y2)=r2(cos?t-sin?t)=r2cos2t

=r4=a?r2cos 2t
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=r2=a?cos2tte _f’ﬁ
4 4

ds = ./r2(t)+r? (t)dt

- 2
sin” 2t
2t

=.la’cos2t+a. dt=ds =
\/ cos2t A cos2t

1
cos2t

dt

(rsint)a.

e [N

|
B

wdt =_3° Q_Q =0
A/ cos 2t 2 2

— N

FNE

Essai:

d) jxds ou c: partie de la spirale logarithmique ré¢ .

r = a/ limité par le cercle de centre 0 et de rayon.

a.=ds=.r*(p)+r*(p)de = \/azfz’“" +a’k* 7 de
ds=ar* 1+ K’de

X=rcos @

= | =Ircos¢ ar* [1+k*de

:jafk“’ cosp al*’ J1+k*dg
C

=a’/l1+K”? TEZK‘” cospdo
0
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d) I = [xds

c : spirale logarithmique : r(p)=a’*’ @e [0,+OO[
k<0

limitée par cercle C(0,a) :

ds=.r’(p)+r”(p)de

X=rcosg=al*’ cosp = r’(p) = (ak(*?)?

ds=ar* . [1+k*de
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SERIES D’EXERCICES ET EPREUVES

Série d’exercice n°1

Exercice 1 :

Factoriser les déterminants

a b c a b c a 0 o0 a 0 o0
A=|c a bl,A=[0 a bl,A=|c a 0,A=|0 a 0

b ¢ a 0 0 a b ¢ a 0 0 &
Exercice 2 :

Calculer le déterminant

Exercice 3

Calculer le déterminant

a -b -c -d
_b a d -c
lc -d a b

d ¢ -b a

En calculant d’abord A2
Exercice 4

Résoudre et discuter sur IC le systeme
Xx—ay+a’z=a

ax—a’y+az=1
ax+y-a‘z=1

113



Epreuve de Rattrapage
Exercice NO1:

Etudier la nature des séries suivantes

’ . T
un = N" Sin —
n

W, = —- A - ou 420
AT+ A +1

Exercice N 02 :

_ n
Soit la série de terme général un - X(l - X) .
Etudier convergence simple et uniforme.

Exercice N 03 :

Calculer cosinus et sinus transformation de Fourier de la fonction f(x) définie

par:

—,BX - >
F(x) = e SIX._O
0 sin on

Exercice N 04 :

Résoudre moyennant la transformée de Laplace I’équation

X" —x=¢e";x(0)=x'(0)=1
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Epreuve de Synthese

Exercice 1 (5pts)

Résoudre moyennant la transformée de Laplace :

Le systeme :

2
d—;+y =1; x(0)=x'(0)=0
dt
d2y
—5+x=0; y(0)=y'(0)=0
dt

Solution :

On a moyennant la transformée de Laplace

1 1 1
1 __2 EPS P
L L —8 y(t)——lcost—let+le‘t+1

Exercice N°2(8pts)

Soit la suite de fonctions (£, )nZO positives continués sur l'intervalle [-1 1]. On

suppose que:

1) LimJ’ f (x)dx=1

nN—+o0

2) Et que la suite (fn)nZO converge uniformément vers zéro sur les

intervalles [-1,-C| ,[C,+1] pour tout C positif.

Soit g une fonction continué sur l'intervalle [-1 1] montrer que:

Lim [g(x) f,(x)dx = (0)
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Solution :

nN—+o0

1 1

La condition Lim .[ f,(x)dx =1 montre que Lim j g(0) f,(x)dx = g(0).
% —+0 %
1

Pour obtenir Lim j g(x)f, (x)dx = g(0), il suffit donc de montrer que:
-1

1

Lim J-[g(x)— g(O)]fn(X)dx =0 .0On décompose l'intervalle [-1, 1] en la réunion de
-1

trois sous intervalles disjoints [-1,-C], [-C,C] et [C,1]

La convergence uniforme de (1‘”(X))n sur [-1, -C] entraine celle de

[g(x) — g(O)] f,(X) ,la fonction limite étant encore nulle,il en résulte que I'intégrale

-C
“g(x)— g(O)]fn(x)dx tend vers zéro quand n tend vers l'infini ;de méme pour
-1

[9(x) - g(0)]f, (x)dx.

[} ——

C
Pour “g(x) — g(O)]fn(x)dX on choisit C de sorte

-C

que:Vx, xe[-C,C]

g(x)—g(O)]—<g ce qui est possible en vertu de la

C
continuité, on a alors : j[g(x) - g(O)]fn (x)dx

-C

C

f,(X)dx
-C

1

<g <egl| f,(x)dx
-1

1
Car (fn (X))n est positive, mais Limj f,(x)dx =1
-1

C

donc j [9() - g(0)]f, (X)dx —"="= 0
-C

et par conséquence l'intégrale étudiée :

[lo00-9(0]f, (0dx—==0
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Exercice N°3(7pts)

Soit la série de terme général (— l)nun (x).0On suppose que sur l'intervalle A de IR,

les conditions suivantes sont réalisées pour tout x et pour tout n
Up (%) = 0, upyp(x) <up(x), up(x) <ay
la suite a,, tendant vers zéro.

Montrer que la série est uniformément convergente sur A.
Solution

La série considérée est alternée, car U, est positive et 'on va utiliser les

propriétés classiques de ces séries. Les conditions données assurent la

convergence simple sur A. d’ou la somme S(x).

On sait aussi majorer le reste : |S(X) -3, (X)] <u,,,(X)

On a donc uniformément sur A.

|S(X)—Sn(x)]£an tend vers zéro, dou la convergence uniforme.
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Série numérique
Exercice 1 : (3points*5)

Déterminer la nature de:

n>]l € n>1 n n>1

_ a2 _1\n ~1\n
5 1r)1nn’ 5 (1) sin*(n) Z(( 1) 1]’ 5 L+ (1) Jn
Z((a+ljn,aeIR
n>1 n
Exercice 2 : (5 points)

Soit un une série convergente a termes positifs

[ 2
1) Montrer que la série D’ Nn est convergente (ind (l —\/Ej >0)
n

n> I

2) Quelle est la nature de Y (log(1+u,,)

n>1
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Suites et Séries de fonctions

Exercice 1
Soit
n
f,(x) :i, sur IR f,(x) = X—z, sur [0,1]
1+ nx? 1+x"
: 1
(n—-1)x st 0<x<—
f (x)=x"% "™, surIR* £ (x)= ) n
1-x si—<x<1
n

1) Etudier la convergence simple et uniforme.
2) Pour le dernier exemple, comparer Ilim f,(x)dx et limj f, (x)dx

Exercice 2

Soit f,(x)=Y" S'k”3kx
k=1

1) Etudierla CS etla CU.

2) Méme chose f, (X)= z cokszkx
k=1

Exercice 3

Etudier la convergence simple et uniforme de

1 1 . x*
1)2)(+n_1—)(+In sur IR 2)2m sur IR

1 1
3 — sur IR/
)Zx+n—1 X+n
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Séries de FOURIER
Exercice N°1

Développer en série de Fourier dans l'intervalle [, 7] 1a fonction

F(x) = {x si x e[-m,0]

2x  si x €[0,7]
Exercice N°2
1) Développer en série de Fourier en sinus dans l'intervalle [0, n] la fonction

f(x) =1

1\
2) En déduire la somme )’ =D
n>o2n+1

Exercice N°3

Développer en série de Fourier dans l'intervalle [ 7, 7] 1a fonction
f(x)= x?

Exercice N°4

Développer en série de Fourier dans l'intervalle [ 7, 7] 1a fonction

—(RJFXJ si. x e[-m,0
fx)=1 2
E(TE—X) si x e[0,7]

Exercice N°5

Développer en série de Fourier dans l'intervalle [ 7, 7] 1a fonction
f(x) = Cos(px) pour X € [— n,n] ,p un réel non entier.

Appliquer le résultat pour x = m,x =0
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Transformation de FOURIER
Exercice N°1

Soit la fonction

1-|t| sitel[-L]]
0 sinon

A(x) = {
1) Tracer le graphe de A.
2) Déterminer la transformée de Fourier.

Exercice N°2

Soit la fonction (signal porte) notée n est définie par

1 st xe —l l
n(x) = 272
0 sinon

Déterminer la transformée de Fourier.
Exercice N°3

On reprend la fonction A

AG) = {1_yty si te[-1]]

0 sinon
1) Calculer la dérivée de A et exprimer A/ a l'aide de la fonction .
2) Appliquer a la relation obtenue I'opérateur de Fourier a A.
3) Vérifier que A=+ m.Retrouver le résultat de la question 2.

Exercice N°4

+00 +00
" s cos xt
Calculer I'intégrale _[cosxtdt et on déduire la valeur de j 3 dt
I+t
Cw 0

Exercice N°5
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Résoudre I'équation intégrale

o l-a si 0<a <1
If(x)cosocxdx = .
0 S1 a=0

dans la quelle f est la fonction inconnue.
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Epreuve de Moyenne Durée n°3

Exercice N°1(7pts)

Calculer la transformée de Laplace pour les fonctions suivantes:
1)  f()=1 (tpositiff ,2) g(t)=e*
3) h(t)=sin(at) 4) k(t)=cos(at)

Exercice N°2(5pts)

Résoudre moyennant la transformée de Laplace :
1) L’équation: x'+x=1 avec x(0)=1

2) Le systeme:

3%+2x+—y=1;x(0)=0
dx  dy

—+4—+3y=0;y(0)=0
prarl ) y(0)

Exercice N°3(8pts)

Calculer le rayon de convergence de:

iy wr"
3 Sin(nx )x" e "
Rappels
1 A B C

On

: =— Lf(o)= [ f(t)ePd
Fppra)peb) b (pra) (peby (P70
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Epreuve de Moyenne Durée n°2

Exercice N°1

Soit la suite de fonction de terme générale up, = e ™ x>0
1) Etudier convergence simple et uniforme.
2) Comparer Ilim f,(x)dx et lirn.[ f, (x)dx

Exercice N°2

Etudier la convergence simple et uniforme ainsi que la dérivabilité de la série

. 2
sin N°X
> sur IR
1 N

Exercice N°3
Soit f(x)=e

1) Déterminer la transformée de Fourier de f.

+00

2) En déduire la valeur '[

0

cos Xt
2

dt

Exercice N°4
Développer en série de Fourier en sinus la fonction

f (x) = Cos(rx) , pour x [0, 7] relN
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