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SERIES NUMERIQUES

GENERALITES ET DEFINITIONS

Soient   INnnu  une suite de nombres réels (complexes), l’étude de la série c’est 

donné un sens à ....u......uu n10 

Définition

Soit   INnnu  une suite numérique, on appelle série de terme générale nu la 

somme infinie définie par 

n
n

n

0k
k

n0n
n SLimuLimuS






  (1)

tel que INnn )S(  est la suite de sommes partielles de la suite   INnnu 

Définition

Si la limite n
n

SLimS


 existe et est finie, on l’appelle la somme de la série (1) et 

on dit que la série converge. Si la limite n
n

SLimS


 n’existe pas on dit que la 

série (1) diverge.

Définition

On appelle reste d’ordre n la quantité définie par :




 
1nk
k2n1nn u.....................uuR

EXE MP L ES

1) soit la série 
0n

nar

On a 
r1

r1
aS

1n

n 




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si 
r1

a
S1r

nn 
 


 , la série converge (CV)

si  
nnS1r  , la série diverge (DV)

si  
nnS1r , la série diverge (DV)

si 




 
 impairestnsia

pairestnsi0
S1r

nn , la série diverge (DV)

2) Soit la série 
 1n ))1n(n

1

On a 1
1n

1
1

)1k(

1

k

1

)1k(k

1
S

n

n

1k

n

1k
n  













Théorème (CAUCHY)

Soit )S( n une série de terme générale nu on a :

 

  pn1n

0n
n u......uINp),(Nn:IN)(N,0Convergeu

Preuve

Si la série converge  nS converge 

    npn SSINp),(Nn:IN)(N,0

Théorème

L’ensemble des séries convergentes muni de la somme des séries et de la 

multiplication par un réel forment un espace vectoriel sur IR

Preuve

On peut vérifier sans grande difficulté qu’avec les opérations 

























































0n
n

0n
n

0n
n

0n
n

cuuccS

vuWS
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L’ensemble des séries convergentes forment un espace vectoriel sur IR.

Théorème

On ne modifie pas la nature d’une série en modifiant un nombre finie de ces termes 

Démonstration 

Soient  
n

nn
n

nn vTetuS

telles que 








Nnpourvu

Nnpourvu

nn

nn



On a 







1N

0n
nnnn )vu(TS     ……………..(1) 

Si ( nS ) converge  ( nT ) converge grâce à (1).

Exemple 

Etudier la série suivante 


n )1n(n

1

Solution 


n )1n(n

1
=




n 1n

1

n

1
  on en déduit que 

1n

1
1

1n

1

n

1
...........................

3

1

3

1

2

1

2

1
1u..................us n1n 






donc 1
1n

1
1limSlim

n
n

n






ce qui implique la convergence de la série.

SERIES A TERMES POSITIFS

Définition  
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Toute suite à termes positifs est une série dont les termes sont tous non négatifs 

à l’exception d’un nombre fini d’entre eux.

Remarques 

Une série à termes positifs est:

a) Soit convergente.

b) Soit divergente vers l’infini 

Soit une suite )u( n de termes positifs. Pour que la série 
n

nu soit convergente 

il faut et il suffit que la suite n1n u..................us  soit majorée  c-a-d 

(
n

nu CV n1n u..................us  majorée).

Théorème 

Soient )()( nn vetu de suites de nombres réels vérifiant nn vu  à partir d’un 

certain rang N alors 

DIVvDIVu)b

CVuCVv)a

n
n

n
n

n
n

n
n









Démonstration

a) cvucvv
n

n
n

n   ?

MvvuS
1k

k

n

1k
k

n

1k
kn  




c.-à-d. que MSn  INn 

cvu
n

n

b) On utilise la contraposée

cvucvv
n

n
n

n    divvdivu
n

n
n

n  
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Corollaire 

Soit ( nv ) une suite positif qui ne s’annule pas à partir d’un certain rang N, soit 

(u n ) une suite positif .Supposons que les deux suites vérifient k
v

u
lim

n

n

n




alors

a) si cvuk0etcvv
n

n
n

n   

b) si divuk0etdivv
n

n
n

n  

Démonstration

La même démonstration que celle utilisée dans un théorème semblable dans les 

intégrales impropres.

Corollaire

Soient (u )(,) nn v deux séries à termes positifs vérifiant :

rangunn,nn
v

v

u

u
00

n

1n

n

1n  

alors on a

1) cvucvvsi
n

n
n

n     

2) divvdivu
n

n
n

n  

Démonstration

0
n

1n

n

1n nn
v

v

u

u
  ceci entraîne que 

0

0

n

n

n

n

v

u

v

u
 0nn 

 0n
n

n
n nnv

v

u
u

0

0 










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Le théorème précédent et ses deux corollaires achèvent la démonstration.

Théorème 

Soit 
n

nu une série à termes strictement positifs alors

1) s’il existe un q tel que 1q0  et un 0n à partir duquel

on a q
u

u

n

1n 

alors la série 
n

nu converge 

2) s’il existe un rang n 0 à partir duquel on a 1
u

u

n

1n  alors la série diverge.

Démonstration

1) 0
n

1n nnsiq
u

u
 

00 n1n uqu  par récurrence on trouve 

q1

1
uu

q1

q1
limq.uquu

00

0

0
0

0
0

0

nn

1nn

nnn

n
n

nn

n
n

nn
n 










 cv 

donc la série converge 

2) 0n0n1n0
n

1n uunnuunnsi1
u

u
 



Le terme général ne tend pas vers zéro, d’ou on a divergence.

Corollaire (Regle de D‘alambert)

Soit  nu une série numérique tel qu’il existe un réel q qui vérifie

q
u

u
lim

n

1n

n




alors 
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1) si q 1 la série  converge.

2) si q 1 la série diverge.

3) si q=1 on ne peut rien conclure.

Démonstration 

1) On a 1q
u

u
lim

n

1n

n



, alors il va exister  un n0 et  0 1q  tels que pour 

tout nn0 on a q
u

u

n

1n  , d’après le théorème précèdent  la série converge.

2) 1
u

u
nnqueteln1q

u

u
lim

n

1n
11

n

1n

n
 


 et 

d’après le théorème précèdent la série diverge.

Théorème 

Soit 
n

nu une série tel que 0n0un  alors 

1) s’il existe 1q0  et un rang n0 à partir du quel on a   qu n

1

n  ,la série 

converge 

2 )s’il existe  un rang n0 à partir du quel on a   1u n

1

n  , la série diverge 

Démonstration 

1)     n
nn

1

n0 ququnnpouraon  mais  
n

n

n
n quet1q0    

la série de terme général (qn) converge, alors il en est de même pour la série de 

terme général (un).

2) pour tout n   0ulimdonc1u1un n
n

nn

1

n1 


alors la série 

diverge 
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Consequence (Regle de CAUCHY)

Soit (un) une suite de nombres positifs 

soit L=   


L0,usuplim
n

n

1

n

Si L 1 la série converge.

Si L 1 la série diverge.

Si L=1 on ne peut rien conclure.

Démonstration 

1)     101suplim
1

00

1
 qavecquaonnnquetelnLu nnnn

n




d’après le théorème précèdent la série converge.

2) Si L 1 la condition nécessaire n’est pas vérifie, donc la série diverge.

Exemple

Etudier la convergence de la série suivante :

..........
2

1
.............

2

1

2

1
n22


on a   1
4

1
usuplim n

1

n
n




donc la série converge.

COMPARAISON D’UNE SERIE AVEC UNE INTEGRALE

Théorème 

Soit f:[0 , [    IR une fonction continue positive et décroissante alors la série 

.......)n(f..........)1(f)0(f)n(f
n

 est convergente si et seulement si 




0

dx)x(f est convergente.

Démonstration 
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f est positive décroissante   )1n(f)x(f)n(faon1n,nx  , on 

intégrant l’inégalité on trouve 



1n

n

)1n(fdx)x(f)n(f , INn donc on peut 

écrire : 





1m

1nk

m

n

m

nk
)k(fdx)x(f)k(f

mais 

)1m(f..........)2n(f)1n(f)dx)x(f................dx)x(fdx)x(f( 1m
m

2n

1n

1n

n

 






si de plus on suppose que 


0

dx)x(f est convergente alors il vient

 




1m

n

1m

1nk
dx)x(f)k(f 



0

dx)x(f M INm,n  .

comme la suite des sommes partielles est bornée alors la série de terme général 

f(n) est convergente.

d’autre part on a  






 00k

1m

0

m

0k
dx)x(f)k(fdx)x(f)k(f ou cas ou l’intégrale 

est divergente.

Exemple 

Quelle est la nature de la série 



1n n

1
(série de REIMMAN)?

Solution:

On a 



1n n

1
=


 

x

1
)x(fou)n(f1

.divergesériela.vérifiéepasest'nnécessaire

conditionladonc0verspasconvergeneualors0si n
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





















 1sidv

1sicv

n

1

1sidv

1sicv

x

dx

1n1



SERIES A TERMES DE SIGNE QUELCONQUE

Définition

Soit 
n

nu une série numérique réelle, on dit qu’elle est absolument convergente 

si la série  nu est convergente.

Définition

Une série est dite semi-convergente si elle est convergente sans être absolument 

convergente.

Remarque

L’étude de la convergence d’une série est l’étude de la série à termes positifs, par 

conséquent tous les résultats établis dans le paragraphe précèdent peuvent être 

réutilisé dans l’étude de la convergence absolue 

Lemme (Identité d’Abel)

Soient (un) et (vn) deux suites réelles on a











n

0k
knk1k

n

0k
k1nn

n

0k
kk uUou)vv(UvUvu

Démonstration 

On remarque que uk=Uk+1-Uk   , k1 
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1n

n

0k
n1kkk

1nn

n

1k
1kkk100

1nn

n

1k
1kk10

n

1k
kk00

n

1k

1n

0k
kkkk00

k1k

n

1k
k

n

0k
00kk

vU)vv(U

vU)vv(U)vv(u

)vUvUvU(vUvu

vUvUvu

v)UU(vuvu
































 













Théorème (règle d’Abel)

Soient un et vn deux suites réelles vérifiant les deux conditions

1) un monotone et 



n
n 0ulim

2) INn,MU:0M n  

Alors  nn vu converge.

Démonstration

0vU0vetbornéeU

)vv(UvUvuS

nnnn

n

0k

n

0k
k1kk1nnkkn



  
 



on a

cv)vv(U

bornéeU

econvergent)vv(
n1n

0n
n

n

0k
k1k 


























 


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)n1nnn1nnn1nn

n1nnn1nnn1nn

n1nn1nnn

vv(U2)vv(U)vv(U0

)vv(U)vv(U)vv(Umais

)vv(M)vv(UbornéeU













    cv))vv(U)vv(U(cv)vv(U2 n1nnn1nnn1nn

 


 
 

0n

n

0k
nk1kkn1nn cvScv)vv(Ucv)vv(U

Corollaire (Dirichelet)

Soient un et vn deux suites telles que

1) nu monotone bornée.

2) convergev
0n

n




Alors convegevu
0n

nn




Démonstration 

Soit 



n
nn

n
n 0uulimetmonotoneestuuulimu

cvvucvuvcommeetcvv)uu(ABELcvvcarMv nnn
0n

nn
0n

n

n

0k
k  









Exemples

1) 


1n n

nxcos
  converge pour tout x 

on a

2

x
sin

1
kxcos....................x2cosxcos1    pour 








k2x

Zk
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  k2xpourconvergenxcos
n

1
ABEL,0

n

1

2) 





0n

n)5,0.(
1n

n




























bornéemonotone
1n

n

cv)5,0(
0n

n







0n

n)5,0.(
1n

n
  converge 

SERIES ALTERNEES

Définition

Soit nu une suite positive, la série 





0n
n

n u)1( est appelée série alternée.

Théorème ( LEIBNIZ)

Soit un   une suite positive telle que

1) un est décroissante.

2) 0ulim n
n




alors la série alternée 





0n
n

n u)1( converge et 1nn uSS 

Démonstration

.croissanteestSdonc

)uu(S

)uu(............................................)uu(S

)uu(........................)uu()uu(S

1n2

1n2n21n2

1n2n2101n2

1n22n232101n2













S2n-1 croissante majorée  convergente et 

 

n
1n2 SSlim

D ‘autre part on a n21n2n2 uSS  
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donc S2n converge et 



n

n2 0SSlim

par conséquence Sn converge et convergeu)1(SSlim
0n

n
n

n
n







de plus 1n
1nk

k
k

n uu)1(SS 



 

Exemple

)1nln(

1
SSetLEIBNIZaprés'dconverge

)nln(

)1(
n

2n

n










Remarque

On peut utiliser la règle d’ABEL pour démontrer le critère de LEIBNIZ.

CONVERGENCE ABSOLUE ET SEM-CONVERGENCE

Définition 

Une série 


0n
nu est dite absolument convergente si 



0n
nu converge 

Théorème

Toute série absolument convergente est convergente.

Démonstration

 



mn

n
n uuNnmINNcvu ................,:,0

0

mais 

  mnmn u................uu................uNn,m:INN,0

CAUCHYaprés'dcvu
0n

n





Exemples
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1) 
0n

2n

ncos
est convergente car elle l’est absolument.

on a 
22 n

1

n

ncos
 . Le critère de comparaison entre séries a termes positives 

achève la démonstration.

2) abscv
1n2

)1n2sin(

0n
2

2




 



Remarque

La réciproque est en générale fausse 

Exemple 

dv
n

1
mais)LEIBNIZ(cv

n

)1(

0n0n

n












Définition

Une série 


0n
nu est dite semi-convergente si 



0n
nu converge et 



0n
nu diverge

Exemples 












0n0n

n

n

ncos
,

n

)1(
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SUITES DE FONCTIONS ET SERIES DE FONCTIONS

Définition

Soit E  une partie de IR et F(E,IR) l’ensemble des fonctions réelles à variables 

réelles définie sur E .

Définition 

On appelle suite de fonctions sur E, toute suite   INnnf  d’élément de 

F(E ,IR), c-à-d toute application : 

nfn

)IR;E(FIN:f




avec :

)x(fx

IRE:f

n

n





Remarque 

Ne pas confondre la suite de fonctions   INnnf  et la suite numérique 

  INnn )x(f 

Exemple 

)IR;IR(Ff,IRxx)x(f n
n

n 

Convergence simple

Définition

La suite de fonctions   INnnf  est dite convergente au point x0 de E si la suite 

numérique   INn0n )x(f  converge.   INnnf  est simplement convergente 

sur une partie I de E si elle converge en tout point de I.

Définition
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On appelle domaine de convergence de la suite   INnnf  , le sous-ensemble 

de E défini par  converge)x(f:Ex,xD n

Définition

On appelle limite de   INnnf  la fonction f définie sur D par:

Dx)x(fLim)x(f n
n




Remarque 

  INnnf  est simplement convergente sur I 













)x(f)x(fNm,n:INN,0,Ix

)x(f)x(fNn:INN,0,Ix

mnx,x,

nx,x,

Exemple 

nx1xSi  diverge 

n)1(1xSi  diverge 

nx1xSi  converge

1)1(1xSi n  converge

donc









1xsi1

1x1si0
ffn



CONVERGENCE UNIFORME

Définition

La suite de fonctions   INnnf  est dite uniformément convergente sur I de E 

vers la fonction f si

   )x(f)x(fIx,Nn:INN,0 n
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posons 
Ix

)x(fSupf


 ,(norme de f )

Proposition 

La suite de fonctions   INnnf  est uniformément convergente vers f sur I si et 

seulement si 0ff
nn  



Démonstration

Il suffit de remarquer que 


 )x(f)x(fSup)x(f)x(f,Ix n
Ix

n

Exemple

La suite  1,0xx)x(f n
n  converge simplement vers f=0,mais pas 

uniformément car 
 

1)x(f)x(fSupff n
1.0x

n 


,ne tend pas vers zéro

mais sur  
 

0xSupaon1quetel,0
n

nn

.0x
 




  1,0surCU 

Théorème 

La convergence uniforme entraîne la convergence simple.

Démonstration

Soit aon,Ix 

0ff)x(f)x(fSup)x(f)x(f
nnn

Ix
n  


donc )x(f)x(f n

n   

Remarque

L’exemple précédent montre que la réciproque est fausse.

 1,0xx)x(f n
n  converge vers 0 sur I simplement mais pas uniformément.

Théorème (critère de CAUCHY)
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Pour que la suite de fonctions   INnnf  soit uniformément convergente sur I il 

faut et il suffit que :

   mn ff,Nm,n:INN,0

Démonstration 



Supposons   INnnf  uniformément convergente sur I vers f

Soit 0

2/ffNm

2/ffNn:INN

m

n













donc 

 2/2/2/ffffff mnmn 



Supposons la condition vérifiée et montrons que   INnnf  est uniformément 

convergente.

0)()()()(:

0)()(

,

,

 

 







mnmn
Ix

mn

mnmn
Ix

xfxfSupxfxfIx

xfxfSup

donc   INnn )x(f  est de Cauchy dans IR et par conséquent   INnn )x(f 

converge  vers une limite noté f(x)

Ix)x(fLim)x(f n
n




 )x(f)x(fNm,n mn




)x(f)x(fLimNn mn
m
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 )x(f)x(fNn n

Donc   INnnf  Converge uniformément vers f sur I

SUITES DE FONCTIONS CONTINUES

On note par C0(I,IR),l’ensemble des fonctions réelles continues sur I .Une suite de 

fonctions continues est une suite d’éléments de C0(I,IR).

Théorème

Soit   INnnf  une suite de C0(I,IR),si   INnnf  converge uniformément vers 

f sur I. alors f appartient à C0(I,IR)

Démonstration

Soit 0

ffn  unif sur I  3/ffNn:INN n   

…………………………………………………………… .
3

)x(f)x(f,Ix n


 

Soit .IxetNn 0 

nf continue en x0
3

)x(f)x(fxxtqx:0 0nn0


 

Soit   00 x,xx

on a )x(f)x(f)x(f)x(f)x(f)x(f)x(f)x(f 00n0nnn0 

 )x(f)x(f)x(f)x(f)x(f)x(f)x(f)x(f 00n0nnn0 











333

c-à-d que f est continue en x0.

Remarque
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Si la limite n’est pas continue sur I avec )IR,I(Cf 0
n  alors il n’est pas de 

convergence uniforme sur I

Exemple

1)  1,0Ix,x)x(f n
n 









1x1

1x,0
)x(ftqffn

f n’est pas continue sur I et fn est continue sur I, ceci implique que nf ne converge 

pas uniformément vers f sur I.

2) nxarctg)x(fn  , IRx


















0x,
2

0x,0

0x,
2

)x(ftqff,)IR(Cf S.C
n

0
n





 IRsurfversntuniformémepasconvergenefalors,)IR(Cf n
0

SUITES DE FONCTIONS INTEGRABLES

Rappel

F est intégrable sur I=  b,a au sens de REIMANN



  


 
n

1i
1iiiin0 )xx)(mM(:tqb,adensubdivisio)x,,.........x(d,0 

avec 
 

)x(fmaxM
i1i x,xx

i


 ,
 

)x(fminm
i1i x,xx

i




Théorème
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Soit nf une suite de fonctions intégrables sur I=  b,a , si nf converge 

uniformément sur I vers une fonction f, alors f est intégrable sur I et 

  


b

a

b

a

b

a
n

n
n

n
dx)x(fdx)x(flimdx)x(flim

Démonstration

)1....(.
)ab(a

)x(f)x(fIxetNn:INNIsurff

.0soit

n
CU

n 










   

   
)x(fminm,)x(fmaxMavec

2
)xx)(mM(

:tqb,adensubdivisio)x,......,x(db,asuregrableintf

Nnsoit

n
x,xx

nn
x,xx

n

1ii

k

1i
nn

k0n

i1i
i

i1i
i

ii

 











 



d’après (1) on a 
)ab(4

f)x(f
)ab(4

)x(f..Ix nn 








)ab(4
MMm

)ab(4
m

ii niin 








)ab(2
mMmM

ii nnii 







 
k

1i
1iiii )xx)(mM(











 222

)xx)(mM(
k

1i
1iiinin

donc f est intégrable .Montrons que   


b

a

b

an
dx)x(fdx)x(flim 

on a 

  
b

a
n

b

a
n

b

a

b

a
n dx)x(f)x(fdx))x(f)x(f(dx)x(fdx)x(f

0ff)ab(
nn  



d’ou le résultat.
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Exemple

 
 




















A

0

A

0

A
0

nx
n

CS
n

nx
n

2

1
0dx)x(f:aonpartautre'd

2

1
e

2

1
dx)x(f

A,0sur0ffaon

A,0x,nxe)x(f

2

2

donc  A,0surfversntuniformémepasconvergenefn 

SUITES DE FONCTIONS DERIVABLES

On désigne par   )b,a(C1 , l’ensemble des fonctions continûment dérivables sur 

 .b,a .

Théorème

Soit nf une suite de fonctions de classe   )b,a(C1 telles que

1) n
/f converge uniformément vers une fonction h.

2)Il existe  b,ax0  tel que )x(f 0n converge.

alors

nf converge uniformément sur  b,a vers une fonction   )b,a(Cf 1 .

)x(flim)x(flimdàc(hf /
n

n

/

n
n

/











Démonstration

 

   



 





x

x

x

x
n

/
n0

CU/
n

x

x

/
n0nn

0 0

0

dt)t(hdt)t(f:doncetx,x

surfortioria,b,asurhfaon,dt)t(f)x(f)x(f
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Posons  
x

x

x

x

/
nn

0 0

dt)t(h)x(Fetdt)t(f)x(F

On a 
   

hf)xx(sup)x(F)x(Fsup /
n0

b,ax
n

b,ax




   
ff)xx(sup)x(F)x(Fsup n0

b,ax
n

b,ax




   
ff)xx(sup)x(F)x(Fsup n0

b,ax
n

b,ax



0ff)ab(

nn  


,

donc   .b,asurFF CU
n 

Exemples

1) Soit 
n

nxsin
)x(fn     0

n

1
)x(fsup

nn
IRx

 


donc IRsur0f
CUn  mais nxcosn)x(f /

n  , divergente quel que soit x 

de IR.( c-à-d  que la convergence uniforme de nf n’est pas suffisante pour la 

dérivabilité de la limite).

2)  .,0x,x)x(f n
n 

/CU/
n

n

CU1n/
n ff

CV)0(f

0nx)x(f 










  

SERIES DE FONCTIONS

Définition

Soit nf une suite de fonctions définies sur une partie E de IR,et Sn la suite de 

fonctions des sommes partielles de nf .





n

0k
kn Ex,)x(f)x(S

Définition
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On dit que la série de fonctions 


0n
nf converge au point x0 de E si la série 

numérique 


0n
0n )x(f converge (c-à-d la suite )x(S 0n converge).La série 

diverge au point x0 si elle ne converge pas en ce point.

Définition (convergence simple)

La série de fonctions 


0n
nf est dite simplement convergente sur une partie I de 

E , si elle converge en tout point x de I.

(c-à-d 





0n
n )x(f,Ix converge).

Définition

On appelle domaine de convergence de la série de fonctions 




0n
nf l’ensemble .converge)x(f:Ex,xD

0n
n









 




Exemple




0n

nx

on a :

















1x,1n

1x,
x1

x1
x.........xx1)x(S

1n
n2

n

1xconvergexconverge)x(S 1n
n  

donc  
x1

1
xSxSet11D

nn 
 


)()(,

Définition
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On appelle somme de la série, la fonction S définie sur D par












0n
n

n
n

)x(f

Dx)x(Slim)x(S

par définition de S et de D, D est exactement le domaine de définition de S.

Remarque 




0n
n )x(f converge simplement sur I :

 



 

1nk
knx,x, )x(f)x(S)x(SNn:INN,0,Ix

Isursimplement0)x(f
1nk
k 








Définition 

La série de fonctions 


0n
nf est dite uniformément convergente sur une partie I 

de E si la suite de fonctions Sn des sommes partielles converge uniformément sur 

I.

Remarque 




0n
n )x(f converge uniformément sur I si et seulement si 

 



 

1nk
kn )x(f)x(S)x(SIx,Nn:INN,0

Exemple




0n

nx converge simplement vers 
x1

1
)x(S


 sur  11,
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x1

x

x1

1

x1

x1
)x(S)x(S

1n1n

n 











   







 x1

x
xSxS

1n

11x
n

11x ,,
sup)()(sup




0n

nx converge uniformément sur   , ,( 01   )

car le 
  ,x
sup 0

1
)x(S)x(S

n

1n

n  









CRITERE DE CONVERGENCE UNIFORME

Théorème(critère de Cauchy)

La série 


0n
nf converge uniformément sur I si et seulement si

 


 
m

nk
k

m

nk
k f)x(fIx,Nm,n:INN,0

Démonstration

Il suffit d’appliquer le critère de Cauchy pour la convergence uniforme de la suite 

Sn des sommes partielles.

Remarque

0)x(f
nn  


sur I est une condition nécessaire 

Théorème(CRITERE DE WEIERSTRASS)

Soit 


0n
nf une série de fonctions simplement convergente sur I de IR s’il existe 

une série numérique convergente 


0n
na telle que
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.Ix,INna)x(f nn  Alors 


0n
nf converge uniformément sur I.

Démonstration

Soit 0 




mnn
0n

n a..............aNm,n:tqINN0aetCVa ( 

critère de Cauchy pour la convergence uniforme des séries numériques).

On a 

mn

mnmn

f.............f

)x(f........)x(f)x(f.......)x(f





mnmn
Ix

f.............f)x(f.......)x(fsup 


c-à-d  mnmnmn a.......af.................ff...........f

donc 


0n
nf converge  uniformément sur I d’après le critère de Cauchy.

Exemple










IRsurntuniformémeconverge

1n

e

0n
2

nx

car 












 0n
222

nx
converge

1n

1
et0x

1n

1

1n

e

Théorème (critère d’ABEL)

Soient fn et gn deux suites de fonctions vérifiant les propriétés suivantes

1) Ix,nM)x(f.........)x(f:0M n0  

2) ng monotone et .Isurunif0g
nn  


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alors .Isurntuniformémeconvergegf
0n

nn


Démonstration

On a d’après l’identité d’ABEL




 
n

0k
k1kk1nnn )).x(g)x(g)(x(F)x(g)x(F)x(S

On suppose que g k est croissante sur I ( k1k gg  ).

On a 0gM)x(gM)x(g)x(F
n1n1n1nn  

 , 

donc )x(g)x(F)x(A 1nnn  converge uniformément sur I, il suffit maintenant de 

montrer que 


 
n

0k
k1kkn )).x(g)x(g)(x(F)x(B est uniformément convergente 

sur I en utilisant le critère de Cauchy en effet 

M2
gNn:INN0g

0soit

nnn


 








Soit  Nm,n on a




 
m

1nk
k1kkmn )x(g)x(g)(x(F)x(B)x(B

))x(g)x(g(M)x(g)x(g(M

)x(g)x(g()x(F

1nm

m

1nk
k1k

m

1nk
k1kk

















Ix,)
M2M2

(M

gg(M))x(g)x(g(M 1nm1nm









 

donc  )x(B)x(B mn
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d’ou la convergence uniforme de Bn sur I, et par la suite Sn=An+Bn converge 

uniformément sur I.

Exemple

 

2
sin

1

2

x
sin

1
nxsin................xsin)x(Favec,nxsin)x(f

02,Ix
xn

nxsin

nn

0n









 

d’autre 

part on a 0
n

1

xn

1
)x(gn 


 , donc uniforme d’autant plus qu’elle est 

monotone .

PROPRIETES DE SERIES DE FONCTIONS UNIFORMEMENT CONVERGENTES

Théorème (continuité)

Soit 


0n
nf une série de fonctions uniformément convergente sur un intervalle 

 b,a , si toutes les fonctions nf sont continues en un point  b,adex0 , alors 

la somme )(xfS k
0k






est continue en x0 et on a:

 













0n 0n
0nn

xx0n
n

xx
)x(f)x(flim)x(flim

00

Démonstration

Les termes de la suite 



n

0k
kn fS étant continues en x0 de  b,a , la convergence 

uniforme de S n vers S sur  b,a entraîne la continuité de S en x0.

S continue en )x(S)x(Slimx 0
xx

0
0




  









0n 0n
n

xx
n

xx
)x(flim)x(flim

00
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Théorème : (intégrabilité de la somme) 

Soit 
0n

nf une série de fonctions uniformément convergente sur  b,a , si toutes 

les fonctions fn sont intégrable sur  b,a , alors la somme 



0n

n )x(f)x(S est 

intégrable sur  b,a et l’on a

  


 


0n 0n

b

a
nn

b

a

b

a

dx)x(fdx)x(fdx)x(S

Démonstration

Soit 



n.....0k
k )x(f)x(S une somme finie de fonctions intégrable sur 

 b,a ,de plus elle converge uniformément sur  b,a vers 



0n

n )x(f)x(S S est 

intégrable sur  b,a et l’on a





b

a
n

n

b

a

b

a
n

n
dx)x(Slimdx)x(Sdx)x(Slim

Exemple

1)   1,,surntuniformémeconverge,x
x1

1

0n

n 





donc  10
1n1n

x
dxx

x1

dx

0n

1n

0n
0

1n

0n 0

n

0
,, 





 

 












 11x
1n

x

x1

1

0n

1n

,,log 










Théorème (dérivabilité)

Soit 
0n

nf une série de fonctions uniformément convergente sur 

 b,a
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1) si toutes les fonctions fn sont continûment dérivables,  )b,a(Cf 1
n  et

2) si   converge)x(f:b,ax
0n

0n0 


 .

3) 
0n

n
/f converge uniformément sur  b,a .

Alors


0n

nf converge uniformément sur  b,a

la somme 



0n

n )x(f)x(S est continûment dérivable sur  b,a et l’on a 

/

0n
n )x(f 











=  
0n

/
n )x(f

Démonstration

Il suffit d’appliquer le théorème de dérivabilité de la limite d’une suite de

fonctions à la suite 



0n

nn )x(f)x(S .
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SERIES DE FOURIER

Soit V un espace vectoriel sur IR.

Définition

On appelle produit scalaire sur V, toute application de V x V dans R vérifiant :

.Vv,u,IR,v,uv,u 

Vv,u,u,v,uv,uv,uu 212121  .

Vv,u,u,vv,u  .

.0u,u,uu  et .0u0u 

L’application :  IRV:. est appelée la norme associée au produit scalaire  

.

Exemples

1)V = IRn, X= (x1,……….,xn),   Y= (y1,……,yn)





n

1i
ii yxY,X et  




n

1i

2
ixX,XX .

V=R   , , l’espace des fonctions intégrables sur   , muni

du produit scalaire 



 dx)x(g)x(fg,f et   






dxxff 22 )(

cette norme est appelée norme de la convergence en moyenne

quadratique, ne pas confondre avec la norme de la convergence uniforme u. .   

)x(fsupf
Ix

u


 .

Définition
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Soit  S= .....,...........,......... n1  dans V , S est dite orthogonale 

si .leorthonormaestS,i,1plusdesi,ji0, iji 

Exemples

1)V=IRn

 n1 e,,eS  est orthonormale  tel que ei= (0,0,………,1,0,………0).









ji,1

ji,0
e,e ji

2)   ,RV , muni de produit scalaire suivant : 



 dx)x(g)x(fg,f

 .........,.........,S 10  tel que :


























kxsin
1

)x(

kxcos
1

)x(

2

1
)x(

k2

1k2

0

S est orthonormale.

En effet :

  











 0dx)nmsin(

2

1
dx)nmsin(

2

1
nxdxsin.mxcos










  












mn,

mn,0

dx)nmcos(
2

1
dx)nmcos(

2

1
nxdxsin.mxsin



38










  












mn,

mn,0

xdx)nmcos(
2

1
xdx)nmcos(

2

1
nxdxcos.mxcos

1dx
2

1
2

2
0 










 




1n,1dx)nx(sindx)nx(cos n
22  









Théorème

Si la série  )nxsinbnxcosa( n
1n

n2
a0  




  converge uniformément vers f 

alors 






 1,0n,nxdxcos)x(f

1
an 







 2,1n,nxdxsin)x(f

1
bn

Corollaire (l’inégalité de BESSEL)

Si    





0k

22
k f,f:aon,Rf

Démonstration

On a   



n

0k

2
k

n

0k

2
kk

22
n ,f,ffSf0

IR,.........., n0  au point  n0 ,f,,,f  on obtient .

INn0,ff
n

0k

2
k

2  


d’ou la série 





0k

2
k,f converge et l’on a 






0k

2
k

2 ,ff

Conséquence
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Si   





1n
nn

0 nxsinbnxcosa
2

a
)x(S   est le développement en série  de 

FOURIER de fonction f on a 






 







  dx)x(f

1
ba

2

a 2

1n

2
n

2
n

2
0

Définition

Soit 



n

0k
kkn )x(S une suite de     ,Rfet,R on 

dit que Sn converge en moyenne vers f si

0dx)x(S)x(flimSflim 2
n

n

2
n

n
 





Corollaire (égalité de PARSEVAL)

Si 



n

0k
kkn )x(S converge en moyenne vers f alors 






0k

2
k

2 ,ff

Démonstration













 

0k

2
k

2

n

n

0k

2
k

22
n

,ff

0,ffSf0

Remarque

Si   





1n
nn

0 nxsinbnxcosa
2

a
)x(S   converge uniformément vers f 

alors   






 
 dx)x(f

1
ba

2

a 2

1n

2
n

2
n

2
0

car la convergence uniforme entraîne la convergence en moyenne Définition

Un point x0 est dit point de discontinuité de première espèce pour la fonction f, si 

f est discontinué en x 0 et si les limites à gauche et à droite existent.

On note
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)x(flim)0x(f
0xx

0





, )x(flim)0x(f
0xx

0





Théorème (Dirichelet)

Soit IRIR:f  une fonction intégrable sur   , et périodique de période 

égale à 2 , si les conditions suivantes sont vérifiées f est continué sur   ,

sauf peut-être en un nombre fini de point de discontinuité de première espèce.

2)Il existe une subdivision fini d(x0,  ..,xn) de l’intervalle   , tel que  f soit 

monotone sur chaque intervalle  1ii x,x  alors la série de FOURIER   de f 

converge sur   , vers f(x0) si f est continue en x0 

2

)0x(f)0x(f 00 
si f est discontinue en x 0

2

)0(f)0(f 
en x

Remarque

On peut remplacer dans le théorème de DIRICHLET la deuxième condition par:

h

)0x(f)hx(f
lim 00

0x





existe et 
h

)0x(f)hx(f
lim 00

0x 





existe 

Développement des fonctions paires et impaires

Lemme

Soit IRIR:  une fonction localement intégrable on a

1) si : est impaire alors 0a0dx)x(
a

a




2) si : est paire alors 0adx)x(2dx)x(
a

0

a

a

 


Démonstration
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: impaire IRx)x()x( 

on a



 











a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

IRx0dx)x(0dx)x(2

dy)y(dy)y(dx)x(

2) IRx)x()x(paire 

on a

 



 








a

0

a

0

a

0

a

0

0

a

0

a

a

0

a

a

dx)x(2dx)x(dx)x(

dx)x(dx)x(

dx)x(dx)x(dx)x(

Théorème

Soit   ,Rf , le développement en série de FOURIER de f est

de la forme

 





1n
n

0 paireestfsinxcosa
2

a
avec 







0
nn 0b,dxnxcos)x(f

2
a

  impaireestfsinxsinb
1n

n



avec 







0
nn 0a,dxnxsin)x(f

2
b

Démonstration

On remarque que si f est paire alors f(x)cosnx est paire et f(x)sinnx est impaire, il 

suffit d’appliquer le lemme précédent. Même chose lorsque f est impaire.

Exemple
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Soit   ,0Rf , alors f admet sur  ,0 deux développements différent en série 

de cos et de sin .

Sur  ,0 on a 

)x(f    


1n
n

0 nxcosa
2

a  


1n
n nxsinb

avec 





0
n dxnxcos)x(f

2
a , 






0
n dxnxsin)x(f

2
b

On remarque que

 





1n
n

0 nxcosa
2

a
forme par prolongement pair de f sur   , puis

un prolongement par périodicité sur IR et que  


1n
n nxsinb forme un

prolongement impair de f sur   , puis un prolongement périodique sur IR .

Exemple

f(x)=x sur   ,0

Développement en cos :

 












 






0

2

n

n
n

112
nxdxcosx

2
a ,      


 



0
0 xdx

2
a

d’ou :  
   














 






1n

2

n
,xnxcos

n

112

2
)x(f

f(x)=x  sur   ,0 développement en sin :

 

 










 





0

1n

n n

1
2nxdxsinx

2
b ,  0an 
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d’ou 
   
















 


1n

1n
,xnxsin

n

1
2)x(f

CHANGEMENT D’ECHELLE

Théorème

Soit f:IR IR une fonction intégrable sur  L,L (L réel strictement positif, si f 

est périodique de période 2L, on a











 





1n

nn
0 x

L
nsinbx

L
ncosa

2

a
)x(f







L

L
n dxx

L
ncos)x(f

L

1
a , 






L

L
n dxx

L
nsin)x(f

L

1
b

Démonstration

Il suffit de considérer le changement de variable suivant :

L

x
y


   ,

Exemple

 
 








0,1x,0

1,0x,1
)x(f

0dxx
1

ncos)x(fa
1

1
n 


 


, 
 







1

1

n

n n

1)1(
dxx

1
nsin)x(fb 1a0 

donc  


 



1n

n
nxsin

n

1)1(

2

1
)x(f   ,x
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INTEGRALES IMPROPRES

DEFINITIONS ET PROPRIETES :

Soit I=[a,b[ R un intervalle semi-ouvert de R avec b , et f : RI 

une fonction réelle définie sur I .

Définition

f est dite localement intégrale sur I, si elle est intégrable au sens de Reimann sur 

tout compact de I , c-à-d I  ,   l’intégrale au sens de Reimann dttf )(

existe.

Soit f : RI  une fonction localement intégrable sur I, on définit alors la 

fonction F sur I par :  x

a
dttfxF )()(

Définition

On appelle intégrale impropre de f sur [a,b[ la limite )(lim xF
bx

lorsqu’elle 

existe, et on écrit :

)(lim)(lim)()(
[,[

xFdttfdttfdttf
bxba

b

a

x

abx 
  

On dit aussi que l’intégrale (impropre ou généralisé de f sur [a,b[ est 

convergente, on dit que l’intégrale est divergent si elle ne converge pas .

Remarque 

On définit de la même façon l’intégrale d’une fonction sur un intervalle ]a,b]    

semi ouvert à gauche , par : 

 



b

a

b

xax
dttfdttf )(lim)(

et d’une fonction  f : Rba ],] par : 
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 




b

a

y

xax
dttfdttf

by

)(lim)(

= 



y

c

c

x byax
dttfdttf )(lim)(lim

( 
],] ba

fdt chacune des intégrales c
a

f et ],] baccvg
b

c
 )

Exemple


1 t

dt
converge si 1 ,   diverge  si 1

[,1[ I    , 
t

tf
1

)( 

 
x

t

dt
xF

1
)(     )(

1

1
1

1 x
t 





          1

x
t

1
log                         1

)(xF    )1(
1

1 1 





x           1

xlog                         1

et 


)(lim xF
x

     
1

1


         1

 1

d’où   
1 t

dt
  cv   pour   1
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div  pour    1

2)  1

02 t

dt
I    cv   pour  1

div  pour    1

Il suffit d’appliquer la définition : 

  


1

0

1

0
lim

xx t

dt

t

dt
         1

     
1

1
    1

3)  
0 t

dt
   diverge   R    (exercice)

Théorème 

Soit f :[a,b]� IR localement intégrale sur [a,b[, l’intégrale  
b

q
dttf converge si et 

seulement si  
b

q
dttf converge  [,bac  , et an à :

  
b

a

c

a

b

c
dttfdttfdttf )()()(

Demonstration :

 
b

a
xfcvdttf )(lim)(

soit [,[ bac , an a   
x

a

c

a

x

c
dttfdttfdttf )()()(

 bcx ,

)())()()()( cFxFdttfdttfdttf
x

c

x

a

c

a
  



47

D’où   
bx

lim F(x) existe 
x

c
dttf )(lim existe 

et on a  


b

c

x

cbx
dttfdttf )(lim)(

                        )()(lim cFxF 

                         
b

a

c

a
dttfdttf )()(

            
b

a

c

a

b

c
dttfdttfdttf )()()(

Corollaire

b
a

dttf )( converge  0)(lim 


xR
bx

Avec R(x)= b
x

dttf )( le reste de l’intégrale .

Démonstration

b
a

dttf )(      cv    )(lim xF
bx

existe 

Soit [,[ baa   on a :  b
a

dttf )( =  x

a

b

x
dttfdttf )()(

=F(x) + R(x)

D’où : R(x)= 



b

a bx
xFdttf 0)()(

Théorème ( Linéarité de l’intégrale) 

Soit f, g : [a,b[ R localement intégrale 

Si b
a

fdt et b
a

dttg )( convergent  

Alors R  ,      gdtf  converge et on a 
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  
b

a

b

a

b

a
gfgf  ..

Démonstration

Soit [,[ bax   on a : 

  
x

a

x

a

x

a
gfgf  .

Il suffit de passer à la limite quand bx 

Remarque

Ce théorème montre que l’espace de fonction intégrables sur [a,b[ au sens de 

Riemann généralisé forme un espace vectoriel sur R et l’application 

 b

a
dttffT )()( est une forme linéaire sur cet espace .

2. Critères de convergence :

Critère de Cauchy : 

Ce critère est une condition nécessaire et suffisante de convergence.

Théorème (Cauchy)

b
a

dttf )( converge si et seulement si 


2

121 )([,],:[,[,0
x

x
dttfbcxxbac

Démonstration

Il suffit d’appliquer le critère de Cauchy relatif à l’existence d’une limite au point 

b.

Remarque

On applique ce théorème souvent pour démontrer la divergence d’une intégrale.

Exemple
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
0

sin xdx   diverge .

D’après le théorème précédent on a l’équivalence 


b

a
dttf )(       diverge  bac ,,0  

                                                      
2

1
21 )(,,

x

x
dttftqbcxx

il s’agit donc de trouves un 0 vérifiant cette propriété.

on a : 2
)12(

2

)12(

2













n

nn
cootdttsi

donc MnnMtq  21,0)2(,0 

                                   n1=2n ,n2 =(2n+1) 

   : Edtt
x

x


2

1
sin

CAS DES FONCTIONS POSITIVES

Théorème (critère de comparaison ) 

soit f,g :[a,b[�IR loc.int et positives sur [a,b[, f(t) 0 et g(t) 0   [,[ bat

Tq              0 )()( tgtf         alors

1) 
b

a
dttf )( diverge     

b

a
dttg )(   diverge.

2) 
b

a
dttg )( converge  

b

a
dttf )(   converge .

Lemme

Si f(t) 0   [,[ bat alors 

1)       
b

a
dttf )( converge  sai    F(x) est majorée
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et       
b

a
dttg )(   diverge sai   

bx
lim F(x) 2+ .

Démonstration

La fonction F(x) est croissante sur [a,b[ 

où F(y) – F(x) = 0)(  dttf
y

x
(car f ).0

Donc      F(x) admet une limite 2 si MxFM  )(:0

Démonstration du Théorème

Soit F(x)=  
x

a

x

a
dttgxdttf )()(,)(

0  
x

a a
dttgdtxftgtf

2
)()(0)()(

                             )()2(0 xF 


b

a
dtg cv  :0M G(x) MxFMM )(:

           
b

a
dttf )(          cv

Il suffit de prendre la négation de 1) pour montrer 2) 

Exemple


0 ²1

²sin
dx

x

x
    cv   car 

²1

1

²1

²sin
0

xx

x





   et 

0 ²1 t

dt
   cv .

Remarque

il suffit de composer f et g au voisinage de b .

Soit f, g 0   sur [a,b[  on dit que f et g sont équivalente au voisinage de b et on 

écrit 
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f g au v(b) si 1
)(

)(
lim 
 tg

tf

bt

Théorème : (Comparaison à la limite) 

Soient f, g deux fonctions positives sur [a,b[ tq f g au v(b) alors b
a

fdt et  

b
a

dttg )( sont de même nature .

1
)(

)(
lim 
 tg

tf

bt
 [:,[,0 bac

 1
)(

)(
:],]

tg

tf
bct

Soit 
2

1
 ; donc [,[ bac : [,] bct 

[,])(
2

3
)()(

2

1

2

1
1

)(

)(

2

1
bcttgtftg

tg

tf


On a alors : 

b
a

fdt cv 
b

c
dttg )(

2

1
   cv  

b

a
g   cv 

b
a

dttg )(    cv   
b

c
dttg )(

2

3
   cv   

b

c

b

a
dttfdttf )()(

c.à.d  que  f et  g converge simultanément et donc diverge simultanément.

Exemple

1) 
1

1
sin dx

x
  on a 

xx

11
sin  au v(x) 


1

1
sin dx

x
diverge car a

dx
x1

1
diverge 
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2) 


1

0 ²1 x

dx
  cv   car   

xx 


 1

1

²1

1
  au v(1) 

Théorème 

Soit f,g deux fonctions positives sur [a,b[

Tq )(0(0
)(
)(

lim gf
tg
tf

b



an ),(bt alors


b

a
dttg )( converge  

b

a
dttf )( converge 

Démonstration

  :,,00
)(

)(
lim tqbac

tg

tf

bt





  .
)(

)(
, 

tg

tf
bct

soit     :,:,,0 aonbatbac 

              ).()(0 tgtf 

donc   
b

c

b

c

b

a
cvdttgcvdttgcvdttg )()()( 

 
b

a

b

c
cvdttfcvdttf )()(

Exemple

1
0
log cvdxx   car  0loglim

0



xx

x

et   dx
x

1
0

1
     cv.
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CAS DES FONCTIONS DE SIGNE NON CONSTANT

Théorème (critère d’Abel).

Soit f, g IRb[[a,  vérifiant les deux conditions suivantes :

1) f monotone et .0)(lim 


xf
bx

2) 0M tel que   .)(:, Mdttgbax
x

a
 

alors   b
a

dttgtf )()(      converge.

Démonstration :

1)   :,00)(lim tqbacxf
bx






.)(
M

xfcx





soit     .,,, 2121 xxbaxx 

on a :   
1 22

1
)()()(

x

a

x

a

x

x
dttgdttgdttg

.2)()(
21

Mdttgdttg
x

a

x

a
 

f monotone ; donc d’après le 2ème théorème de la moyenne.

on a : .)()()()1()()(
2

02
0

1

2

1
 

x

x

x

x

x

x
dttgxfdttgxfdttgtf

 
2

02
0

11 )()()()(
x

x

x

x
dttgxftgxf




 M
M

M
M

2.
4

2.
4
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Et donc d’après le critère de Cauchy b
a

fgdt    cv 

Exemple : 


1

sin
dt

t

t
   cv   d’après Abel   car :

1) 22cos1cossin
1

 x
tdt    [,1[ x

2) 
t

1
  montrons 0




t

Corollaire ( critère de Dirichlet ) 

Soit f,g : [a,b[ R   telles que : 

1) f est monotone et borné sur [a,b[

2) b
a

dttg )(   converge

Alors b
a

tgtf )()( converge 

Démonstration

Soit A= )(lim xf
bx

(elle existe) 

La fonction f-A est monotone et 0
bx



Comme b
a

dttg )(    cv  x

a
dttg )(   est bornée 

Donc d’après Abel  
b

a
gdtAf )( converge et comme 

  
b

a

b

a

b

a
fgdtAgdtgdtAf )(

Converge 
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CONVERGENCE ABSOLUE ET SEMI CONVERGENCE

Définition

Soit f : Rba [,[ une fonction localement intégrable . On dit que l’intégrale 

b
a

dttf )( est absolument convergente si l’intégrale b
a

dttf )( converge.

Théorème

Si b
a

dttf )( converge alors b
a

dttf )( converge.

Démonstration

Soit   :,0 tqbac 

 bcxx ,, 21  on a   2

1

x

x
dtf

mais  
2

1

2

1
.)()(

x

x

x

x
dttfdttf 

Le critère de Cauchy  implique que dttf
b

a
)( cv

Remarque

La réciproque  du théorème précédent est en générale fausse.

Définition

Une  intégrale dttf
b

a
)( est dite semi-convergente si elle est convergente sans 

être absolument convergente.

Exemple :

dx
x

x



1

sin
est semi convergente (exercice).

METHODE DE CALCUL DES INTEGRALES
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CHANGEMENT DE VARIABLE

Soit f :[a,b[�R et  baI ,:    une bijective continue, donc monotone et 

l’intervalle I est demi ouvert de la forme   , ou    , selon que  soit 

croissante ou décroissante avec :

)(lim x
ax



 et )(lim2 x

ax





Théorème

Soit f :[a,b[�R localement intégrale et     ba,,:  une bijection de classe 

C1 (croissante ) alors ')( 0 f est loc.int du   , et l’an a :

 




b

a

dxxfdtttf )()('))(( 

Démonstration

 est croissante continue  )(' a

et 


)('lim t
bt


soit  bay , on a :

 



y

y
dtttfdxxf




)(

)(

1

1 )('))(()(



 .

Passons à la limite quand by  on obtient :

 
b

a

dtttfdxxf

 )('))(()( 

même démonstration lorsque  est décroissante.

Exemple



57

dxDimx


2 converge.

 2xt    )(ttx    
t

dt
dx

2


dt
t

Dimt
dxdimx 




1
1 2

2

ou 21
1

 cooccoodttDim
c

t

1
monotone 0t

INTEGRATION PAR PARTIE

Théorème

soient f, g : [a,b[ � R de classe C1 .

1) )()(lim xgxf
bx

existe.

2) l’une des deux intégrales 
b

a

dtfg '   ou  
b

a

gdtf ' converge alors l’autre 

intégrales converge et l’on a 

 


b

a

b

a bx
gdtfagafxgxfdtfg ')()()()(lim'

Démonstration

soit   bax ,   on a :

 
x

a

agafxgxfdtfg )()()()()'(

Abel

     converge
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







x

a

x

a

x

a

gdtfdtfg

dtgffg

''

)''(

supposons que )()(lim xgxf
bx

 et que 


x

abx
fdtf 'lim 

alors  


xx

a bxbx
gdtfagafxgxfdtfg


)')()()()((lim'lim

 


bb

a bx
gdtfagafxgxfdtfg


)')()()()((lim'

Exemple

dxexn

dxenxex

dxexdxexI

xn

xnxn

x

xnxn
n





 









 








0

1

0

1

0 0

0)(lim

)(

Par récurrence : dxeI x



0

0      cv.

cvInIcvI nnn 11  

donc  nI   cv    n
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INTEGRALE CURVILIGNE ET DE SURFACE

COURBES ET SURFACES

COURBES PLANES

On donne trois critères de définition d’une courbe plane:

1er critère(submersion)

Soit IRIR: 2  une application de classe C 1 (c-à-d 
x


et 
y


sont 

continues sur IR2),on considère l’ensemble 

    0)y,x(,y,x)0(1  

si le gradient de  )y,x(0)y,x(, , alors   définie une courbe plane 

de classe C1 .

)y,x(endegradient)y,x(
x

,)y,x(
x

)y,x( 















Exemple

1) (x,y)=a x +b y +c

  0cbyax;IRy,x 2 

a)   0ba)0,0(b,a0 









0csiIR

0csi
2

b)
























0a,
a

c
y

a

b
x

ou

0b,
b

c
xy

équation'ddroite0
b
a

2)Soit     0R,Ryyxx)y,x( 22
0

2
0 
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      22
0

2
0

2 Ryyxx:IRy,x  cercle de centre (x0 ,y0) et de rayon 

R.

Si 0Ryyetxx)0,0()y,x(
x

,)y,x(
x

)y,x( 00 















R=0  contradiction, donc 

2IR)y,x(0)y,x(
x

,)y,x(
x

)y,x( 















Définition

Soit IRIR: 2  une application de classe C 1, la différentielle de  En un 

point a = (x0 ,y0) est l’application linéaire 

y)a(
y

x)a(
x

)y,x(),a()y,x(Da 








Définition(espace tangent )

Soit  la courbe plane de classe C1 définie par 0)y,x( 

L’espace tangent en un point a=(x0 ,y0 ) est par définition le sous espace vectoriel 

de IR 2

      
















  0y)a(
y

x)a(
x

:IRy,x0DT 21
aa

Définition(la normale )

La normale 

n en un point a (x0, y0) de  est un vecteur   

orthogonal aT de norme égale à 1 .( 

n  aT    et 1n 


)

Proposition

Si  est définie par 0)y,x(  , alors la normale 

n en un 
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point a est donné par 
22

)y(
y

)a(
x

)y(
y

,)a(
x

)a(

)a(
n











































Démonstration









)T()a(donc

genttanespacededéfinitionpar0v).a(Tv

a

a

1)a(.navec)a(n 


)a(

1


 .Ceci achève la démonstration.

2eme critère(paramétrisation)

Soit   2IRIRb,a:  de classe C 1,  )t(y),t(x)t(  .

Considérons l’ensemble        b,ab,at;IR)t(y),t(x 2  .

Si la différentielle de  aD, au point a=(x(t0), y(t0)) est non nulle quel que soit a 

de  ,alors  définie une courbe de classe C 1 de IR 2,appelée courbe 

paramétrique.

Exemple

1)  (t)= (at+x0, bt+y0), tIR.

 est la droite passant par (x0,y0) dans la direction du vecteur 

(a,b) (0,0) ( )b,a()t(/  ).

2)  (t)=(Rcos(t)+x0 ,Rsin(t)+y0)  ,    2,0tet0R 

   2,0 est cercle de centre (x0 ,y0) et de rayon égale à R.
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Définition(l’espace tangent)

L’espace tangent à la courbe  b,a avec  )t(y),t(x)t(  en un point a 

=(x(t0),y(t0)) est par définition l’ensemble(le sous-espace vectoriel de IR2) 

   .IR)t(IRt:IRt)t(y,t)t(xT 0
/2

0
/

0
/

a 

Remarque

On remarque que  .IR)D(T aa l’image directe de IR par la 

différentielle de  au point a =(x(t0),y(t0)), par conséquent la normale 

n au 

point a =(x(t0),y(t0)) est donnée par 
 
   

.

)t(y)t(x

)t(x,)t(y
n

2
0

/2
0

/

/
0

/








Démonstration

Il suffit de remarquer que  )t(y,)t(x)t( 0
/

0
/

0
/   aT et 0)t(,n 0

/ 


et 

que 1n 


3eme CRITERE(GRAPHE )

Soit   IRIRb,a:f  une fonction de classe C1 ,alors le 

graphe de f définie une courbe univoque de classe C1

    b,ax,)x(fy:IRy,xfGraph 2 

Exemple

 R,RxxR)x(fy 22  .

 est le demi-cercle supérieure de centre (0,0) et de rayon R.

Remarque



63

On se ramène au 1er critère par )x(fy)y,x(  .

et au 2eme critère par  b,at))t(f,t()t( 

SURFACE DE IR3

On donne trois critères de définitions d’une surface régulière de l’espace IR3.

1er critère

Soit IRIR: 3  une application de classe C1 (c-à-d  

)continuessontilsetexsistent
z

et
y

,
x 








. On considère l’ensemble

 .0)z,y,x(:IR)z,y,x()0( 31  

si   et si  )z,y,x(,0)z,y,x( , alors définie une surface de 

classe C1 de IR3.

Exemples

1) dczbyax)z,y,x( 

  
)0,0,0()c,b,a(siplan

0dczbyax:IRz,y,x 3




2)       0R,Rzzyyxx)z,y,x( 22
0

2
0

2
0  sphère de centre (x0,y0 ,z0)

3) 1,'1),( 22 rayondeetozaxelparcentrédecylindreyxyx 

Définition(espace tangent) 

L’espace tangent à  en un point a=(x0,y0,z0) est le sous- espace vectoriel de IR3

définie par

     )0(D0z)a(
z

y)a(
y

x)a(
x

:IRz,y,xT 1
a

3
a
























le plan tangent  0aX,:IRXaT 3
aa   



64

Proposition

La normale à  en un point a=(x0,y0,z0) est donnée par 
)a(

)a(
n







Démonstration

Soit 0V),a(TV a 


 par définition de aT c-à-d que 

  aT)a( comme dim (   2Ta   dim (   1Ta  et n= )a(

et 
)a(

1

)a(

1
1n







Remarque

Les composantes des 

n sont les cosinus directeurs de la normale.

2/
z

2/
y

2/
x

321
))a(())a(())a((

)a(
z

),a(
y

),a(
x

)n,n,n(n





















Remarque

On remarque qu’en chaque point de  ,il y a deux normales, ce qui correspond  

à deux face de  , cela définie une orientation locale de la surface .En général, et 

de façon globale, une surface peut ne pas avoir deux faces différentes, dans le 

sens ou le déplacement d’une normale ,sur une courbe fermé de cette surface ne 

conserve pas le sens de cette normale, c’est à dire qu’on peut passer d’une face à 

l’autre de façon continue ou bien que la surface ne possède qu’une seule face , 

une telle surface est dite non-orientable par exemple la bande de MOBIUS. Dans 

la suite, on ne travail qu’avec des surfaces orientables, lorsqu’une surface 

orientable est fermée, en parle de la normale extérieure et de la normale 

intérieure.

2EME CRITERE(SURFACE PARAMETRIQUE )
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Soit 2IR un ouvert, et 32 IRIR:  une application 

de classe C1,  )v,u())v,u(z,)v,u(y),v,u(x()v,u( . si la 

différentielle Da (u,v) au point (u,v) est surjective pour tout (u ,v) de  (c- à- d 

v
et

u 





sont linéairement indépendant), alors l’image directe de  par 

  )(, définie une surface bidimensionnel de IR3 de classe  C1 ,appelée 

surface paramétrique 

Exemples

1)

   
0R

x20vuuRvuRvuRvu



 ,,),()sin,sincos,cos.cos(),( 

.Rrayondeet0centredesphere)( 

2)

)zvbua,yvbua,xvbua()v,u( 033022011 

si (a1,a2,a3) et (b1,b2,b3) sont linéairement indépendant 

  )IR( 2 sont les plans passant par )z,y,x( 000

Définition(espace tangent )

L’espace tangent a une surface paramétrique 

  )( en un point a= )v,u( 00 est définition l’image directe de IR2 par la 

différentielle de  au point a 

23

000000000000a

IR)v,u(:IRde

v)v,u(
v

z
u)v,u(

u

z
,v)v,u(

v

y
u)v,u(

u

y
,v)v,u(

v

x
u)v,u(

u

x
(T


































On remarque que les vecteurs 
v

et
u 





appartiennent à aT , la 
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normale 

n au point a= )v,u( 00 peut –être obtenue donc par le produit 

extérieur de ces deux vecteurs. 










rnn

3eme critère(graphe)

Soit 12 CclassedefonctionuneIRIR:f  , alors le graphe de f définie une 

surface univoque de classe C1 de IR3     )y,x(fz:IRz,y,xfgraph 3 , on se 

ramène dans ce cas au deux premiers critères )y,x(fz)z,y,x( 

22 )
y

f
()

x

f
(1

)1,
y

f
,

x

f
(

n





















))v,u(f,v,u()v,u( 

2/
v

2/
u

/
v

/
u

/
v

/
u

)f()f(1

)1,f,f(

f01

f10

kji

n









Remarque

Une surface univoque est toujours orientable, elle possède deux faces, une 
supérieure qui correspond à la normale supérieure : 

2/
v

2/
u

/
v

/
u

s
)f()f(1

)1,f,f(
n








et une inférieure correspondante à la normale inférieure

2/
v

2/
u

/
v

/
u

i
)f()f(1

)1,f,f(
n








COURBE DE IR3

On donne deux critères de définition d’une courbe dans l’espace tridimensionnel.

1ercritère (submersion)
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Soit 23 IRIR:  une application de classe C1, ),( 21  on considère 

l’ensemble    )0(0)z,y,x(:IR)z,y,x( 13  , si  et si la 

différentielle Da au point a =(x0,y0,z0) de  est surjective quel que soit a de 

 , alors  définie une courbe de IR3 de classe C1.

















































)a(

z
)a(

y
)a(

x

)a(
z

)a(
y

)a(
x

)a(

)a(
D

222

111

2

1
a

aD est surjective 21 et  sont linéairement indépendant.

On remarque que  est l’intersection des deux surfaces  1 définie par 

0)z,y,x(1  et  2 définie par 0)z,y,x(2  avec 01  sur  1 et 02 

sur  2

2eme critère(paramétrisation )

 
      b,aensemble'lalors,b,at0)t(z),t(y),t(x)t(

si,CclassedenapplicatiouneIRIRb,a:Soit
////

13





définie une courbe de classe C1 de IR3, reliant les deux points  (a) et  (b). si 

 (a)=  (b),  est dite fermée.

Définition

Une courbe orienté est la donnée d’une courbe  et d’un sens de parcourt sur la 

courbe par exemple de  (a) vers  (b),c’est à dire le sens indiqué par )t(/ .

Remarque

Pour une courbe plane fermée simple (ne possédant pas de points doubles) on 
distingue une orientation positive (sens inverse des aiguilles d’une montre)
d’une orientation négative (sens des aiguilles d’une montre).

INTEGRALE CURVILIGNE DE PREMIERE ESPECE

Soit  de IR2 une courbe paramétrique plane de classe C1 Définie 
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par la fonction vectoriel  b,at,))t(z),t(y),t(x()t(  et soit IR:F  une 

fonction définie et continue sur  à valeur dans IR, soit d(x0 ,…..,xN) une 

subdivision finie de  , )XX(arc 1ii

1N

0i





  .

Considérons le vecteur )y,x()yy,xx(X iii1ii1ii  


 jyix ii et 2

i
2

iii )y()x(Xl  = longueur du 

segment 1iiXX 

soit i
Ni0

lmax 


pour 
*

iX de )XX(arc 1ii  un point arbitraire on considère la 

somme 





1N

1i
i

*

i l)X(FS

Remarque

Lorsque F est une densité linéaire de masse sur la courbe  , S représente une 

approximation de la masse totale de  .

Définition

On appelle intégrale curviligne de première espèce de F sur  , la limite 

lorsqu‘elle existe de S tends vers 0

 


 


1N

0i
i

*

00
dl)y,x(Fl)X(FlimSlimI

ou dl est l’élément de longueur sur  .

Proposition

Si  est définie par  b,at)),t(y),t(x()t(  et est de 

classe C1, alors .dt))t(y())t(x()).t(y),t(x(Fdl)y,x(F
b

a

2/2/ 



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Démonstration

Soit d(t0,  ……,tN), la subdivision de  b,a correspondante à la 

subdivision d(X0,….,XN), c’est à dire Xi = )t( i , x i = x (t i) et y(t i )=yi i=0,……,N    

t0=a  ,tN=b.   i1i
/ ttb,at,0)t(  

On a d’après la formule des accroissements finis, et d’après l’hypothèse que  est 

de classe C1  1iii t,t  tel que

ii
/

i1ii
/

i1ii1ii t)(x)tt)((x)t(x)t(xxxx  

d’autre part on a

ii
/

i t)(yy  et i
2

i
/2

i
/2

i
2
ii t))(y())(x(yxl 

et si on prend 1N.....,,.........0i,)(X i

*


dt))t(x())t(x())t(y),t(x(F

t))t(y())t(x())(y),(x(Flim

l)y,x(Flimdl)y,x(F

b

a

2/2/

i

1N

0i

2/2/
ii

0

ii

*1N

0i

*

i
0





















Par définition de cette dernière intégrale.

Remarque

L’intégrale curviligne de 1er espèce 


Fdl est indépendante de l’orientation de 

c’est à dire 









)a(

)b(

)b(

)a(

dl)y,x(Fdl)y,x(F (abus d’écriture), car l’élément de longueur 

dl est toujours positive.

Remarque
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Lorsque F(x,y)=1,  y,x , l’intégrale 


dl représente la longueur de 

    dt)t(y)t(xdl)(long
b

a

2/2/ 


Exemple

 cercle de centre 0 et de rayon R strictement positive,

  2,0t,)tsinR,tcosR()t(

    R2dttsinRtcosRdl)(long
b

a

22  


Corollaire

1) Lorsque  est définie par y=f(x),  b,ax alors :

dx))x(f(1))x(f,x(Fdl)y,x(F
b

a

2/ 


2) si  est définie par r=r( ),  10, (coordonnées polaires), alors

 



d))(r()(r)sin)(r,cos)(r(Fdl)y,x(F

1

0

2/2

Démonstration

1)     dx)x(f1dlb,ax,))x(f,x()x(
2/

2)

















cos)(rsin)(r)(y

sin)(rcos)(r)(x
sin)(r)(y

cos)(r)(x
//

//

 22/2/2/ r)r())(y())(x( 
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d’où le résultat.

Remarque

Si  est une courbe paramétrique de IR 3 définie par

 b,at,))t(z),t(y),t(x()t(  l’intégrale d’une fonction F(x,y,z) définie et 

continue sur  est donnée par

 


 dt))t(z())t(y())t(x())t(z),t(y),t(x(Fdl)z,y,x(F
b

a

2/2/2/

Propriété

L’intégrale curviligne de première espèce ne dépend pas de l’orientation de 

Remarque

Dans la suite on note le produit scalaire de deux vecteurs 


 v,udelieuauvuparvetu

Exemple

 =l’hélice définie par x=acost, y=asint,z=ct,t   2,0

22
2

0

22

2

0

22222

ca2dtca

dtctsinatcosadllong















INTEGRALE CURVILIGNE DU SECOND ESPECE

soit  une courbe paramétrique plane orienté de classe C1 définie par 

 b,at,))t(y),t(x()t(  (on suppose que  est orienté dans le sens de l’ordre 

croissant du paramètre t)

Soit 2IR:F  une fonction vectorielle définie et continue 

sur .  )y,x(,))y,x(q),y,x(p()y,x(F
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Considérons la subdivision finie d(x0,x1,…….,xN ) de  et le vecteur 


  jyix)y,x(XXX iiiii1ii , considérons aussi la 

somme 












1N

0i
i

*

ii

*

i

1N

0i
i

*

i y)X(Qx)X(pX).X(FS et soit i
Ni0

Xmax 


Remarque

Lorsque F est une force, S représente le travail qu’elle produit lorsque un point 

se déplace le long de  de A vers B.

Définition

On appelle intégrale curviligne du second espèce de la fonction F sur  , la limite 

lorsqu’elle existe .







1N

0i
i

*

i

*

00
y)Y(Qx)X(plimlimI et on note 


 dy)y,x(Qdx)y,x(pI

Proposition

Si  est de classe C1 définie par  b,at,))t(y),t(x()t( 

(orienté de )a( vers )b( ) alors 

 



b

a

// dt))t(y))t(y),t(x(Q)t(x))t(vy)t(x(p(dy)y,x(Qdx)y,x(p

Démonstration

D’après la formule des accroissements finis appliquées aux fonctions x et y on a 

ii
/

i1ii
/

i1ii1ii t)(x)tt)((x)t(x)t(xxxx  

avec   ett,t 1iii  ii
/

i t)(yy  .
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)t..,,.........t(d N0 une subdivision de  b,a correspondante à )..,,.........( 0 Nxxd ,( c-

à-d : )t(x ii  ). Si on prend ).(x i

*

i  on a

 

 dt)t(y))t(y),t(x(Q)t(x))t(y),t(x(p

t)(y))(y),(x(Q)(x))(y),(x(pS

b

a

//

def
i

1N

0i
i

/
iii

/
ii












Propriété

Soit  une courbe orientée, si on désigne par / la même courbe orienté dans le 

sens inverse alors 









/

dlFdlF

 











 dlFdlFdl)FF( 2121

Si 21  avec 21  fini, alors  













1 2

dlFdlFdlF

Remarque

Lorsque  est une courbe de IR3 de classe C1 définie par

 b,at,))t(z),t(y),t(x()t(  est f: 3IR une fonction vectorielle 

continue F=(P,Q,R) alors

dt)t(z))t(z),t(y),t(x(Rdt)t(y))t(z),t(y),t(x(Qdt)t(x))t(z),t(y),t(x(PRdzQdyPdx /
b

a

// 


3) Si 2IR est une courbe univoque définie par y=f(x),  b,ax

alors  


b

a

/ dx))x(f)x(f,x(Q)x(f,x(P(QdyPdx
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3)lorsque la courbe est fermée on note 



dlF

FORMULE DE GREEN

Définition

On appelle disque ouvert de centre a=(x0,y0) et de rayon r l’ensemble de IR2

définit par   2222 ryx:IRy,x)r,a(D 

Définition

On appelle disque fermé de centre a=(x0,y0) et de rayon r l’ensemble de IR2

définit par   2222 ryx:IRy,x)r,a(D 

on remarque que le cercle C(a, r) est la frontière de D(a,r)

C(a,r)= )r,a(D D(a,r)=Fr(D(a,r)).

Définition

Un ensemble 2IR est dit ouvert si a , il existe r positif tel que 

)r,a(D .

Définition

Un ensemble 2IR est dit fermé si son complémentaire dans IR2 est un 

ouvert.

Définition

On appelle frontière d’un ensemble 2IR la différence entre le 

plus petit fermé contenant  et le plus grand ouvert contenu dans , on note 

fr( ) ou   .

Exemples

1) )r,a(C)r,a(D 
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2)    .ydesaxe'l0x,IRy,x)xIRIR( 2  

Définition(ensemble connexe).

Un ensemble  de IR2 est dit connexe, si  B,A il existe une courbe 

continue   )continues)t(yet)t(xavecb,at),t(y),t(x()t(:(,  reliant A et 

B (  et)B)b(etA)a(

Définition (domaine)

On appelle domaine de IR2 un ensemble ouvert et connexe.

Définition (simplement connexe)

Un ensemble connexe  de IR2 est dit simplement connexe si tout 

courbe fermée de  limite une partie de  .

Exemple

**xIRIR n’est pas simplement connexe.

Théorème (Formule de GREEN)

Soit  une courbe fermée simple de classe C1 limitant un domaine D simplement 

connexe (D=) si F=(P,Q)est une fonction vectorielle 

Continue sur  DD telle que
x

Q
,

y

P







soient continues sur  DD

Alors 

















QdyPdxdxdy
Y

P

x

Q

D

avec  orienté positivement.

Démonstration

1ercas

21  avec 21et univoque par rapport à x, c-à-d :

1 :  b,ax,)x(fy 1  et 2 :  b,ax,)x(fy 2 
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on a 

   












PdxPdxPdxdx))x(f,x(Pdx))x(f,x(Pdydx
y

P
dxdy

y

P b

a

b

a
12

b

aD
21

2f

1f

d’ou )1....(..........dxdy
y

P
Pdx

D
 





on suppose aussi que 4343 etavec  univoque par rapport 

à y c-à-d 3 :  d,cy,)y(fx 3  et 4 :  d,cy,)y(fx 4 

on a 

   












QdyQdyQdydy)y),y(f(Qdy)y),y(f(Qdxdy
x

Q
dxdy

x

Q

34

4f

3f

d

c

d

c
34

D

d

c

d’ou  )2.....(....................Qdydxdy
x

Q

D







(1) et (2)  

















QdyPdxdxdy
Y

P

x

Q

D

2emecas

supposons 21 CDAB 

avec  b,ax,)x(fypardéfinie 11  et  b,ax,)x(fypardéfinie 22 

 BA y,yy,axpardéfinieAB  et  BA y,yy,bxpardéfinieCD 

On a   










12

2f

1f

PdxPdxdx))x(f,x(Pdx))x(f,x(Pdydx
y

P
dxdy

y

P b

a

b

a
12

b

aD

on remarque que 0PdxPdx
CDAB

 
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donc )1.(..........dydx
y

P
PdxPdxPdxPdxPdx

DCDAB 21

 





on suppose que 43    avec 43 et  univoque par rapport à y.

on obtient d’après le premier cas )2.(..........dydx
x

Q
Qdy

D
 





(1) et (2)  







 D

dxdy)
y

P

x

Q
(QdyPdx

3emecas

 quelconque par rapport à x (figure ci-dessous) par exemple

On a 

321 DDDD  , ABD 11  , CAD 22  , BCD 33 

BCBAAC,D321 

   
 















 3

1i DD

3

1i iiD

QdyPdxdxdy)
y

P

x

Q
(dxdy)

y

P

x

Q
(

 
 BCAB

QdyPdxQdyPdxQdyPdxQdyPdxQdyPdxQdyPdx

3CA21




 QdyPdx

C

D33

1

2

D1

D2

B

A
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d’ou la formule de GREEN  







 D

dxdy)
y

P

x

Q
(QdyPdx

Proposition

Soient 21 et  deux courbes fermées simples telles que 2 soit intérieure 

à 1 (avec  21 ), soit D le domaine compris entre 21 et  (figure ci-

dessous ), si F=(P,Q) est une fonction continue sur 21DD  telle que 

x

Q
et

y

P







soient continues sur D

alors 
 









21

QdyPdxQdyPdxQdyPdxdxdy)
y

P

x

Q
(

D

avec 1 orienté positivement et 2 orienté négativement 

Démonstration

On décompose D en réunion de quatre domaines 4321 DDDDD 

D 2

1

D 2

1
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On procède de la même manière que dans le théorème précédent sur chaque 

domaine, en remarquant que les intégrales sur les segments s’annulent deux à 

deux.

Théorème

Soit D un domaine borné de frontière C1, alors l’aire de D est donnée 

par 



D

2

DDD

)
x

y
(d

2

x
ydxxdy

2

1
ydxxdy)D(Aire

D Orienté dans le sens positif.

Démonstration

Il suffit de remarquer que 
D

dxdy)D(Aire et d’appliquer la formule de GREEN 

aux différentes fonctions F=(0,x), F=(-y,0)

F=(-y/2,x/2).Pour la dernière formule on a

 xdyydx
2

1
dy

x

1
dx

x

y

2

x

x

y
d

2

x
2

22





















on obtient ainsi la troisième formule.

Exemple

Soit D un domaine polygonal de sommets A i , i=1,……,N

telle que Ai=(xi, yi ), i=1,…….,N

D

A2

A1

A7

A8

A4

A5

A3

A6
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posons AN+1=A1, on a  
 


N

1i AAD 1ii

xdyxdy)D(Aire

Paramétrisation de :AA 1ii 

 1,0ttAA)t1()t(
1ii




 1,0t)tyy)t1(,txx)t1(( 1ii1ii  

On a 

 


1

0

/

AA

dt)t(y)t(xxdy

1ii

  

1

0
i1i1ii dt)yy)(txx)t1(( = )yy)(xx(

2

1
i1i1ii  

c-à-d




 
N

1i
i1i1ii )yy)(xx(

2

1
)D(Aire

FORMULE D’INTEGRATION PAR PARTIE DANS IR2

Théorème

Soit D un domaine simplement connexe de frontière de classe C1

IR:Dv,u  deux fonctions de classe C1 sur D , on a les formules 

d’intégration suivantes

  






D DD
1 dxdy

x

v
udln.uvdxdyv

x

u
,   







D DD
2 dxdy

y

v
udln.uvdxdyv

y

u

avec n=(n1, n2) est la normale extérieure à D (les intégrales curvilignes sont de 

première espèce).

Démonstration

Supposons que D est définie par  b,at,))t(y),t(x()t(  . On sait que la 

normale extérieure est donnée par
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 
    






 




2/2/

//

21

)t(y)t(x

)t(x),t(y
)n,n(n

d’autre part on a 

 

 

  1
D

21

2/2/

D
12

D

//

D
2

IdlPnQn

dtyxn)t((Qn)t((P

dt)t(y))t((Q)t(x))t((PQdyPdxI

















 

ainsi l’intégrale curviligne du second espèce I2 est ramenée à une intégrale de 

première espèce, on remarque que ce passage reste valable même sur une 

courbe orienté. Soit F=(0,uv), avec u, v deux fonctions )D(C1 , on a d’après la 

formule de GREEN



































 

DD
1

D

DD
1

DD
1

DD

.udxdy
x

v
dlnuv.vdxdy

x

u

.dxdy)u
x

v
v

x

u
(dlnuv

.dxdy)0
x

uv
(dlnuvuvdyQdyPdx

De la même façon on montre la deuxième formule avec F=(uv,0).

Remarque

Soit )D(Cu 2 , on a la formule 



DD

dlnudxdyu c à d

dl
n

u
dln

y

u
n

x

u
dxdy

y

u

x

u

DD
21

D
2

2

2

2





























































Il suffit de prendre 














x

u
,

y

u
F et d’appliquer la formule de GREEN.
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INDEPENDANCE DE L’INTEGRALE DU CHEMIN SUIVI

Théorème

Soit D un domaine simplement connexe et F=(P,Q),continue telle que 
y

P
et

x

Q







soient continues sur D, pour que l’intégrale 

 
B

A

QdyPdx soit indépendante du chemin suivi de A vers B il faut et il suffit que 

Dsur
y

P

x

Q








Démonstration

Soient  A et B deux points de D, 1 et 2 deux chemins reliant A et B  orienté de 

A vers B.

Soit  21 orienté positivement, on a  21 est fermée et 





























2121

QdyPdxQdyPdxQdyPdxQdyPdx

0dxdy
y

P

x

Q
QdyPdx

D






21

QdyPdxQdyPdx

donc l’intégrale est indépendante du chemin suivi entre A et B.

La condition est nécessaire, supposons que l’intégrale est indépendante du  

chemin et qu’il existe (x0,y0) de D tel que

A

B

 xx,xx,)y,x(Px0.QPdxQdyPdx0 11

)y,xx(

y,x(

)y,xx(

y,x( ))

 

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0)y,x(
x

Q
)y,x(

x

Q
0000 














, en vertu de la continuité de la fonction 
















x

Q

x

Q
il existe un certain disque de centre (x0,y0) tel que 0

x

Q

x

Q
















sur le disque )),y,x((D 00  , donc

0QdyPdxQdyPdx

0QdyPdx0)D(Airedxdy
y

P

x

Q

A

B

B

)(A

)),y,x((CD

)2(1

00






























contradiction car 



B

A

B

A )2()1(

QdyPdxQdyPdx

Proposition

Si F=(P,Q) est une fonction C1(D) sur un domaine simplement 

connexe tel que 
y

P

x

Q








sur D alors il existe une fonction U(x,y) de classe C1 sur 

D telle que dy
y

U
dx

x

U
QdyPdxdU








 , dans ce cas 

on a )A(U)B(UQdyPdx
B

A



U est unique à une constante additive près.

Démonstration

Pour (x0,y0) fixé de D, on considère la fonction

 
)y,x(

)y,x( 00

QdyPdx)y,x(U car cette intégrale ne dépend que de x et y

A B
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on a 





)y,xx(

y,x(

)y,xx(

)y,x(

)y,x(

y,x(

)y,xx(

y,x( )0000

QdyPdxQdyPdxQdyPdxQdyPdx)y,x(U)y,xx(U

(Théorème de la moyenne )

).y,x(
x

U
)y,x(P

x

)y,x(U)y,xx(U
lim

)10,.xxx()y,x(P
x

)y,x(U)y,xx(U

0x

11


















même démarche pour montrer que Q
y

U





Exemple




 xydy2dxyI 2

ou  est un chemin quelconque reliant A=(0,0) et B=(1,1).

On remarque que l’intégrale ne dépend pas du chemin suivi 

car .IRsury2
y

P

x

Q 2







On sait qu’il existe fonction IRIR:U 2 

telle que xy2Q
y

U
etyP

x

U 2 







0)y(cxy2)y(cxy2
y

U
)y(cxy)y,x(U //2 






d’ou 1)0,0(U)1,1(U)A(U)B(UdUxydy2dxyI
B

A

B

A

2   

INTEGRALE DE SURFACE DE PREMIERE ESPECE

Soit  3IR une surface de classe C1 définie par le graphe d’une 

fonction IRIRD:f 2  , c’est à dire
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    D)y,x(et)y,x(fz,IRz,y,x 3 ,ou D est un domaine formé 

de IR2 , D=Proj oxy  . Soit d(s1,……, sn) une décomposition de  en n partie 

telles que la projection de si sur le plan oxy est un rectangle Di de D.

tel que les longueurs des cotés de iD sont ii yetx  (on néglige les parties de la 

frontière).Soit pi un point de si   D)y,x(et)y,x(f,y,xp iiiiiii  et Ti la partie 

du plan tangent a la surface  au point pi, telle que Proj oxyTi =Di.

Lemme

Si ns est la normale supérieure à si au point pi(c’est la 

normale au plan Ti), on a la relation suivante

)z,ncos(

yx

)z,ncos(

)D(Aire
)T(Aire iii

i




Démonstration :

1erecas

T= a x +c    figure 1

on a 

Figure 1
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ADAB)D(Aire

AC.AD)T(Aire





 z,narg:tq)cos(ACAB 

donc 
)z,ncos(

)D(Aire
AD.

cos

AB
)T(Aire 




même chose lorsque T est définie par z=by+c

2eme cas

Ti définie par z=ax+by+c, (x,y) de Di on se ramène a l’origine (c=0) figure 2

).yb,y,0(B

).xa,0,x(A

ii

ii








par définition le produit vectoriel 

de deux vecteurs 

A et 


B de IR3

est un vecteur perpendiculaire à 

A et 


B , et son longueur (en norme) est l’aire 

du parallélogramme de coté 

A et 


B c’est à dire 


 BA)T(Aire i , mais 


A 


B

























321

321

bbb

aaa

kji

det

=(a2b3-a3b2,a3b1–a1b3,a1b2–a2b1)

 

)1........(..........ba1yx)T(Aire

)1,b,a(yxyx,yxb,yxa

22
iii

iiiiiiii





Ti=ax+by 0byaxz)z,y,x( 

et dont la normale supérieure est donnée par 
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 
))z,ncos(),y,ncos(),x,n(cos(

ba1

1,b,a
n

22












c’est à dire cos(n,z)= )2........(..........
ba1

1
22 

d’après (1) et (2) on a 
)z,ncos(

yx
)T(Aire ii

i




soit   IR:F une fonction réelle définie et continue sur  .

Considérons la somme 



N

1i
ii s)p(FS et i

Ni1
smax 



Remarque

Si F est une densité de masse sur  , alors S représente une approximation de 

la masse totale de  .

Définition

On appelle intégrale de surface de la fonction F sur la surface , la limite 

lorsqu‘elle existe de S quand  tend vers zéro, et on note 








N

1i
ii

00
s)p(FlimSlimd)z,y,x(F

Proposition

Soit  de IR3 une surface de classe C1, définie par le graphe d’une fonction 

IRIRD:f 2  avec D=Projoxy  est un domaine borné de IR2, et 

  IR:F une fonction continue sur  alors l’intégrale de surface de 

première espèce de F sur  est donnée par 

dxdy
y

f

x

f
1))y,x(f,y,x(Fd)z,y,x(F

D

22

 
























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Démonstration

















N

1i

ii
iiii

0

N

1i
iiiii

0

N

1i
ii

0

)z,ncos(

yx
)y,x(f,y,x(Flim

T)y,x(f,y,x(Flims)p(Flimd)z,y,x(F

n est normale à Ti (qui n’est rien d’autre que la normale à si au point pi).

Comme si est définie par iDde)y,x(pour0)y,x(fz 

alors 

ip

22

1
y

f

x

f

1,
y

f
,

x

f

n



























































 , le signe + pour la normale 

supérieure).C’est à dire 

   2/
y

2/
x ff1

1
)z,ncos(






ii

N

1i

2

ii

2

iiiiii
0

yx)y,x(
y

f
)y,x(

x

f
1))y,x(f,y,x(Flimd)z,y,x(F 
























 


dxdy
y

f

x

f
1))y,x(f,y,x(F

D

22

 





















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Remarque

Si F est une densité superficielle de masse, alors l’intégrale 


Fd représente la 

masse totale de  .

Pour F=1, on obtient l’aire de  , c’est à dire

    .dxdyff1d)(Aire
D

2/
y

2/
x 




Propriétés

1)   








 dFdFdFF 2121 ,

10
21 Cclassede),(CF,F,IR,  

2)Si 21   tel que 21   n’est pas une surface 

alors 









21

FdFdFd

L’intégrale de surface de première espèce ne dépend pas de l’orientation de 

(c’est à dire du choix de la normale).

Exemples

1) Calculer l’aire de la sphère du centre (0,0,0) et de rayon 

R 0 .   21
22223 Rzyx,IR)z,y,x(  

222222
2

222222
1

RyxetyxRz:

RyxetyxRz:









 



























 R

0

2

22

2

0

R

0 22D 222

)R,0(D
222

2

222

2

R4dr
rR

r
R4

rR

rdrd
R2dxdy

yxR

R
2

dxdy
yxR

y

yxR

x
12d2d)(Aire

1
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2) Calculer l’aire du cône hz0yxaz 22 





 










 




2

a
h

0

22
2

0

ah

0

22

D
22

22

22

22

D

h1h)h(Argsh
4

drra12drdra1

dxdy
yx

ya

yx

xa
1d)(Aire

INTEGRALE DE SURFACE DU SECOND ESPECE

Soit  de IR3 une surface orientable bornée  de classe C1, et 

 


33 IRIR:F une fonction vectorielle définie et continue sur 

 ,

F =(P,Q,R). Si on choisit sur  , une normale 


n (c’est à dire une 

orientation de  ) et on considère la fonction calaire   IR:L définie par 

321 nIRnQnPn.FL 


.

ou ))z,ncos(),y,ncos(),x,n(cos()n,n,n(n 321 


est la normale choisie 

(L est continue sur  ), on a la définition suivante.

Définition



91

L’intégrale de surface de la seconde espèce de la fonction 

F sur la surface 

 est par définition l’intégrale de première espèce de L sur  dn.F




Remarque

Dans les intégrales de surface de première espèce d est toujours positive, c’est 

à dire que la formule est

    dxdyff1))y,x(f,y,x(FFd
D

2/
y

2/
x 




mais la valeur absolue de dxdy est enlevée car on intègre dans le sens croissant 

des variables x et y.

Proposition

Si  est définie par (x,y,z)=0 et 0 sur  alors


 




 








 




d
RQP

d
.F

dnFRdxdyQdxdzPdydz
2/

z
2/

y
2/

x

/
z

/
y

/
x

Exemple

Soit  définie par x2+y2+z2=1

Calculer 


 zdxdyydxdzxdydz .

On a (x,y,z)=x2+y2+z2-1

222 zyx2

)z,y,x(2
n










,le signe + correspond à la face extérieure
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 



 





















 










2

0

1

0 2

D
22

2

22

2
222222

222

222

222

4
r1

rdrd
2

dxdy
yx1

y

yx1

x
12dzyxdzyx

dzyxd
zyx

zyx
zdxdyydxdzxdydz

21

Proposition

Supposons que   est univoque par rapport à z ,  définie par z=f(x,y) avec 

(x,y) de D, alors

 


oxy

D

projDoùdxdyyxfyxRznsignRdxdy ),(,,()),(cos(

on a de même lorsque  est définie par y= g(x,z), (x, z) de xozproj





 oxyproj

dxdy)z),y,x(g,x(Q))y,n(cos(signQdxdy

et lorsque  est définie par x=h(y,z) de yozproj

 
 yozproj

dydz)z,y),z,y(h(P)x,n(cos(signPdydz

Démonstration

 



 D

dxdy
)z,ncos(

)z,ncos(
)y,x(f,y,x(Rd)z,ncos(RRdxdy

 
DD

dxdy))y,x(f,y,x(R)z,n(cos(gsindxdy)z,n(cos(gsin))y,x(f,y,x(R

car cos(n,z) ne change pas de signe sur la surface univoque par rapport à z. 

Même raisonnement pour les deux autres cas.

Exemple
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1zyx: 222  face extérieure 

.zdxdyydxdzxdydzI 




1zy,zy1x:

1zy,zy1x:avec

xdydzxdydzxdydzI

2222
2

2222
1

1
21




















sur 0)x,ncos(et
2

)x,n(angle01 




sur 0)x,ncos(et)x,n(angle
22   

et par la suite on a

3

4
rdrdr12

dydzzy1dydzzy1I

2

0

1

0

2

1zy

22

1zy

22
1

2222






 







1zx,zx1y:

1zx,zx1y:avec

ydxdzydxdzydxdzI

2222
4

2222
3

2
43




















3

4
rdrdr12

dydzzx1dydzzx1I

2

0

1

0

2

1zx

22

1zx

22
2

2222






 






1yx,yx1y:

1yx,yx1y:avec

zdxdyzdxdyzdxdyI

2222
6

2222
5

3
65






















94

3

4
rdrdr12

dxdyyx1dxdyyx1I

2

0

1

0

2

1yx

22

1yx

22
3

2222






 







 4IIII 321

Propriétés

1) 2121 







 

avec 2,1idxdyRdxdzQdydzP iiii 

4) Si  2121 et n’est pas une surface 

alors 









21

5) L’intégrale du second espèce dépend de l’orientation de  et on a 










dnFdnF 21 avec 


21 netn les deux normales de 

extérieure et intérieure.

FORMULE D’OSTROGRADESKI

Soit V un domaine de IR3 limité par une surface fermée  de classe C1. 

Supposons que  est décomposable en deux sous–surfaces univoques par 

rapport à z   21 telles que

 1 définie par z=f1(x,y), (x, y) appartient à D

 2 définie par z=f2(x,y), (x, y) appartient à D

Soit 3IRV:F  une fonction vectorielle de classe C1.

F=(P,Q,R) telles que P,Q,R de classe )V(C1 
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Définition

On appelle divergence de F la fonction scalaire

z

R

y

Q

x

P
Fdiv














Théorème

Si  vérifie les mêmes propriétés par rapport à x et y que celle de z alors on a 

la formule suivante dite d’OSTROGRADESKI

 














V

dxdydz)
z

R

y

Q

x

P
(RdxdyQdxdzPdydz

ou sous la formule suivante

)volumedeélementdv,tetansornormalelaestn(dvFdivdnF
V


 




Démonstration



 

























D

12

D

)y,x(f

)y,x(fV

dxdy))y,x(f,y,x(R))y,x(f,y,x(R(

dxdydz
z

R
dxdydz

z

R 2

1
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)1...(....................RdxdyRdxdyRdxdy

dxdy)y,x(f,y,x(R)z,n(cos(signdxdy)y,x(f,y,x(R)z,n(cos(sign

21

xoyxoy proj
11

proj
22




















de la même façon on montre que

 

 













v

v

)3(....................Pdydzdxdydz
x

P

)2(....................Qdxdzdxdydz
y

Q

(1),(2)et (3) découlent sur l’égalité dvFdivdnF
V








Exemple

Soit  définie par x2+y2+z2=R2




 zdxdyydxdzxdydzI

)R,0(B( = Frontière de la boule de centre 0 et de rayon R

33

)R,0(B)R,0(B

R4R
3

4
3))R,0(B(volume3dxdydz3dxdydz)111(I 


 

Corollaire (formule d’intégration par partie dans IR3)

Soit u,v:V  R deux fonctions de classe C1,On a alors les formules

  
 







V V
1 dxdydz

x

v
uduvnvdxdydz

x

u

  
 







V V
2 dxdydz

y

v
uduvnvdxdydz

y

u

  
 







V V
3 dxdydz

z

v
uduvnvdxdydz

z

u
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Démonstration 

Il suffit d’appliquer la formule d’OSTROGRADESKI au fonction

)0,0,uv(F1 


, )0,uv,0(F2 


, )uv,0,0(F3 


, convenablement choisi avec 

)n,n,n(n 321


Corollaire

Soit u:v  R une fonction de classe C2 sur v on a

 







V

d
n

u
udxdydz

Ou bien   











































V
3212

2

2

2

2

2
dn

z

u
n

y

u
n

x

u
dxdydz

u

y

u

x

u

Démontration

Il suffit d’appliquer la formule d’OSTOGRADESKI à la fonction





















z

u
,

y

u
,

x

u
uF

Corollaire (calcul de volumes)

Soit V  R3 un domaine borné limité par une surface  de classe C1 alors le 

volume de V est donnée par




 zdxdy)V(Vol

Démonstration

 
 VV

)V(Voldxdydzdxdydz)z,0,0(divzdxdy

FORMULE DE STOKES

Soit  une courbe de R3 de classe C1 limitant une surface 
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de classe C1, et soit  F:  R3 une fonction vectorielle de classe C1, 

F=(P,Q,R).

Définition (Rotationnel)

On apppelle rotationnel de la fonction vectorielle F, la fonction vectorielle Rot F 

définie par

)
y

P

x

Q
,

x

R

z

P
,

z

Q

y

R
(

RQP
zyx

kji

detRotF



















































Théorème

Si on choisit sur  une normale et on oriente  positivement par rapport à 

rapport à la face choisie on a la formule suivante dite de STOKES

 





RdzQdyPdx dxdy)
y

P

x

Q
(dxdz)

x

R

z

P
(dydz)

z

Q

y

R
(
























ou sous la forme  
 

 dn.RotFFdl

Démonstration

On démontre le théorème dans le cas ou la surface est univoque pour chacune 
des variables. à titre d’exemple  est définie par le graphe d’une fonction 

IRIRD:f 2  ou D est le domaine de IR2 limité par une courbe D de 
classe C1.

D)y,x(,)y,x(fz: 

c’est à dire que si D est définie par

alors  est définie par 

 















b,at

))t(y),t(x(fz

)t(yy

t(xx
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on a  



b

a

/ dt)t(x))t(y),t(x(f),t(y),t(x(Pdx)z,y,x(PI

posons ))y,x(f,y,x(p)y,x(p1  , 

on a   
 


D

b

a

/
1 Idx)z,y,x(pdt)t(x))t(y),t(x(f),t(y),t(x(pdx)y,x(p

et d’après la formule de GREEN

dx)
y

f
))y,x(f,y,x(

z

p
))y,x(f,y,x(

y

p
(dxdy

y

p
dy0dxpI

D D

1

D
1 













  




étant définie par z-f(x,y)=0, la normale supérieure  est donnée par

 )z,ncos(),y,ncos(),x,ncos(

y

f

x

f
1

1,
y

f
,

x

f

n
22











































d’ou 
)z,ncos(

)y,ncos(

y

f





ce qui implique 

 















D

d)z,ncos())y,x(f,y,x(
y

p
)y,ncos())y,x(f,y,x(

z

p
I car 

)z,ncos(

dxdy
d 

donc 




















 dx)z,y,x(pd)z,ncos()z,y,x(
y

p
)y,ncos()z,y,x(

z

p
I1

de la même façon on montre que 






















 dy)z,y,x(Qd)x,ncos()z,y,x(
z

Q
)z,ncos()z,y,x(

x

Q
I2






















 dz)z,y,x(Rd)y,ncos()z,y,x(
x

R
)x,ncos()z,y,x(

y

R
I3

ceci achève la démonstration.

Exemple
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Soit  l’intersection du cylindre x2+y2=1 et du plan z=x.

Calculer l’intégrale 


 xydzxdyydx

on prend comme surface  limitée  par la courbe  la partie du plan z=x 

intérieure au cylindre x2+y2=1 

2

)1,0,1(
n

1yxet0xz: 22











le signe + correspond à la normale supérieure.

INTEGRALES MULTIPLES




 dxdyyxfI ),(    ,   borné

est régulier.

  borné   on peut le délimiter par un rectangle  .  la droite il a l’axe y droit 

couper  en deux points.  la droite il à l’axe des x doit couper  en deux 

points (au plus pour les deux cas).

 irrégulier.


)(

)(
)),((

x

x

b

a

dxdyyxfI




Exercice

Calculer

a) dxdyxy


,    2222 4;),( RyxRyx 

 
 


2

432

4

1

31

IIIIdxdyxydxdyxydxdyxydxdyxyI

4321 
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



1

1 xydxdyI





2

24
1

0

2/

01

R

x
R

R
xydydxI     22 4( xRyI 

puisque  22 40 xRDyy 

2

24
12/

0

2

1 2

R

x
RR xy

I


 









32

4R
dx 

 





0

2/

4

4
1

0

2 32
)(

2

2

R

R

x
R

R
xydydxI

 





0

2/

40

4
13 322

2

R R

x
R

R
dxI

  



2/

0

40

4
1

4 32
)

2

2

R

R

x
R

R
xydydxI

Alors: 04321  IIIII




 dxdyyxCosb )( 22 ;  41,),( 222  yxRyx

Domaine irrégulier

   
   


1 2 3 4

I

On utilise les coordonnées polaires. 










sin

cos

ry

rx

2242

1111
222

222





rrryx

rrryx
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   



1

2/

0

2

1

2
2/

0

2

1

22
1 )(cos...cos)cos(



 rdrrddrdrrdxdyyxI

Remarque: Changement de variable.

f..










sin),(

cos),(

rryy

rrxx

]2,1[r ,  ]2,0[  

),(),( yxr f

²]2,0[: RRf  

1) f est bijective 

2) f 1C

3) 0J

                   
 


0

),(),(  drdJrfdxdyyxf

tq


















y

r

y

x

r

x

J

dans ce cas : J=r 

I=   





2

0

2

1
²cos²cos

0

drrrdrdrdr

=   
2/

0

2

1




2

0/2






2

0

/3

/

2

2





2

1

/2

/3

1

2





C) 


 dxdyyx )( ou  domaine limité par :

.22 yxyx 
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022  yyxx    
222

2

1

2

1

2

1













 






  yx


















rSimy

rCosx

2

1
2

1















2

1
2

1





rSimy

rCosx
1J




2

)sin(cos
32

)sin(cos.

)sin(cos1.

2/1

0

2

0

32

2/1

0

2
2

0

2/1

0

2

0





























dr
rr

d

drdrrd

rdrdrdI

d) dxdyyx )( 22 


      222 )
2

1
()2/1()2/1(:  yx





sin
2

1

cos
2

1

ry

rx




             rJ 

 













2

0

2/1

0

2
2

3

2222

8

3
.)))cos(sin((

)sin
4

1
sincos

4

1
cos(

ddrrrr

rdrdrrrrI

e)     
1

0

1

0

1

0

1

0

4/1)( dyxydxxydxdy
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f)     




2

1

2

1

2
2

42

1

2

1 2

3



 dydxdyy

x

x

xyxy

INTEGRALES TRIPLES

 










 


1,,,

3
1

2

2

2

2

2

2
3

2

2

2

2

2

2

c

z

b

y

a

x
Rzyx

dxdydz
cb

y

a

x
I

Coordonnées polaires dans R3 :

« Coordonnées sphériques »

   oPxoMoP ,,,  

















sin

sincos

coscos

rz

ry

rx

   



 ,0,

2
,

2
,2,0 r



on pose : 


























sin

sincos

coscos

r
c

z

r
b

y

r
a

x




































zz

r

z

yy

r

y

xx

r

x

j = cos2abcr

    



 

2,0
2

,
2

,0

),,(),,,(),,,((),,(   rzryrxr
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cette transformation est une :

*bijection, de C1 , avec 0J   





2
,

2



 ddrdJrzryrxfI .),,();,,();,,((
1





16
.4

1.

.)1

1

2

2
1

0

2
2/

2/

2

0

cos
22

2

0

22

1



















abc

drrrdCosdabc

drdrrdabc

dddrCosabcrrI



















b) 


 ,)( 22 dxdydzyx limité par : x2+y2-2z=0 et z=2

2
22

,02
22

22





z

yx
zzyx

2

22 yx
z


   2),( Ryx 

1) si  
2

0
2x

zy 

2) si  
2

0
2y

zx 

3) si  0,0  yx




 dxdydzyx )( 22



106

Les coordonnées cylindriques :

zz

rCosy

rCosx








.)

100

0sin

0sin

det( rrCos

rCos

J 


 


dzrdrdrdxdydzyxI  
 

 
0

222 )(

 20

20

2
2

2






rr

z
r

z




3

16
))((

2

0

2

0

2

2

3

2

    ddrdzrI
r

soit  partie bornée de R3 , volume  :




 ,)( dxdydzV soit  la partie délimitée par :

0

4

1
22

22






z

zyx

yx

Les cordonnées cylindriques 

cosrx  ;    sinry       ;      zz       ;       rJ 

   

4

4

2

0

2

1 2
)(

r
dzrdrdV




11222  rryx
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0422  zyx     2042  rzr

21r

24 rz           )4(0 2rz 

LES INTEGRALES CURVILIGNES   

dsyxfI
c
 ),(         

 dxxfJ )(

Pour: dx est une partie d’une droite.

Pour I : ds est une partie d’une courbe     q.c.q

(c) peut être  données de (3) façon.

(1) : (c) donnée sous forme explicite : y=f(x)

Dans ce cas :     dxxfds )(1 '2 (1)

(2) :  (c) est donnée sous la forme paramétrique c-à-d,    

 )(
)(

txx
tyy


   It

Dans ce cas : dttytxds )()( '2'2          (2)

(3) (c) est donnée en coordonnées polaires  c-à-d :

)(rr     I

Dans ce cas on a :  drrds )()( '22 

Exercice :

1- Etablir les formules (1) et (2) et (3)

(c) :             
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2- Etude des fonctions données en coordonnées polaires et en coordonnées 

paramétriques.

Exercice:

  a)  
c

dsyx )( 3/43/4      ,    (c) :  3/23/23/2 ayx 

Si on prend y=f(x) on obtiendra une expression très compliquée.

22223/123/123/1 )()()( Rayx  



 



tCosatxx

tSinatyy

3/13/13/1

3/13/13/1

)(

)(

3/223/123/12
3/1

23/1 )sin()cos()()( atatayx 

 taCosxxx

taSintyy

3

3

)(

)(




                 2,0t

0
cos

sin

)(

)(
0


tt

t

tx

ty




2
cos

sin

)(

)(


tt

t

tx

ty

dttytxds ))()(( '2'2 

tSintaCostx

tCostaSinty





2'

2'

3)(

3)(

ttatytx 222'2'2 sincos9)()( 

dtttads sincos3

  
C

dtttatataI sincos3)sin()cos( 4/334/33     ;      0dscar
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 
2

0

43/443/4 sincos3)sincos( dtttatataI

 
2/

0

443/4 cossin)sin(cos3


dtttttaaI

3/7a 3/7.4 aI 

b)     dse
C

yx


 22

(c) Limitée par ar , 4=0 ,
4


)
4

cos(
2

2
.


a

     00)( BAc  

    aetxyRyxA ,00/),(0 2 

 












 arRr ,

4
,0),( * 

 






















2

2
,0/),(0 2 a

xetxyRya

     
dsedsedseI

yxyx

A

yx






 
00

222222

Remarque

Pour les intégrales curvilignes du 1er espèce le sens du parcourt‘n’est pas 

nécessaire, par contre pour le 2éme espèce le sens est très important 

  







 


2

2

3

2/32/

0
2
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  dxdsASur :0 .

 :sur       drrds )()( 32 

       dadaa  22

Sur[0    B]

dsdsdxdxxds 211)(1 22'  

1
0 00

222

  
 a

a a
xx

A

yx
edxedxedse

  





4

0

4
)( 2222

 

  daedeadaedse aaryx

4

aae


12.2
2

2

0

2
2

2

0

22

0

22

 
 a

a

x

a

xyx
dxdxdSe 



donc : .1
4

1  a
a

a
a

I 





C) 
c

dsy ou © est lemniscate : (x2+y2)2=a2(x2-y2)

x(t)= r cost

y(t)= r sint

x2+y2=r2(cos2t+sin2t)=r2 x2+y2=r4

(x2-y2)=r2(cos2t-sin2t)=r2cos2t

 r4 =a2 r2 cos 2 t
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 r2 = a2 cos 2 t 





4
,

4


t

dttrtrds )(')( 22 

dt
t

a
dsdt

t

t
ata

2cos2cos

2sin
.2cos

2
2     

dt
t

atrI
2cos

1
.)sin(

4

4










0
2

2

2

2

2cos

sin 2
4

4









 



adt
t

tar
I





Essai :

d) 
c

xds ou  c : partie  de la spirale logarithmique r .

ar  limité par le cercle de centre 0 et de rayon.

  dkaadrrdsa KK 2222222 )(')(.  

 dKads k 21 

x = r cos 

  dkarI k

c

21cos   

  dkaa k

c

k 21cos   




 dKa K cos1
2

0

222  
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d) 
c

xdsI

c : spirale logarithmique :  kar )(    
0
,0




k


limitée par cercle C(0,a) :

 drrds )(')( 22     

22 )()(coscos   kk akrarx  

 dkads k 21 
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SERIES D’EXERCICES ET EPREUVES

Série d’exercice n°1

Exercice 1 :

Factoriser les déterminants

acb

bac

cba

 , 
a

ba

cba

00

0 ,
acb

ac

a

0

00

 , 
a

a

a

00

00

00



Exercice 2 :

Calculer le déterminant

ii

ii

11

1111

11

1111







Exercice 3

Calculer le déterminant

abcd

badc

cdab

dcba









En calculant d’abord 2

Exercice 4

Résoudre et discuter sur IC le système













1

1
3

2

2

zayax

azyaax

azaayx



114

Epreuve de Rattrapage

Exercice N 01 :

Etudier la nature des séries suivantes

0
1

sin

2

2
2




















ouw

n
nu

nn

n

n

n

Exercice N 02 :

Soit la série de terme général
n

n xxu )1(  .

Etudier convergence simple et uniforme.

Exercice N 03 :

Calculer cosinus et sinus transformation de Fourier de la fonction f(x) définie 

par :



 




on

xsie
xf

x

sin0

0
)(



Exercice N 04 :

Résoudre moyennant la transformée de Laplace l’équation

1)0()0(;  xxexx t
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Epreuve de Synthèse

Exercice 1 (5pts)

Résoudre moyennant la transformée de Laplace :

Le système :















0)0(y)0(y;0x
dt

yd

0)0(x)0(x;1y
dt

xd

2

2

2

2

Solution :

On a moyennant la transformée de Laplace











0)()(

1
)()(

2

2

xLyLp
p

yLxLp


















1
4

1

4

1
cos

2

1
)(

4

1

4

1
cos

2

1
)(

tt

tt

eetty

eettx

Exercice N°2(8pts)

Soit la suite de fonctions   0nnf  positives continués sur l’intervalle  11 . On 

suppose que:

1) 1)(
1

1





dxxfLim n

n

2) Et que la suite   0nnf  converge uniformément vers zéro sur les 

intervalles    1,,,1  CC   pour tout C positif.

Soit g une fonction continué sur l’intervalle   11 montrer que:

)0()()(
1

1

gdxxfxgLim n
n





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Solution :

La condition 1)(
1

1





dxxfLim n

n
montre que )0()()0(

1

1

gdxxfgLim n
n





.

Pour obtenir )0()()(
1

1

gdxxfxgLim n
n





, il suffit donc de montrer que :

  0)()0()(
1

1





dxxfgxgLim n

n
.On décompose l’intervalle [-1, 1] en la réunion de 

trois sous intervalles disjoints [-1,-C], [-C,C] et [C,1]

La convergence uniforme de  nn xf )( sur [-1, -C] entraîne celle de  

  )()0()( xfgxg n ,la fonction limite étant encore nulle,il en résulte que l’intégrale 

 





C

n dxxfgxg
1

)()0()( tend vers zéro quand n tend vers l’infini ;de même pour  

  
1

)()0()(
C

n dxxfgxg .

Pour  



C

C

n dxxfgxg )()0()( on choisit C de sorte 

que :   )0()(,,, gxgCCxx  ce qui est possible en vertu de la 

continuité, on a alors :   



1

1

)()()()0()( dxxfdxxfdxxfgxg n

C

C

n

C

C

n 

Car  nn xf )( est positive, mais 1)(
1

1





dxxfLim n

n

donc   0)()0()(   


 n
C

C

n dxxfgxg

et par conséquence l’intégrale étudiée : 

  0)()0()(
1

1

  


 n

n dxxfgxg
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Exercice N°3(7pts)

Soit la série de terme général   )x(u1 n
n .On suppose que sur l’intervalle A de IR, 

les conditions suivantes sont réalisées pour tout x et pour tout n

nnn1nn a)x(u),x(u)x(u,0)x(u 

la suite na tendant vers zéro.

Montrer que la série est uniformément convergente sur A.

Solution

La série considérée est alternée, car  nu est positive et l’on va utiliser les 

propriétés classiques de ces séries. Les conditions données assurent la 

convergence simple sur A. d’où la somme S(x).

On sait aussi majorer le reste : )()()( 1 xuxSxS nn 

On a donc uniformément sur A.

nn axSxS  )()(   tend vers zéro, d’où la convergence uniforme.
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Série numérique

Exercice 1 : (3points*5)

Déterminer la nature de :

 





1n
n

n

e

n1
, 





1n

2n

n

)n(sin)1(
, 

 

 














1n
2

n

n

1

n

1
, 

 





1n
2

n

n

n11
, 

IRa,
n

1
a(

1n

n







 



Exercice 2 : (5 points)

Soit un une série convergente à termes positifs 

1) Montrer que la série 
1n

n

n

u
est convergente (ind : 0

1
2







  nu

n
)

2) Quelle est la nature de   



1n

nu1log(
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Suites et Séries de fonctions

Exercice 1

Soit 

IRsur,
nx1

nx
)x(f

2n




 IRsur,ex)x(f nx2
n














1x
n

1
six1

n

1
x0six)1n(

)x(f n


1) Etudier la convergence simple et uniforme.

2) Pour le dernier exemple, comparer  dx)x(flim n et  dx)x(flim n

Exercice 2

Soit 



n

k
n k

Sinkx
xf

1
3

)(

1) Etudier la CS et la CU.

2) Même chose 



n

k
n k

kx
xf

1
2

cos
)(

Exercice 3

Etudier la convergence simple et uniforme de 

 


 *

1

1

1
)1 IRsur

nxnx   IRsur
x

x
n

 2

2

1
)2

 


 *

1

1

1
)3 IRsur

nxnx

]1,0[sur,
x1

x
)x(f

n2

n

n



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Séries de FOURIER

Exercice N°1

Développer en série de Fourier dans l'intervalle   , la fonction 

 
 








,0xsix2

0,xsix
)x(f

Exercice N°2

1) Développer en série de Fourier en sinus dans l'intervalle  ,0 la fonction 

1)x(f 

2) En déduire la somme 
 



0n

n

1n2

)1(

Exercice N°3

Développer en série de Fourier dans l'intervalle   , la fonction 

2x)x(f 

Exercice N°4

Développer en série de Fourier dans l'intervalle   , la fonction 

 

   
















 




,0xsix
2

1

0,xsi
2

x

)x(f

Exercice N°5

Développer en série de Fourier dans l'intervalle   , la fonction 

    ,xpourpxCos)x(f ,p un réel non entier .

Appliquer le résultat pour 0x,x 
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Transformation de FOURIER

Exercice N°1

Soit la fonction 

 


 


onsin0

1,1tsit1
)x(A

1) Tracer le graphe de A.

2) Déterminer la transformée de Fourier.

Exercice N°2

Soit la fonction (signal porte) notée  est définie par













onsin0
2

1
,

2

1
xsi1

)x(

Déterminer la transformée de Fourier.

Exercice N°3

On reprend la fonction A  

 


 


onsin0

1,1tsit1
)x(A

1) Calculer la dérivée de A et exprimer A/ à l'aide de la fonction  .

2) Appliquer à la relation obtenue l'opérateur de Fourier à A.

3) Vérifier que A= * .Retrouver le résultat de la question 2.

Exercice N°4

Calculer l'intégrale 



xtdtcos et on déduire la valeur de 



0
2

dt
t1

xtcos

Exercice N°5
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Résoudre l'équation intégrale 











0si0

10si1
xdxcos)x(f

0


dans la quelle f est la fonction inconnue.
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Epreuve de Moyenne Durée n°3

Exercice N°1(7pts)

Calculer la transformée de Laplace  pour les fonctions suivantes:

1) f(t)=1 (t positif) ,2) te)t(g 

3) h(t)=sin(at) ,4) k(t)=cos(at)

Exercice N°2(5pts)

Résoudre moyennant la transformée de Laplace :

1) L’équation : 1)0(xavec1xx 

2) Le système :













0)0(y;0y3
dt

dy
4

dt

dx

0)0(x;1
dt

dy
x2

dt

dx
3

Exercice N°3(8pts)

Calculer le rayon de convergence de:


 n

2n

n
x

)!n(4

)1(
 n

2
x

)!n(

)!n2(

 nx)nx(Sin   nnxe

Rappels

On a :
)bp(

C

)ap(

B

p

A

)bp)(ap(p

1








, 




0

ptdte)t(f)p(Lf
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Epreuve de Moyenne Durée n°2

Exercice N°1

Soit la suite de fonction de terme générale 0x,eu nx
n  

1) Etudier convergence simple et uniforme.

2) Comparer  dxxfn )(lim et  dxxfn )(lim

Exercice N°2

Etudier la convergence simple et uniforme ainsi que la dérivabilité de la série 


1

2

2sin

n

IRsur
n

xn

Exercice N°3

Soit xexf )(

1) Déterminer la transformée de Fourier de f.

2) En déduire la valeur 


0
21

cos
dt

t

xt

Exercice N°4

Développer en série de Fourier en sinus la fonction 

 ,0,)()(  xpourrxCosxf INr


