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 (les fonctions) : انذوال انعذديح

 (domaine de définition)اٌذاٌخ ٚ ِجّٛعخ اٌزعش٠ف  .1

 (limite et continuité)إٌٙب٠خ ٚ الاعزّشاس٠خ  .2

 (la dérivabilité)الاشزمبل١خ  .3

 ش١ٙشح ثعط إٌعش٠بد .4

 : . انذانح ويجىعح انرعريف1

 :ذعريف

.     ٔشِض ٌٗ ثبٌشِض   ِٓ   رشفك ثىً عذد دم١مٟ   فبْ   ٟ٘ ِجّٛعخ رعش٠ف اٌذاٌخ   ارا وبٔذ  

  ثبٌذاٌخ    ٟ٘ صٛسح     ٚٔمٛي اْ 

 ِّىٕب.     اٌزٟ ٠ىْٛ ِٓ اجٍٙب دغبة   ٟ٘ ِجّٛعخ الاعذاد اٌذم١م١خ   ِجّٛعخ رش٠ف اٌذاٌخ 

a. نذوال انعًهياخ انجثريح : 

   داٌز١ٓ. ٔعشف ِجّٛع ،         ٚ ،        ،. ٌٚزىٓ ،  ℝ  جضءا ِٓ   ١ٌىٓ

    ٚجذاء داٌخ فٟ عذد            ٚجذاء اٌذاٌز١ٓ ،        

   (ٚ ٔغجخ اٌذاٌز١ٓ          ، 
 

 
  : ثبٌعلالبد  )   فٟ دبٌخ عذَ أعذاَ               

                             

                             

          (
 

 
)     

    

    
              

                      

                        

b. ذركية انذوال : ( la décomposition des fonctions) 

 : ذعريف

 : عٍٝ اٌزشر١ت ثذ١ش     ٚ   دٌزبْ ِعشفزبْ عٍٝ    ٚ    

         

     ٠ٕزّٟ اٌٝ           ِٓ   ِٓ اجً وً عذد دم١مٟ 

                

      عهى ٚ اٌّعشفخ      اٌذاٌخ اٌزٟ ٔشِض ٌٙب ثبٌشِض   ِزجٛعخ ثبٌذاٌخ   ٔعشف داٌخ اٌزشو١ت 
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          [    ] 

 : يثال

  ]    ]     ٚ   ]    ]    اٌّعشفز١ٓ عٍٝ    ٚ    ٔعزجش اٌذاٌز١ٓ 

     √    

           

             عشف 

     et      ِجبي رعش٠ف اٌذاٌز١ٓ 

 ٌذ٠ٕب : 

        [      [                        

ِٕٗٚ : 

     [    [ 

 ٌذ٠ٕب : 

        [      [                        

ِٕٗٚ : 

     [    [ 

         [    ]

                                 (√   )
 
  

                      

 
         [    ]

                               
 √         

  √                     

 

 

 (fonction paire et impaire): انذانح انزوجيح و انفرديح .2

                       ،  0، ِزٕبظشا ثبٌٕغجخ ٌـ  ℝ        جضءا ِٓ   ١ٌىٓ

 : إٔٙب صٚج١خ إرا وبْ   عٓ اٌذاٌخ ٔمٛي

                 

 : خاصيح

 ِشزمخ اٌذاٌخ اٌضٚج١خ ٟ٘ داٌخ فشد٠خ

 : يثرهُح
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 : إرا وبْ فشد٠خ إٔٙب   ٔمٛي عٓ اٌذاٌخ 

                  

 : خاصيح

 ِشزمخ اٌذاٌخ فشد٠خ ٟ٘ داٌخ اٌضٚج١خ

 : يثرهُح

           
     

            
     

                 

    
     

           
     

       
     

 [          ]
 [    ]

                                  

 

 : ايثهح

           اٌّعشفزبْ عٍٝ اٌّجبي    ٚ  اٌذٌزبْ  

 داٌزبْ صٚج١زبْ| |                        

           اٌّعشفزبْ عٍٝ f ٚ g اٌذاٌزبْ * 

 داٌزبْ فشد٠زبْ                          

           اٌّعشفزبْ عٍٝ f ٚ g اٌذاٌزبْ

                        | | 

 .غ١ش صٚج١ز١ٓ ٚغ١ش فشد٠ز١ٓداٌزبْ 

 (les limites): انُهاياخ .3

 : ذعريف

إٔٙب رٍّه ٔٙب٠خ    ٔمٛي عٓ 𝛼.  رٕزّٟ إ١ٌٗ ٔمطخ I داٌخ ِعشفخ عٍٝ ِجبي ِفزٛح        ٌزىٓ

 : إرا رذمك اٌششغ 𝛼 عٕذ إٌمطخ   ِٕز١ٙخ

 : اٞ             

 𝜀     𝛼          |  𝛼|  𝛼  |      |  𝜀 



 
     

 
   Les Fonctions réelles الدوال العددية  : الفصل الثان

25 
 

a. َظريح )وحذاَيح انُهايح :( 

ٔٙب٠خ فٟٙ    إرا لجٍذ اٌذاٌخ 𝛼. رٕزّٟ إ١ٌٗ ٔمطخ I داٌخ ِعشفخ عٍٝ ِجبي ِفزٛح        ٌزىٓ

 .ٚد١ذح

 :يلاحظح

 ثبٌىزبثخ            اٌىزبثخ ٌٕٙب٠خ ِٓ ا١ّ١ٌٓ إرا اعزجذٌٕبٔزذذس عٓ ا  

    
   
   

     

 .اٌذم١مٟ ا١ّ١ٌٓ عٍٝ اٌّذٛسِٓ جٙخ  𝛼 ٠مزشة ِٓ   أٞ أْ

 ٚٔزذذس عٓ إٌٙب٠خ ِٓ ا١ٌغبس إرا اعزجذٌٕب اٌىزبثخ       
   

 ثبٌىزبثخ      

    
   
   

     

 .ِٓ جٙخ ا١ٌغبس عٍٝ اٌّذٛس اٌذم١مٟ 𝛼 ٠مزشة ِٓ   أٞ أْ

b. : ٍحالاخ عذو ذعيي 

ٕ٘بن فٟ دغبة إٌٙب٠بد دبلاد لا ٔزّىّٓ ف١ٙب ِٓ رذذ٠ذ إٌٙب٠خ إلا ثبٌّض٠ذ ِٓ اٌزذشٞ وبٌذبلاد اٌّٛا١ٌخ  

  : اٌّغّبح دبلاد عذْ رع١١ٓ

  ًدبٌخ عذَ رع١١ٓ ِٓ اٌشى      

 : يثال

   
    

(  
 

 
)
 

 

 : ٠جت رذ٠ٍٛٙب اٌٝ داٌخ ٔغج١خ

 : ارْ

 :ثٛظع

  (  
 

 
)
 

       (  
 

 
)

  
 

 
                   

       
       

 

      (
       

 
)                        

 

      
 

   
              

 

         ارْ
       

     

 ًدبٌخ عذَ رع١١ٓ ِٓ اٌشى      
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 : يثال

 : ادغت إٌٙب٠خ اٌزب١ٌخ

   
   

        
   

        

             : ٔعع

             

             

    
        

 
 

 

   
   

        

 
 

    
   

    
    

 
 
  

     
   

       

    
 

     
   

       

    
     

   

             

    
 

 

 
   

   
   

        

 
 

 

               : ثّبْ

   
   

      

   
   

       

   
   

        
   

        

  َرع١١ٓ ِٓ اٌشىًدبٌخ عذ        

   

 : ِضبي

   
    

   

√ 
 

 : ثٛظع

{  √               
                          

 

                       
    

   

√ 
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√ 
    

    

    

 
    

    

    

 
          

    

   

 
   

 : ِضبي

   
   

 
  
  

 
| |

 
 

 : ثٛظع

{  
 

 
                         

            
 

                     

 
 

   
    

 

 
  
 

      
    

 
 
       

 
 

 
 

 ِضبي :

   
    

   

  (√     √   )
                                                     

    
    

 

  (√     √   )
 

 

  (√     √   )

    
    

 

 (√     √   )
 

 

  (√     √   )

                                                                                                     

 

 
 

 
 

 ِضبي :

   
   

 √        √ 
 

  √    
( √        √ 

 
)
 

(  √   
)
  

(           
 
   

 
 )

 

(   
 
 )

 

 
(
 
 
                      

 
  

 
 
 

 
 )

( 
 
 
  

 
 )

 

  
 

 
 
 

 
 
 

 
  

  
 

 يثال :
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  √ 

√      
    

   

(  √ )(  √ )(√      )

(√      )(√      )(  √ )

    
   

      (√      )

      (  √ )

    
   

      (√      )

      (  √ )

    
   

 (√      )

 (  √ )
        

 

 ∞    

 : ِضبي

   
    

(√
  

   
  )     

    

(√
  

   
  )(√

  

   
  )

(√
  

   
  )

                          

    
    

(
  

   
   )

(√
  

     )

                  

    
    

(
        

   )

(√
  

     )

                

    
    

  

     (√
  

     )

    
    

 

(  
 
 )(√

 
   

  )

    
    

     
 
 
                         

 

c. خاصيح انعذد انًشرك : 

       : ادغت إٌٙب٠خ
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 : ٍٔجبء اٌٝ غش٠مخ اٌعذد اٌّشزك لاصاٌخ ٘زٖ دبٌخ عذَ اٌزع١١ٓ

            ة ℝاٌّعشفخ عٍٝ   ٔعزجش اٌذاٌخ 

 : ٚداٌزٙب اٌّشزمخ ℝلبثٍخ لاشزمبق عٍٝ   ثّبْ اٌذاٌخ اٌذاٌخ 

            

        

 : ارْ ِٓ رعش٠ف اٌعذد اٌّشزك ٌذ٠ٕب

   
   

         

   
         

 : (théorème de l’hopital-bernoulli)َضريح اوترال  .4

 : ثبٌعلالخ ℝِٓ  [   ]  اٌّعشفخ عٍٝ ِجبي      ٌزىٓ اٌذاٌخ 

     
    

    
 

 ]   [  : لبثٍز١ٓ لاشزمبق عٍٝ اٌّجبي               : ارا وبٔذ اٌذاٌز١ٓ

α  : ٌذ٠ٕب  .عذد دم١مٟ   [   ] 

فٟ دبٌخ عذَ اٌزع١١ٓ 
 

 
 ٚ 

 

 
 : ٠ّىٓ دغبة إٌٙب٠خ ثبٌطش٠مخ اٌزب١ٌخ 

   
   

        
   

    

    
    

   

   𝛼 

   𝛼 
 

 : يثرهُح

   𝛼 

   𝛼 
 

   
   

       𝛼 
  𝛼

   
   

       𝛼 
  𝛼

 
   
   

       𝛼 

   
   

       𝛼 
    

   

    

    
    

   
     

  𝛼        𝛼     

 : يثال

 : ادغت إٌٙب٠بد اٌزب١ٌخ
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[  ]    

   
   

        

 : (théorème de l’hopital-bernoulli)َضريح اوترال عُذ انلاَهايح 4.1

 : ثبٌعلالخ ℝِٓ  ]    ]  اٌّعشفخ عٍٝ ِجبي      ٌزىٓ اٌذاٌخ 

     
    

    
 

 ]    [  : لبثٍز١ٓ لاشزمبق عٍٝ اٌّجبي               : اٌذاٌز١ٓارا وبٔذ 

فٟ دبٌخ عذَ اٌزع١١ٓ 
 

 
 ٚ 

 

 
 : ٠ّىٓ دغبة إٌٙب٠خ ثبٌطش٠مخ اٌزب١ٌخ 

   
    

        
    

    

    
    

   

     

     
       ]    [          

 : يثال

 : ادغت إٌٙب٠خ اٌزب١ٌخ

   
    

        
    

     
 

       : ١ٌغذ ِٓ اٌشىً  ٔلادط اْ اٌذاٌخ
    

    
 

 ٌٚىٓ ٔغزط١ع رذ٠ٍٛٙب اٌٝ داٌخ ٔغج١خ.

 : ارْ

   
    

     
    

    

 

       
    

 

        

   
    

     
   

 : (théorème des gendarmes)َضريح انحصر  .5
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 : ثذ١ش ℝِٓ   ِعشفخ عٍٝ اٌّجبي         ٌزىٓ اٌذٚاي اٌزب١ٌخ 

                     

 : ٌذ٠ٕب

   
   

        
   

                 
   

         

 ]    [: تحيث ℝيٍ   يعرفراٌ عهى انًجال       نركٍ انذانراٌ 

               و            : ارا كاٌ

                : ارٌ

               و            : ارا كاٌ

                : ارٌ

 : يلاحضح

 ٠ّىٓ رط١ك ٔص إٌعش٠خ ف١ّب ٠خص اٌّززب١ٌبد 

 ذد دم١مٟ.اٚ ع ∞   ٠ّىٓ رط١ك ٔص إٌعش٠خ ف١ّب ٠خص

 : انًسرميى انًمارب انًائم .6

 : اٌّغزم١ُ رٚ اٌّعبدٌخ    فٟ ِعٍُ ١ٌٚىٓ    اٌزّض١ً اٌج١بٟٔ ٌذاٌخ  (  )١ٌىٓ 

       

 : ٠عٕٟ ∞ عٕذ  (  )ِغزم١ُ ِمبسة ٌٍّٕذٕٟ     اٌمٛي اْ اٌّغزم١ُ 

   
    

[           ]    

a. انثحث عٍ انًسرميى انًمارب انًائم : 

 : اٌّغزم١ُ رٚ اٌّعبدٌخ    فٟ ِعٍُ ١ٌٚىٓ    اٌزّض١ً اٌج١بٟٔ ٌذاٌخ  (  )١ٌىٓ 

             

 : ٔفشض اْ

   
    

             
    

          

         

   
    

           
    

        

 .  عٕذ (  )ِغزم١ُ ِمبسة ٌٍّٕذٕٟ     ٔفشض اْ 

 : ِٕٚٗ دغت اٌزعش٠ف

   
    

[           ]    
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 : ٔعع

                 

 ِٕٗٚ 

                      
    

       

    

 
 

           

 
 

 

 
       

 

 
 

 : اْ ثّب

   
    

 

 
            

    

 

 
          

    

 
    

 : وّب ٌذ٠ٕب ا٠عب

                    
    

       

    
    

[         ]    

 : َريجح

 : رٚ اٌّعبدٌخ    ارا وبْ اٌّغزم١ُ 

             

 .  عٕذ  (  )ِغزم١ّب ِمبسثب ي 

        : فبْ
    

 
                 [         ]     

 (la continuité): الاسرًراريح .7

 : ذعريف

 :      غ١ش ِعضٚي ِٓ عذد دم١مٟ   αٚ      دٌخ ِجّٛعخ رعش٠فٙب    

 . α  ٟ٘  𝛼عٕذ   ٠عٕٟ اْ ٔٙب٠خ اٌذاٌخ  αِغزّشح عٕذ   اٌمٛي اْ اٌذاٌخ 

 : ٠عٕٟ αِغزّشح عٕذ اٌم١ّخ     

    
   

      𝛼  

 : يلاحضح

 : إرا اعزجذٌٕب فٟ اٌزعش٠ف اٌغبثك اٌعلالخ 

    
   

      𝛼  

 : تانعلالح
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       𝛼  

  𝛼.ِغزّش ِٓ ا١ّ١ٌٓ عٕذ   ٔمٛي إْ

  : ٚإرا اعزجذٌٕب رٍه اٌعلالخ ثبٌعلالخ

    
 

   

       𝛼  

 . 𝛼 ِغزّش ِٓ ا١ٌغبس عٕذ   ٔمٛي إْ

 : يلاحضح

  ِغزّشح عٕذ وً عذد دم١مٟ ِٓ   ٠عٕٟ اْ   ِغزّشح عٍٝ ِجبي    اٌمٛي اْ اٌذاٌخ 

 : خىاص  ذمثم يٍ دوٌ ترهاٌ

 . اٌذٚاي اٌّشجع١خ ِغزّشح عٍٝ وً ِجبي ِٓ ِجّٛعخ رعش٠فٙب 

  ِغزّشح عٍٝ             ,اٌذٚاي وض١شح دذٚدℝ. 

  )ِغزّشح عٍٝ ِجبي ِٓ ِجّٛعخ رعش٠فٙب.اٌذٚاي إٌبغمخ )دبصً لغّخ وض١ش دذٚد 

  : يثال

 : اٌّعشفخ وّب ٠ٍٟ عٕذ اٌم١ُ اٌّشفمخ ثٙب  ادسط اعزّشاس٠خ اٌذاٌخ 

    { 
 

                        | |                     
                             | |                  

 

 ℝِغزّشح عٍٝ   ارْ ٌىٟ رىْٛ  ℝٟ٘ ِشوت دٚاي ِشجع١خ ِغزّشح عٍٝ    اٌذاٌخ 

 .َٛ ثذغغبة إٌٙب٠خ عٕذ ٘زٖ اٌم١ُِٕٚٗ ٔم                  عٕذ اٌم١ّخ   ٔذسط اعزّشاس٠خ 

      دراسح الاسرًراريح عُذ انميًح 

فٟ 1رغبٚٞ إٌٙب٠خ عٍٝ ٠غبس  ٠1جت اْ رىْٛ إٌٙب٠خ عٍٝ ١ّ٠ٓ  1ِغزّشح عٕذ اٌم١ّخ   ٌىٟ رىْٛ 

 .1ِغزّشح عٕذ اٌم١ّخ   ٘برٞ اٌذبٌخ ٔمٛي 

   
   
   

        
   
   

 
 

          
   
   

     

     ِغزّشح عٕذ   ارْ

 ℝِغزّشح عٍٝ     ِٕٚٗ

       دراسح الاسرًراريح عُذ انميًح 

رغبٚٞ إٌٙب٠خ عٍٝ ٠غبس    ٠جت اْ رىْٛ إٌٙب٠خ عٍٝ ١ّ٠ٓ    ِغزّشح عٕذ اٌم١ّخ   ٌىٟ رىْٛ 

 .  ِغزّشح عٕذ اٌم١ّخ   فٟ ٘برٞ اٌذبٌخ ٔمٛي   
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     ِغزّشح عٕذ   ارْ

 (prolongement par continuité): الايرذاد تانسرًراريح .7.1

{  }     :  ٔمٛي اْ اٌذاٌخ      ٚ      ٌذ٠ٕب  ارا     اِزذاد ثبٌغزّشاس٠خعٕذ اٌم١ّخ    

     عٕذ اٌم١ّخ    ٔٙب٠خ   لجٍذ اٌذاٌخ 

    {
          {  }

                    
 

 : ِضبي

    
    

   
 

     { } 

   
   

    

   
    

   

          

   
   

 : ارْ

     

{
    
   

           { }         

                                     

 

 (la dérivabilité): الاشرماليح .8

 : ذعريف

ارا ٚفمػ ارا لجٍذ الاشزمبق  ℝ  اٞ  ℝِٓ   أٙب رمجً الاشزمبق عٍٝ ِجبي ِفزٛح   ٔمٛي عٓ اٌذاٌخ 

 : ثذ١ش   رمجً الاشزمبق ٚ ٔشِض ٌٙب ثبٌشِض   . ٚ ٔمٛي ارا اْ اٌذاٌخ   عٕذ ج١ّع إٌمػ ِٓ اٌّجبي 

      

       
 

 : وّب ٔشِض ٌٙب ا٠عب 

     

  
       

 : خىاص ذمثم دوٌ ترهاٌ

  وً داٌخ وض١ش دذٚد(fonction polynome)  ٍٝلبثٍخ ٌلاشزمبق عℝ 

 اٌذٚاي اٌّضٍض١خ(fonction trigonométrique)              ٍٝلبثٍخ ٌلاشزمبق عℝ 
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  اٌذاٌخ ل١ّخ ِطٍمخ(fonction valeur absolue)  ٍٝلبثٍخ ٌلاشزمبق ع  
     

  

  اٌذاٌخ اٌجزس٠خ(fonction racine carré)  ٍٝلبثٍخ ٌلاشزمبق ع  
  

 اٌذاٌخ إٌبغمخ(fonction rationnelle)  .لبثٍخ ٌلاشزمبق عٍٝ ِجبي رعش٠فٙب 

a. انعذد انًشرك :(le nombre dérivé) 

 : ذعريف

     ِع   عذداْ دم١م١بْ ِٓ           .       ℝِٓ   داٌخ ِعشفخ عٍٝ ِجبي    

(         ) 

ارا لجٍذ إٌغجخ   رمجً الاشزمبق عٕذ    ٔمٛي اْ 
           

 
 . اٌٝ   ٔٙب٠خ ِذذٚدح ٌّب ٠ؤٚي   

 .   ٚ ٔشِض ٌٙب ثبٌشِض   عٕذ   رغّٝ ٘زٖ إٌٙب٠خ اٌعذد اٌّشزك ٌٍذاٌخ 

 : ٌذ٠ٕب

   
   

           

 
                       

   

         

   
        

      

 : يلاحضح

  ٔمٛي أٙب رمجً الاشزمبق عٍٝ           ِٓ    الاشزمبق عٕذ وً عذد دم١مٟ   ارا لجٍذ اٌذاٌخ 

 : ٚ رغّٝ اٌذاٌخ

  اٌذاٌخ اٌّشزمخ ٌذاٌخ             

 : ذعريف

ٚٔشِض    عٍٝ ِجبي    ِٓ اٌفئخ   ٔمٛي اْ اٌذاٌخ       ٚ ١ٌىٓ    ِعشفخ عٍٝ ِجبي   ٌزىٓ اٌذاٌخ 

    لبثٍخ ٌلاشزمبق عٍٝ ِجبي   اراوبٔذ اٌذاٌخ            ٌٙب ثبٌشِض 

    ِغزّشح عٍٝ ِجبي    ِٚشزمزٙب 

b. انًشرماخ انًرراتعح :(la dérivé nième) 

 : ذعريف

         ِٓ   ٚلبثٍخ ٌلاشزمبق عٍٝ ِجبي  داٌخ ِعشفخ  

ٚ ٔشِض   رغّٝ اٌّشزمخ اٌضب١ٔخ ٌذاٌخ       فبْ داٌزٙب اٌّشزمخ   الاشزمبق عٍٝ اٌّجبي     ارا لجٍذ اٌذاٌخ 

رغّٝ اٌّشزمخ اٌضبٌضخ ٌذاٌخ        فبْ داٌزٙب اٌّشزمخ  الاشزمبق عٍٝ اٌّجبي      . ارا لجٍذ اٌذاٌخ    ٌٙب 

 .     ٚ ٔشِض ٌٙب   

 : ارْ
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 .  رغّٝ اٌّشزمبد اٌّززبثعخ ٌذاٌخ 

 : ٔشِض ٌٙب ثبٌشِض    ِٓ اٌشرجخ   ِشزمخ اٌذاٌخ 

       (    )
 
        

         : ٚ ٔمجً اْ

  ِٓ اٌفئخ   ٔمٛي اْ اٌذاٌخ    ِغزّشح عٍٝ اٌّجبي   ٌذاٌخ   ارا وبٔذ اٌّشزمخ ِٓ اٌشرجخ 

           : ٚٔشِض ٌٙب ثبٌشِض

 : ِلادعخ

  ِغزّشح   ِعٕبٖ اْ اٌذاٌخ    ِٓ اٌفئخ   ارا وبٔذ اٌذاٌخ 

  ِغزّشح    لبثٍخ ٌلاشزمبق ٚ اٌذاٌخ   ِعٕبٖ اْ اٌذاٌخ    ِٓ اٌفئخ   ارا وبٔذ اٌذاٌخ 

c. لاعذج نيثُيز : (règle de liebniz) 

 ٚرزمبسة عجبسح ١ٌج١ٕض اٌٝ عجبسح ١ٔٛرٓ.    لبعذح ١١ٌجج١ٕض رغّخ ٌٕب ثذغبة ِشزمخ جذاء داٌز١ٓ ِٓ اٌشرجخ

ٌجذاء داٌز١ٓ ثذ١ش رٕعذَ ادذٜ   غبٌجب ِب رغزعًّ عجبسح ١ٌج١ٕض فٟ دغبة اٌّشزمبد اٌّززبثعخ ِٓ اٌذسجخ 

 اٌذاٌز١ٓ ِٓ اجً سرجخ ِع١ٕخ.

     ٚ    ِعشفز١ٓ عٍٝ ِجبي     ارا وبٔذ اٌذاٌز١ٓ 

     ي   اٌّشزمخ ِٓ اٌشرجخ ارا لجٍذ اٌذاٌز١ٓ 

 : ٚرعطٟ ثبٌعجبسح اٌزب١ٌخ   ي   رمجً اٌّشزمخ ِٓ اٌشرجخ        :ارْ

             ∑(
 

 
)          

         

 

   

 

       ∑(
 

 
)          

 

   

 

 : ِع

(
 

 
)  

  

        
 

 : ٔجذ     ٌذاٌخ 1ادرا غجمٕب ٘زٖ اٌمبعذح عٍٝ اٌّشزمخ ِٓ اٌشرجخ 

             ∑(
 

 
)         
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             ( 
 
)         

          ( 
 
)         

         

                     
       

 

 : ٟٚ٘ ٔفظ اٌعجبسح اٌّشٙٛسح اٌزٟ ٔعشفٙب

                 

          ِٓ اجً

           ∑ (
   

 
) (              )

 
   

   

  

                     ∑(
 

 
) (            )

 
 

   

                   

∑(
 

 
) (            )

 
 

   

 ∑(
 

 
) [                     ]

 

   

 

                                                  ∑(
 

 
) [                       ]

 

   

 

 ∑(
 

 
) [           ]

 

   

 ∑(
 

 
)

 

   

[           ] 

∑ (
   

 
)

   

   

[           ]  ∑(
 

 
)

 

   

[           ]   

 : يثال

 : ٌذاٌخ اٌزب١ٌخ   ادغت اٌّشزمخ ِٓ اٌذسجخ 

                

 : عٍٝ ِجبي رعش٠فّٙب ارْ  جذاء داٌز١ٓ لبثٍز١ٓ لاشزمبق ِٓ اٌذسجخ   ٔلادط اْ 

  لبثٍخ ٌلاشزمبق ِٓ اٌشرجخ    

                              : ثٛظع
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    رٕعذَ ِٓ اجً اٌشرجخ   ٔلادط اْ ِشزمخ اٌذاٌخ 

 ارْ ٠ّىٓ اعزعّبي عجبسح ١ٌج١ٕض.

      ∑(
 

 
)       

 

   

 

      ∑ ( 
 
)     

                                                                                                     

  

   ( 
 
)     ( 

 
)       ( 

 
)                                                               

             
  

      
           

  
        

             

                    
        
      

        
              

        
        

                      
       

 
                                        

      (        
       

 )                                                            

 

 : يح و الاسرًراريحالاشرمال .9

 . فبٔٙب ِغزّشح عٍٝ اٌّجبي    الاشزمبق عٍٝ اٌّجبي     ارا لجٍذ اٌذاٌخ 

 : يلاحضح

 .عىظ ٘زٖ اٌخبص١خ ١ٌظ دائّب ِذمك 

 : يثال

     

    | |
 

 .0ٌٚىٓ غ١ش لبثٍخ لاشزمبق عٕذ  0ِغزّشح عٕذ    

   
   
   

| |

 
        

   
   

| |

 
     

 : يثال
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    √| |
 

 .0ونكٍ غير لاتهح لاشرماق عُذ  0يسرًرج عُذ   

   
   
   

√| |

 
 

√ 

 
 

 

√ 
         

   
   

√| |

 
 

√  

 
 

  

√ 
    

 : ذطثيك

 : اٌّعشفخ وّب ٠ٍٟ       ٌذ٠ٕب اٌذاٌخ 

      { 
    (

 

 
)          

                          
 

  ℝلبثٍخ ٌلاشزمبق عٍٝ   ً٘ اٌذاٌخ 

               ادغت 

  ِغزّشح عٍٝ               ً٘ 

 ً٘          

 : انحم

)          اٌذاٌخ      ِٓ اجً 
 

 
لبثٍخ لاشزمبق لأٙب ِشوت دٚاي ِشجع١خ لبثٍخ لاشزمبق   (

)          ارْ  ℝعٍٝ 
 

 
 .  لبثٍخ لاشزمبق عٍٝ  (

        عٕذ اٌم١ّخ  ٔذسط لبث١ٍخ اشزمبق اٌذاٌخ  ℝلبثٍخ لاشزمبق عٍٝ   ٌىٟ رىْٛ اٌذاٌخ 

 : ٔذغت ٔٙب٠خ إٌغجخ

   
    

         

   
    

    

     (
 
 )

 
    

    
    (

 

 
)    

      (
 

 
)    

       (
 

 
)    

 0ٚ اٌعذد اٌّشزك ٘ٛ      لبثٍخ لاشزمبق عٕذ اٌم١ّخ   ارْ اٌذاٌخ 

        

 : دغبة اٌذاٌخ اٌّشزمخ
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      {     
 

 
    

 

 
                  

                                               

 

       عٕذ اٌم١ّخ ٠جت اْ رىْٛ ِغزّشح  ℝِغزّشح عٍٝ    ٌىٟ رىْٛ اٌذاٌخ 

 : ِٛجٛدح ارْ     عٕذ    ِعٕبٖ ٔٙب٠خ     ِغزّشح عٕذ اٌم١ّخ    اٌذاٌخ

   
   

     
 

 
    

 

 
      

       
 

 
        

         
 

 
    

                
 

 
    

 

 
               

   
   

             
   

           

   ِغزّشح عٍٝ    غ١ش ِٛجٛدح ِٕٚٗ   ارْ ٔٙب٠خ اٌذاٌخ 

  ِٓ اٌفئخ    ِٕٚٗ ١ٌغذ

 : ذطثيك

 : ٌذٚاي اٌزب١ٌخ        اٚجذ اٌّشزك ِٓ اٌذسجخ 

         

 : ث١ٓ اْ

               

 : انحم

                           

                

                 

                             

                   
                  
                    
                    
                  

                       

 

 : صذ١ذخ ٔغزعًّ اٌجش٘بْ ثبٌزشاجع              ٌٕجش٘ٓ اْ 

 :    ِٓ اجً 
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       ٚ ٔزذمك ِٓ صذزٙب ِٓ اجً  ٔفشض اْ اٌخبص١خ صذ١ذخ ِٓ اجً 

                     

        (        )
 
                          

a. انميى انحرجح : (les points critiques) 

 : ذعريف

ٚ       : اٞ  ارا وبٔذ رزّٕٟ اٌٝ ِجبي رعش٠ف اٌذاٌخ   أٙب ل١ّخ دشجخ ٌذاٌخ    ٔمٛي عٓ اٌم١ّخ 

 : اٞ غشف١خ    اٚ وبٔذ اٌم١ّخ  اٚ غ١ش ِٛجٛدح         ِعذِٚخ  وبٔذ اٌّشزمخ عٕذ اٌم١ّخ 

                           
   

  غ١ش ِٛجٛدح      

 

 : يثال

 : اٚجذ اٌم١ُ اٌذشجخ ٌٍذاٌخ اٌزب١ٌخ

     
   

   
 

       انخطىج الاونى يجال ذعريف انذانح 

 {  }       : ِعشفخ عٍٝ اٌّجبي  اٌذاٌخ 

   : انخطىج انثاَيح حساب انًشرمح

      
      

      
 

       

      
 

         : لا٠جبد اٌم١ُ اٌذشجخ ٔمُ ثذً اٌّعبدٌخ

       

      
 {

             {
        

               
                                             

 

                                  : ٔلادط اْ

 : ارْ ِجّٛع اٌم١ُ اٌذشجخ

(
    

    
) 

 : 2ِضبي 

 : اٚجذ اٌم١ُ اٌذشجخ ٌٍذاٌخ اٌّعشفخ وّب ٠ٍٟ
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     { 
           

                 
 

       : ٔلادط اْ ِجبي رعشف اٌذاٌخ ٘ٛ

 : 1ارْ ٔجذش عٓ اٌّشزمخ ِٓ اٌشرجخ 

      {
           
              

 

        {
                 
                           

 

 ١ٌغذ ل١ّخ دشجخ        ارْ اٌم١ّخ   ]    ]     ِٓ اجً اٌم١ّخ 

ل١ّخ دشجخ  ٔمَٛ ثذغبة اٌعذد      اٌم١ّخ  ٌّعشفخ ً٘  ارْ  ]    ]     ِٓ اجً اٌم١ّخ 

ارا وبْ اٌعذد اٌّشزك ِٛجٛد ٔمٛي عٓ اٌم١ّخ أٙب ١ٌغذ ل١ّخ دشجخ ٚارا وبٔذ      اٌّشزك ٌٍم١ّخ 

 اٌّشزمخ غ١ش ِٛجٛدح فبْ اٌم١ّخ ٟ٘ ل١ّخ دشجخ

{
        

        
 

 ِٛجٛد ارْ اٌذاٌخ لا رمجً ل١ُ دشجخ.     عٕذ اٌم١ّخ    ارْ اٌعذد اٌّشزك ٌٍذاٌخ 

b. انميى انحذيح انًحهيه :(extremum local) 

 : ذعريف

   عذد دم١مٟ ِٓ اٌّجبي  ℝ         ٚαِٓ   داٌخ ِعشفخ عٍٝ ِجبي   

  ْاٌمٛي ا  𝛼    ِذزٜٛ فٟ    ِجبي ِفزٛح ٠ٛجذ ٠عٕٟ أٗ   ل١ّخ دذ٠خ ِذ١ٍخ ععّٝ ٌٍذاٌخ   

   [     ]    ِٓ اٌّجبي   ثذ١ش ِٓ اجً وً  ٠αشًّ        

       𝛼    

  ْاٌمٛي ا  𝛼    ِذزٜٛ فٟ    ٠عٕٟ أٗ ٠ٛجذ ِجبي ِفزٛح   ل١ّخ دذ٠خ ِذ١ٍخ صغشٜ ٌٍذاٌخ   

   [     ]    ِٓ اٌّجبي   ثذ١ش ِٓ اجً وً  ٠αشًّ        

  𝛼         

 ل١ّخ دذ٠خ ِذ١ٍخ ععّٝ اٚ صغشٜ.  𝛼  ٠عٕٝ   ل١ّخ دذ٠خ ِذ١ٍخ ي  𝛼  اٌمٛي اْ 

 : يسرهزيح

     داٌخ ِعشفخ  ٚلبثٍخ ٌلاشزمبق عٍٝ ِجبي ِفزٛح   ِٓ         .α  ِٓ ٟعذد دم١م  

  عٕذ اٌم١ّخ    ارا أعذِذ اٌذاٌخ اٌّشزمخα  ارْ ِغ١شح اشبسرٙب  𝛼    ل١ّخ دذ٠خ ِذ١ٍخ 

  عٕذ اٌم١ّخ  ل١ّخ دذ٠خ ِذ١ٍخ )صغشٜ اٚ وجشٜ(  ارا لجٍذ اٌذاٌخα ْفب:    𝛼    

  ٞأعذاَ اٌّشزمخ لا ٠عٕٟ ثعشٚسح ٚجٛد ل١ّخ دذ٠خ ِذ١ٍخ .اٌعىظ غ١ش صذ١خ ا 
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 : ِضبي

      

        

      

 

 ١ٌغذ ل١ّخ دذ٠خ ِذ١ٍخ. 0ٌٚىٓ اٌم١ّخ  0ٔلادط اْ اٌّشزمخ رٕعذَ عٕذ اٌم١ّخ 

 : َضريح

ثذ١ش       . ℝِٓ    عٍٝ ِجبي    ِعشفخ ٚ لبثٍخ لاشزمبق ِٓ اٌذسجخ   ارا وبٔذ اٌذاٌخ 

   𝛼    ْار : 

 ْارا وب :     𝛼     .ٜارْ اٌذاٌخ رمجً ل١ّخ دذ٠خ ِذ١ٍخ وجش 

 ْارا وب :     𝛼     .ٜارْ اٌذاٌخ رمجً ل١ّخ دذ٠خ ِذ١ٍخ صغش 

 : ِلادعخ

     𝛼            𝛼      : ارا وبْ ٌذ٠ٕب

 ٚ ٌىٓ ٠ّىٓ اٌجٛء اٌٝ غشق اخشٜ. لا ٠ّىٓ اعزٕزبط اْ اٌذاٌخ رمجً ل١ّخ دذ٠خ ِذ١ٍخ

c. انثحث عٍ انميى انحذيح  :  

 : لاتهح نلاشرماق و َريذ يعرفح انميى انحذيح نذيُا شرطيٍ  ادا كاَد انذانح 

 (condition d’ordre 1 ) : انشرط الاول

 : اٞ اٌجذش عٓ اٌم١ُ اٌذشجخ

        

                   فٟ ٘زٖ اٌذبٌخ ٚجٛد اٌم١ُ اٌزٟ رعذَ اٌّشزك ٔمٛي عٕٙب أٙب ل١ّخ ِششذخ 

 (condition d’ordre 2) : اٌششغ اٌضبٟٔ

 ْل١ّخ دذ٠خ صغشٜ .  ارْ ٔمٛي عٓ اٌم١ّخ           : ارا وب 

  : ْل١ّخ دذ٠خ وجشٜ  ارْ ٔمٛي عٓ اٌم١ّخ            ارا وب. 

 : رطج١ك

 : اٚجذ اٌم١ُ اٌذذ٠خ اْ اِىٓ ٌٍذاٌخ اٌّعشفخ وّب ٠ٍٟ

           

 : اٌخطٛح الاٌٚٝ

 : اٌجذش عٓ اٌم١ُ اٌذشجخ

                            



 
     

 
   Les Fonctions réelles الدوال العددية  : الفصل الثان

44 
 

                    {
   

      
   

 

  ارْ ٟ٘ ل١ُ دشجخ ٌٍذاٌخ           اٌم١ُ 

 : 2اٌخطٛح 

                             

 : ثزع٠ٛط

                         

                             

 :  (les fonctions inverses) انذوال انعكسيح

d. َظريح انميى انًرىسطح :(théorème des valeurs intermédiaires) 

 .   ِعشفخ ٚ ِغزّشح عٍٝ ِجبي   ٌزىٓ اٌذاٌخ 

 [       ]   عذد٠ٓ دم١م١ٓ ِٓ        ٌذ٠ٕب 

ِذصٛس ث١ٓ   ٠ٛجذ عٍٝ الالً عذد دم١مٟ                ِذصٛس ث١ٓ   ِٓ اجً وً عذد دم١مٟ  

        : ثذ١ش                   

e. َضريح رول :(théorème de rolle) 

[   ]  ِٓ  [   ]داٌخ ِعشفخ  عٍٝ ِجبي        [   ]       . 

 : رذمك اٌششٚغ اٌزب١ٌخ 

    ِغزّشح عٍٝ اٌّجبي [   ] 

    لبثٍخ الاشزمبق عٍٝ اٌّجبي ]   [ 

             

 : ثذ١ش ]   [        ارْ ٠ٛجذ عٍٝ الالً عذد دم١مٟ 

  ]   [             

 : ترهاٌ

 : يثال

 : فٟ اٌذبٌخ اٌزب١ٌخ  ادسط ٚدذا١ٔخ 

     |     |           [   ] 

 [   ]ِغزّشح ٚلبثٍخ لاشزمبق عٍٝ اٌّجبي   اٌذاٌخ 
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 : ارْ ٠ّىٕٕب رطج١ك ٔعش٠خ سٚي ٚع١ٍٗ

   ]   [            

            

                         
 

 
 

    : ثّب اْ
 

 
  [   ]   

  ٚع١ٍٗ اصجزٕب ٚدذا١ٔخ اٌم١ّخ 

 :1 يلاحضح

  ٔعش٠خ سٚي لا رضجذ ٚدذا١ٔخ اٌم١ّخ 

 : ِضبي

 : غجك ٔعش٠خ سٚي عٍٝ اٌذاٌخ اٌزب١ٌخ

                    [    ] 

 

 [    ]ِغزّشح ٚلبثٍخ لاشزمبق عٍٝ اٌّجبي   اٌذاٌخ 

             

 : ارْ ٠ّىٕٕب رطج١ك ٔعش٠خ سٚي ٚع١ٍٗ

   ]    [            

            

                         
 

 
 

   
√ 
 

   [    ]

   
 √ 
 

  [    ]
 

 .اٌزٟ ِٓ اجٍّٙب رٕعذَ اٌّشزمخ   ٚ ع١ٍٗ ٠ٛجذ ل١ّز١ٓ ي 

 2 : يلاحضح

 ششٚغ ٔعش٠خ سٚي وبف١خ ٚغ١ش لاصِخ.

 : يثال

 : اٌّعشفخ وّب ٠ٍٟ  اٌذاٌخ 

                [    ] 
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 ]     [ٚلبثٍخ ٌلاشزمبق عٍٝ اٌّجبي  [    ]ِغزّشح عٍٝ اٌّجبي   ٔلادط اْ اٌذاٌخ 

 : ٌذ٠ٕب

           [    ] 

 : ٌىٓ ٚ

                

f. َضريح انرزايذاخ انًُرهيح : (théorème des accroissements finis) 

[    ]) ِٓ  [    ]داٌخ ِعشفخ  عٍٝ ِجبي      )      [   ]    

 : رذمك اٌششٚغ اٌزب١ٌخ

    ِغزّشح عٍٝ اٌّجبي [   ] 

    لبثٍخ الاشزمبق عٍٝ اٌّجبي ]   [ 

 : ثذ١ش ]   [        ارْ ٠ٛجذ عذد دم١مٟ 

                     

 : يثرهُح

 : ثبٌعلالخ [   ]اٌّعشفخ عٍٝ اٌّجبي     φٔعزجش اٌذاٌخ 

𝜑         
         

   
    

 φ لاْ   ِغزّشح  [   ] ِغزّشح عٍٝ اٌّجبي 

 𝜑  ِغزّشح  لاْ  ]   [ لبثٍخ الاشزمبق عٍٝ اٌّجبي 

 ٚرذمك اٌششغ : 

 
          

         

   
    

                       

   
 

           

   

          
         

   
    

                       

   
 

           

   

         

 

  ارْ ششٚغ سٚي ِذممخ عٍٝ اٌذاٌخ𝜑 ِٕٗٚ : 

   ]   [     𝜑       

 : ارْ

𝜑
 
    (     

         

   
   )

 

        (
         

   
   )
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𝜑
 
          

         

   
   

      
         

   
 

 : ذطثيك

(    𝛼)   : ١ٌىٓ         𝛼    

 : وّب ٠ٍٟ [   ]داٌخ ِعشفخ عٍٝ ِجبي    

     𝛼        

  غجك ٔعش٠خ اٌزضا٠ذاد إٌّز١ٙخ عٍٝ اٌذاٌخ 

 : انحم

  [   ]ارْ فٙب ِغزّشح عٍٝ  ℝداٌخ ِغزّشح عٍٝ   اٌذاٌخ 

  [   ]ارْ فٙب ٌلاشزمبق عٍٝ  ℝداٌخ لبثٍخ ٌلاشزمبق عٍٝ   اٌذاٌخ 

 : ِٕٚٗ دغت ٔعش٠خ اٌزضا٠ذاد إٌّز١ٙخ

   ]   [          
         

   
 

 : ٌذاٌخ ٟ٘     ارْ اٌّشزمخ ِٓ اٌشرجخ 

       𝛼   

       𝛼   

     𝛼       

     𝛼       

 

 𝛼    
𝛼        𝛼       

   
 

𝛼              

   

 𝛼        

 𝛼    𝛼       

  
   

 

 

g. انرزيذاخ انًُرهيح يرثايُح :(théorème inégalités des accroissements finis) 

 : ذعريف

        ارا ٚجذ عذد٠ٓ دم١م١ٓ  ℝ  اٞ  ℝِٓ   لبثٍخ لاشزمبق عٍٝ ِجبي ِفزٛح   ٌزىٓ اٌذاٌخ 

 : ثذ١ش
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 : ارْ      : ثذ١ش        ارْ ِٓ اجً وً عذد٠ٓ دم١م١١ٓ 

                                ]   [ 

  
         

   
          ]   [  

 : يثال

 : َضريح

[    ])  ِٓ [    ] ِعشفخ  عٍٝ ِجبيداٌخ      )      [   ]    

 : رذمك اٌششٚغ اٌزب١ٌخ

   ِغزّشح عٍٝ اٌّجبي  [   ] 

    الاشزمبق عٍٝ اٌّجبيلبثٍخ  ]   [ 

 : ارا وبْ ٌذ٠ٕب

               ]   [ 

 [   ]ارْ ٔمٛي اْ اٌذاٌخ سر١جخ عٍٝ اٌّجبي  

h. َضريح دارتى : ( théorème de darboux) 

  اٌّعشفخ عٍٝ اٌّجبي    ٌذ٠ٕب اٌذاٌخ  [   ]  

  لبثٍخ ٌلاشزمبق عٍٝ اٌّجبي   اٌذاٌخ  [   ] 

             

      ٓاٚ                 : عذد دم١مٟ ِذصٛس رّبِب ث١        

       . 

  ثذ١ش  [   ]  ارْ ٠ٛجذ        

 (la fonction partie entière): ذانح انجزء انصحيحان .10

  اٌعذد اٌصذ١خ   ٚ اٌزٟ رشفك ثىً عذد دم١مٟ  ℝرغّٝ اٌذاٌخ اٌجضء اٌصذ١خ اٌذاٌخ اٌّعشفخ عٍٝ 

 : د١ش

         [     [         
      

                   
                       

 

ℝ  ℤ
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 : ايثهح

                              
                          
                                 

                           
                            

                     

 

 (courbe représentative) : يُحُى انذانح انجزء انصحيح

      [ ] 

 

 Geogebraِٓ رب١ٌف اٌىبرت ٠بلاعزّبد عٍٝ   : اٌّصذس

 : ذطثيك

 : ة  ]    ]اٌّعشفخ عٍٝ اٌّجبي   ٔعزجش اٌذاٌخ 

             

 : عٍٝ اٌّجلاد اٌزب١ٌخ     ع١ٓ عجبسح 

  [    [

  [    [

  [   [

 

      اسعُ ِٕذٕٝ اٌذاٌخ 

 ]     ]ِغزّشح عٍٝ اٌّجبي      ً٘ اٌذاٌخ 

 : انحم
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  [    [                      

  [    [                                 

  [   [                           

 

       ٚ     ٠جت اْ رىْٛ ِغزّشح عٕذ اٌم١ّخ  ]     ]ٌىٟ رىْٛ اٌذاٌخ ِغزّشح عٍٝ اٌّجبي 

       عٕذ اٌم١ّخ   دساعخ اعزّشاس٠خ اٌذاٌخ 

   
   
  

        
   
  

        

   
   
  

        
   
  

     
 

     ِغزّشح عٕذ اٌم١ّخ    ارْ اٌذاٌخ 

       عٕذ اٌم١ّخ   دساعخ اعزّشاس٠خ اٌذاٌخ 

   
   
  

        
   
  

     

   
   
  

        
   
  

       
 

   
   
  

        
   
  

          
   
  

        
   
  

        

     غ١ش ِغزّشح عٕذ اٌم١ّخ    ارْ اٌذاٌخ 

 : َريجح

 ]     ]غ١ش ِغزّشح عٍٝ اٌّجبي      ارْ اٌذاٌخ  

 

 

 

 


