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Semestre: 2

Unité d’Enseignement: UEM 1.2

Matieére 1: Méthodes des éléments finis
VHS: 60h00 (Cours: 1h30, TP: 2h30)

Crédits: 5

Coefficient: 3

Obiectifs de I'enseignement:

L’objectif de ce cours est d’enseigner la méthode des éléments finis comme une méthode de résolution des
problémes de Mécanique (Génie Civil en particulier) régis par d'équations différentielles aux dérivées partielles
avec des conditions aux limites. Le but est de faire comprendre a I'étudiant le fonctionnement de la méthode en
vue de maitriser sa pratique dans un logiciel (Modélisation Numérique).

Connaissances préalables recommandées:
Méthodes Numériques; Résistance des Matériaux ; Elasticité.

Contenu de la matiere:

Chapitre 1 : Introduction & Objectifs (2 semaines)
Rappel des équations de I'équilibre d'un solide élastique
Solutions Exactes Vs Résolution approchée

Chapitre 2 : Eléments Finis en Une Dimension (5 semaines)
- Elément ressort (Matrice de rigidité par méthode directe, Assemblage, conditions aux limites,
résolution)

- Elément Barre et systtme Treillis (Formulation variationnelle (forte et faible), Type d’élément
(Fonction de forme), Matrice de rigide par le principe travaux virtuel, Assemblage, matrice de
transformation conditions aux limites, résolution)

- Elément Finis Poutre et portique (Formulation variationnelle (forte et faible), Type d’élément (Fonction
de forme), Matrice de rigide par minimisation de I'énergie potentielle, Assemblage, matrice de
transformation conditions aux limites, résolution)

Chapitre 3 : Eléments Finis en Deux et Trois Dimensions (6 semaines)

- Interpolation et fonctions de forme (Elément triangulaire a 3 nceuds; Elément triangulaire 3 6 nceuds;
Elément quadrangulaire a 4 nceuds; Elément solide tétraédrique a 4 nceuds; Elément solide
rectangulaire a 8 nceuds).

- Construction de la matrice de rigidité (Elément triangulaire a 6 nceuds; Elément quadrangulaire a 4
neeuds; Elément solide tétraédrique a 4 nceuds)

- Eléments Finis de Flexion des plaques

Chapitre 4 : Eléments Finis en Dynamique (2 semaines)
- Construction de I'élément fini en Une Dimension
- Généralisation pour des problemes tridimensionnels.

Mode d’évaluation:
Controle continu : 40% ; Examen : 60%.
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Rappel sur les matrices :
Les matrices sont des tableaux ou les éléments qui le contiennent sont des scalaires (a1, aiz,...).

A1 Q12 - Qqpn

A1 Az - Q2pn
A= : o

aml amZ amn

e A matrice de (m) lignes et de (n) colonnes, (m*n) s’appelle la dimension (ordre) d’une matrice.
e Vecteur ligne (-) contient une seule ligne et (n) colonnes, ordre (1*n).
e Vecteur colonne (]) contient (m) lignes et une seule colonne, ordre (m*1).

Exemple :
Soit la matrice :
1 x? 2x 2x+1
D=|x+4 5 x3  x
2 1+4+3x% 7x 1

D est une matrice de dimension (3*4) ; ds=x3; dss =1 ; dsse D
Transposé d’une matrice :

[A]" transposé de la matrice [A].
Vecteur ligne devient vecteur colonne et le contraire par I’opération de transposé.

12 3 4 159
A=|56 7 8]:=>[A]T= 26101 4 == > ap et A(3¥4) == > AT (4*3)
91011 12 3711
48 12
Remarques:

e Dans une matrice transposée les coefficients aj; sont égaux aux coefficients a';; : (a=aji).
al-]- EA==> Clle' € AT
y; =7€A==>al;, =7€AT
e Matrice symétrique : c’est une matrice carrée et : [A]=[A]" == > aij = ai

L’addition et la soustraction :
Condition : les matrices doivent étre de méme ordre.
a1+ b1y A+ by o Ayt by
A+B=cC=|% + by1 @z + b, A2n + ban

my + bml mz + bmz = Qpp t bmn
Pour I’addition on a : cjj = a;j + bjj et méme pour C=A-B : cj; = ajj - bjj

La multiplication : \
e Condition : il faut que le nombre des colonnes de la 1 matrice soit égale au nombre des colonnes de la
2°™ matrice. Par conséquent une matrice de (m*n) peut étre multipliée par une matrice de (n*q).

j— n
o Cjj = Xk=10k by;
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Exemple :
10 14
[1234]*l11 15 =(1><10+2><11+3><12+4><13 1><14+2><15+3><16+4><17)
56781 [12 16 5x10+6Xx11+7%x124+8x%x13 5x14+6%x154+7%x16+8x%x17
13 17
_ [120 160]
304 408

On remarque que : (2*4)x(4*2) = (2*2) ; (m*n)*(n*q)=(m*q).

Matrice unitaire [1] :

100
On a: [A1*[1]=[11*[A]=[A] avec [I]; = [O 10
001
(A*B)' B"™*A'
(A*B)" =B™A' ==> (m*n)*(n*q) == > (g*n)*(n*m)
(A*B)T = AT™*B" = CT.
Déterminant :
+ - 4+

a1 12 aqz
asq as; Aass

Soit [A] matrice d’ordre 3telque: A =

o= el el e
Exemple :
==
A=, : Sl==>1ar=+13 9| = 2| O+ 3]} 0| ==> 141 =12
7 2 1

Groupe d’équations sous forme matricielle :

a;.x+b.y+c.z=d
Soit le systéme des équations : {a,.x + b,.y + ¢,.z = d; ;
az.x +bs.y +c3.2 = dj

a; by ¢
az b, C;
a3 b3 C3

on peut écrire ce systtme comme : [A]*{X}={D} ... (*),avec: [4] =

X d,
; (X} = {Y};{D} = {d2};
z ds

Pour résoudre le systéme (*) et calculer {X}, on multiplie I’équation (*) par [A]™ (la matrice inverse).
AleAeX = AteD == > |oX = AteD == > [X] = [A] *+[D]

Soit larelation : KeU =F ==> K'eKeU = K'F ==> U=K™"F (rigidité, déplacement, force)
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Inverse d’une matrice [A]™:
Il faut que la matrice A soit carrée et |A|=0 ; [A]*=(com A)/|A| ; co-matrice.

Exemple :
i=12 3 |j=
.. 1 2 3 1 1
Soit: A = 4 5 ¢ |2 calculer [A] ™.
7 8 101 3
1) Calculer |A|;
|A] = +1|8 10|—2|7 10|+3| |=1(50—48)—2(40—42)+3(32—35) => 4| = —

2) Calculer com(A) :
Chercher les signes (+) et (-) pour chaque déterminant : (=1)1*/ = (=1)*! = +1

46 451 T
/EB|810 710 6978\ N _
7 78 2 2 -3 2 4 -3
comA = @| |ea o =4 116 ) =2 -11 6
810 710l @78
16 it —3 6 -3 —3 6 -3
S @D
6| 710l P78
. 2 4 -3\ —2/3 —4/3 1
. -1 _ - -1 _ _ ) — _
Donc: A7t =Mt —=> 4= 2 —11 6 (%) =-2/3 11/3 -2
—3 6 -3 1 -2 1

100
On pout Vérifier le produit: A2, A = A.A71 = <O 1 0) = [I]
001
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