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Elément finis poutre

x

y
ܰ ܰ

ݒ ,  ݂ ݒ ,  ݂
,ߠ ܯ ܯ,ߠ

,ܧ ,ܫ ܮ

Pour chaque nœud ܰ, il y’a deux
variables (un déplacement ݒ et
une rotation (ߠ

 Implique que pour chaque
nœud ܰ , il y’a deux forces
(une force ݂ et un moment
fléchissant (ܯ

 Sens positif de l’application de
la M.E.F poutre
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Elément finis poutre


௭
ଷ

ଶ ଶ

ଶ ଶ

 La matrice de rigidité élémentaire
pour l’élément finis poutre est
donnée par :

ܰ

ܰ

ܰ

ܰ
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Elément finis poutre

o Exemple
C

1 2 3E, I, L E, I, L

Elem Ni Nj Ei Ii Li
I 1 2 E I L
II 2 3 E I L

• Données
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Elément finis poutre

• Matrice de rigidité élémentaire ( 4 x 4 )

݇ூ ൌ
௭ܫܧ
ଷܮ

12 ܮ6 െ12 ܮ6
ܮ6 ଶܮ4 െ6ܮ ଶܮ2
െ12 െ6ܮ 12 െ6ܮ
ܮ6 ଶܮ2 െ6ܮ ଶܮ4

1 2

2

1

o Elément I: 1-2

o Elément I: 2-3

݇ூூ ൌ
௭ܫܧ
ଷܮ

12 ܮ6 െ12 ܮ6
ܮ6 ଶܮ4 െ6ܮ ଶܮ2
െ12 െ6ܮ 12 െ6ܮ
ܮ6 ଶܮ2 െ6ܮ ଶܮ4

2 3

3

2
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Elément finis poutre

ܭ ൌ
௭ܫܧ
ଷܮ

12 ܮ6 െ12 ܮ6 0 0
ܮ6 ଶܮ4 െ6ܮ ଶܮ2 0 0
െ12 െ6ܮ 12 െ6ܮ 0 0
ܮ6 ଶܮ2 െ6ܮ ଶܮ4 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

1 2 3

2

3

1

• Matrice de rigidité globale  ( (2xnoued) x (2xnoued) )

ܭ ൌ
௭ܫܧ
ଷܮ

12 ܮ6 െ12 ܮ6 0 0
ܮ6 ଶܮ4 െ6ܮ ଶܮ2 0 0
െ12 െ6ܮ 12  12 െ6ܮ  ܮ6 െ12 ܮ6
ܮ6 ଶܮ2 െ6ܮ  ܮ6 ଶܮ4  ଶܮ4 െ6ܮ ଶܮ2
0 0 െ12 െ6ܮ 12 െ6ܮ
0 0 ܮ6 ଶܮ2 െ6ܮ ଶܮ4

1 2 3

2

3

1



La méthode des éléments finis de la théorie vers la pratique                                            31

Elément finis poutre

ܭ ൌ
௭ܫܧ
ଷܮ

12 ܮ6 െ12 ܮ6 0 0
ܮ6 ଶܮ4 െ6ܮ ଶܮ2 0 0
െ12 െ6ܮ 24 0 െ12 ܮ6
ܮ6 ଶܮ2 0 ଶܮ8 െ6ܮ ଶܮ2
0 0 െ12 െ6ܮ 12 െ6ܮ
0 0 ܮ6 ଶܮ2 െ6ܮ ଶܮ4

1 2 3

2

3

1

• Conditions aux limites

 Nœud 01: Encastrement ݒଵ ൌ ଵߠ	ݐ݁	0 ൌ 0

 Nœud 02: Appui double ݒଶ ൌ 0

 Nœud 03: Appui double ݒଷ ൌ 0
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Elément finis poutre

ாூ
య

12 ܮ6 െ12 ܮ6 0 0
ܮ6 ଶܮ4 െ6ܮ ଶܮ2 0 0
െ12 െ6ܮ 24 െ0 െ12 ܮ6
ܮ6 ଶܮ2 0 ૡࡸ െ6ܮ ࡸ
0 0 െ12 െ6ܮ 12 െ6ܮ
0 0 ܮ6 ࡸ െ6ܮ ࡸ

ଵݒ ൌ 0
ଵߠ ൌ 0
ଶݒ ൌ 0
ࣂ

ଷݒ ൌ 0
ࣂ

= 

ܴ1
1ܯ
ܴ2

ܴ3


• Equation d’équilibre réduite
Force et moment
au niveau de
chaque nœud


ாூ
య

ଶܮ8 ଶܮ2
ଶܮ2 ଶܮ4

ଶߠ
ଷߠ

= 0
ܥ


ଶߠ
ଷߠ

ൌ 	 
ଵସாூ

െ1
4
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Elément finis poutre

• Forces nodales

ாூ
య

12 ܮ6 െ12 ܮ6 0 0
ܮ6 ଶܮ4 െ6ܮ ଶܮ2 0 0
െ12 െ6ܮ 24 െ0 െ12 ܮ6
ܮ6 ଶܮ2 0 ଶܮ8 െ6ܮ ଶܮ2
0 0 െ12 െ6ܮ 12 െ6ܮ
0 0 ܮ6 ଶܮ2 െ6ܮ ଶܮ4

ଵݒ ൌ 0
ଵߠ ൌ 0
ଶݒ ൌ 0

ଶߠ ൌ
ି
ଵସாூ

ଷݒ ൌ 0
ଷߠ ൌ

ସ
ଵସாூ

= 

ܴ1
1ܯ
ܴ2
0
ܴ3
ܥ

ൌ 	

ିଷ




ିଵ

ܥ

ଵଶ



0

ିଽ




ܥ

x

y

C1
ܥ7

3
7
ܥ
ܮ

12
7
ܥ
ܮ

9
7
ܥ
ܮ

 ܨ∑ ൌ	െ	ଷ



 ଵଶ




െ	ଽ




ൌ 0

 3/ܯ∑ ൌ	ିଵ

ܥ  0  ܥ 	ଷ




ܮ2	 െ ଵଶ




ܮ	 ൌ 0
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Elément finis poutre

• Efforts élémentaires

o Elément I: 1-2


ாூ
య

12 ܮ6 െ12 ܮ6
ܮ6 ଶܮ4 െ6ܮ ଶܮ2
െ12 െ6ܮ 12 െ6ܮ
ܮ6 ଶܮ2 െ6ܮ ଶܮ4

ଵݒ ൌ 0
ଵߠ ൌ 0
ଶݒ ൌ 0

ଶߠ ൌ
ି
ଵସாூ

=

ܴ1
1ܯ
ܴ2
2ܯ

	= ଵ


ିଷ

െܥ
ଷ


െ2ܥ
o Elément II: 2-3


ாூ
య

12 ܮ6 െ12 ܮ6
ܮ6 ଶܮ4 െ6ܮ ଶܮ2
െ12 െ6ܮ 12 െ6ܮ
ܮ6 ଶܮ2 െ6ܮ ଶܮ4

ଶݒ ൌ 0
ଶߠ ൌ

ି
ଵସாூ

ଷݒ ൌ 0
ଷߠ ൌ

ସ
ଵସாூ

=

ܴ2
2ܯ
ܴ3
3ܯ

= ଵ


ଽ

ܥ2
ିଽ

ܥ7



La méthode des éléments finis de la théorie vers la pratique                                            42

Elément finis poutre

ܥ3
ܮ

ܥ3
ܮ

2
7 ܥ	

1
7 ܥ	

2
7 ܥ	 ܥ

ܥ9
ܮ

ܥ9
ܮ

x

y

x

y

ܥ3
ܮ

ܥ9
ܮ

ܶ

ܯ 1
7 ܥ	 2

7 ܥ	 ܥ



i j i j

ܶ ܶ

ܯ ܯ

ݍ

ݍ

Elément finis poutre
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 Cas d’une charge répartie

 ݂ ൌ

ܶ
ܯ
ܶ
ܯ

ൌ 


ݍ9  ݍ21
ݍ2  ݍ3 ܮ
ݍ21  ݍ9

െ ݍ3  ݍ2 ܮ

Voir le cours (l’apprendre 
par cœur ) 
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Elément finis poutre

o Exemple

1 2 3E, I, L E, I, L

Elem Ni Nj Ei Ii Li
I 1 2 E I L
II 2 3 E I L

• Données

q

 La matrice de rigidité et les conditions aux limites sont 
identiques à ceux du premier exemple 
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Elément finis poutre

• Vecteur de force équivalent

݂ ൌ

ܶ
ܯ
ܶ
ܯ

ൌ
ܮ
60

ݍ9  ݍ21
ݍ2  ݍ3 ܮ
ݍ21  ݍ9

െ ݍ3  ݍ2 ܮ

Dans notre cas, pour l »élément I: ݍ ݍ = ൌ ݍ

݂ூ ൌ
ଵܶ
ଵܯ
ଶܶ

ଶܯ

ൌ
ܮ
60

ݍ30
ܮݍ5
ݍ30
െ5ܮݍ

Le vecteur de force global est égale à la somme du vecteur 
équivalent et le vecteur de force nodale 



La méthode des éléments finis de la théorie vers la pratique                                            31

Elément finis poutre

 ܨ ൌ ܨ  ܨ

 ܨ ൌ

0
0
0
0
0
0

 


െ30ݍ
െ5ܮݍ
െ30ݍ
ܮݍ5
0
0

ൌ 
ଵଶ

െ6ݍ
െܮݍ
െ6ݍ
ܮݍ
0
0



ଶ=2ݍଶݍ ଵݍ

La méthode des éléments finis de la théorie vers la pratique                                            31

Elément finis poutre

x

y

 Déterminer le vecteur de force globale dans 
l’exemple suivante

ଵݍ

P

P

M

E, I, L E, I, L E, I, L E, I, L

1 2 3 4 5
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Elément finis poutre

Elément I : 1-2

1 2

P

x

y

 ݂ூ ൌ
ܶଵ

ଵܯ
ܶଶ

ଶܯ

ൌ 


ଵݍ30
ܮଵݍ5
ଵݍ30
െ5ݍଵܮ

݂ ൌ

ܶ
ܯ
ܶ
ܯ

ൌ
ܮ
60

ݍ9  ݍ21
ݍ2  ݍ3 ܮ
ݍ21  ݍ9

െ ݍ3  ݍ2 ܮ

ଵݍ

 =ݍ =	ݍ ଵݍ

 ݂ூ ൌ
ܶଵ

ଵܯ
ܶଶ

ଶܯ

ൌ

0
0
ܲ
0
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Elément finis poutre

Elément II : 2-3

2
3

M
x

y

 ݂ூூ ൌ
ܶଶ

ଶܯ
ܶଷ

ଷܯ

ൌ 


ଵݍ39
ܮଵݍ7
ଵݍ51
െ8ݍଵܮ

ଵݍ

 =ݍ =	ݍ2 ଵݍ2

 ݂ூூ ൌ
ܶଶ

ଶܯ
ܶଷ

ଷܯ

ൌ

ܲ
0
0
െܯ

P

ଶݍ ൌ ଵݍ2
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Elément finis poutre

Elément III : 3-4

3 4

P

x

y

 ݂ூ ൌ
ܶଷ

ଷܯ
ܶସ

ସܯ

ൌ

0
0
0
0

 =ݍ =	ݍ 0

 ݂ூ ൌ
ܶଷ

ଷܯ
ܶସ

ସܯ

ൌ

0
െܯ
െܲ
0

M
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Elément finis poutre

Elément IV : 4-5

4
5

x

y

 ݂ூ ൌ
ܶସ

ସܯ
ܶହ

ହܯ

ൌ 


െ42ݍଵ
െ6ݍଵܮ
െ18ݍଵ
ܮଵݍ4

ଵݍ2

 =ݍ ,	ଵݍ2 		 ݍ ൌ 0

 ݂ூ ൌ
ܶସ

ସܯ
ܶହ

ହܯ

ൌ

െܲ
0
0
0

P
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Elément finis poutre

ܨ ൌ ܨ  ܨ ൌ

ܮଵݍ
2

ଶܮଵݍ

12
ܮଵݍ
2 

ܮଵݍ39
60

െ
ଶܮଵݍ

12 
ଶܮଵݍ7

60
ܮଵݍ51
60

െ
ଶܮଵݍ8

60

െ
ܮଵݍ42
60

െ
ଶܮଵݍ6

60

െ
ܮଵݍ18
60

ଶܮଵݍ4

60



0
0
ܲ
0
0
െܯ
െܲ
0
0
0

ൌ

ܮଵݍ
2

ଶܮଵݍ

12
ܮଵݍ
2 

ܮଵݍ39
60  ܲ

െ
ଶܮଵݍ

12 
ଶܮଵݍ7

60
ܮଵݍ51
60

െ
ଶܮଵݍ8

60 െܯ

െ
ܮଵݍ42
60 െ ܲ

െ
ଶܮଵݍ6

60

െ
ܮଵݍ18
60

ଶܮଵݍ4

60
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Elément finis portique

തݕ
ݕݔ̅

ݔ

ߠ	
ߠ	

,	ഥܯ ߠ̅

݂௬̅,	, ݒ̅
݂௫̅,	, തݑ

݂௫̅,	, ,	ഥܯതݑ ߠ̅

݂௬̅,	, ݒ̅

ߠ	

,	ܯ ߠ

௬݂,	, ݒ

௫݂,	, ݑ

௬݂,	, ݒ

௫݂,	, ݑ

,	ܯ ߠ
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݇ ൌ ܶ ்

ܽ
0
0
െܽ
0
0

			

0
12ܾ
ܮ6ܾ
0

െ12ܾ
ܮ6ܾ

			

0
ܮ6ܾ
ଶܮ4ܾ
0

െ6ܾܮ
ଶܮ2ܾ

			

െܽ
0
0
ܽ
0
0

			

0
െ12ܾ
െ6ܾܮ
0
12ܾ
െ6ܾܮ

			

0
ܮ6ܾ
ଶܮ2ܾ
0

െ6ܾܮ
ଶܮ4ܾ

ܶ

 ܶ ൌ

cos ߠ sin ߠ 0 0 0 0
െ sin ߠ cos ߠ 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 cos ߠ sin ߠ 0
0 0 0 െ sin ߠ cos ߠ 0
0 0 0 0 0 1

 ܽ ൌ ா

	

 ܾ ൌ ாூ
య

La matrice de rigidité est donnée par:

 Dimension de ݇ = ( 3, 3) )

Elément finis portique
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q

E,
 I,

 A
, a

1
E, I, A, b1

E,
 I,

 A
, a

1

E, I, A, b1

1

2 3

E. F. portique

Elément finis portique

Elém Ni Nj Ei Li Ai ߠ ۱ ൌ cos ߠ ࡿ ൌ sin ߠ
I 1 2 E a1 A ߨ

2
0 1

II 2 3 E b1 A 0 1 0

Données x

1ߠ ൌ
ߨ
2

2ߠ ൌ 0

E=10ܰ/݉ଶ, q=ଵ
యே

మ , ܣ ൌ 0.1 ݉ଶ, I ൌ 0.01 ݉ସ a1=3m, b1=2m
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Elément finis portique

 Calcul des matrices des rigidité élémentaires  

Elément I : 1-2

݇ூ ൌ

4445
0

െ6667
െ4445
0

6667

			

0
3334
0
0

െ3334
0

			

െ6667
0

13333.5
6667
0

6667

			

െ4445
0

6667
4445
0

6667

			

0
െ3334
0
0

33334
0

			

6667
0

6667
6667
0

13333.5

 ܽ ൌ ா
ଵ
	

 ܾ ൌ ாூ
ଵయ

 ܶ ൌ

0 1 0 0 0 0
െ1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 െ1 0 0
0 0 0 0 0 1

݇ூ ൌ ܶ ்

ܽ
0
0
െܽ
0
0

			

0
12ܾ
ܮ6ܾ
0

െ12ܾ
ܮ6ܾ

			

0
ܮ6ܾ
ଶܮ4ܾ
0

െ6ܾܮ
ଶܮ2ܾ

			

െܽ
0
0
ܽ
0
0

			

0
െ12ܾ
െ6ܾܮ
0
12ܾ
െ6ܾܮ

			

0
ܮ6ܾ
ଶܮ2ܾ
0

െ6ܾܮ
ଶܮ4ܾ

ܶ

1 2

1

2
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Elément finis portique

 Calcul des matrices des rigidité élémentaires  

Elément II : 2-3

݇ூூ ൌ

50000
0
0

െ50000
0
0

			

0
15000
15000
0

െ15000
15000

			

0
15000
20000
0

െ15000
10000

			

െ50000
0
0

50000
0
0

			

0
െ15000
െ15000

0
15000
െ15000

			

0
150000
10000
0

െ15000
20000

 ܽ ൌ ா
ଵ
	

 ܾ ൌ ாூ
ଵయ

 ܶ ൌ

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

݇ூூ ൌ ܶ ்

ܽ
0
0
െܽ
0
0

			

0
12ܾ
ܮ6ܾ
0

െ12ܾ
ܮ6ܾ

			

0
ܮ6ܾ
ଶܮ4ܾ
0

െ6ܾܮ
ଶܮ2ܾ

			

െܽ
0
0
ܽ
0
0

			

0
െ12ܾ
െ6ܾܮ
0
12ܾ
െ6ܾܮ

			

0
ܮ6ܾ
ଶܮ2ܾ
0

െ6ܾܮ
ଶܮ4ܾ

ܶ

2 3

2

3
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Elément finis portique

 Matrices des rigidité globale

2 3

2

3

ܭ ൌ

50000
0
0

െ50000
0
0

			

0
15000
15000
0

െ15000
15000

			

0
15000
20000
0

െ15000
10000

			

െ50000
0
0

50000
0
0

			

0
െ15000
െ15000

0
15000
െ15000

			

0
150000
10000
0

െ15000
20000

 Dimension de ܭ = ( (3 x N_noeud) , (3 x N_noeud) ) = (9 , 9)

݇ூ ൌ

4445
0

െ6667
െ4445
0

6667

			

0
3334
0
0

െ3334
0

			

െ6667
0

13333.5
6667
0

6667

			

െ4445
0

6667
4445
0

6667

			

0
െ3334
0
0

33334
0

			

6667
0

6667
6667
0

13333.5
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Elément finis portique

ܭ ൌ

4445 0 െ6667 െ4445 0 െ6667 0 0 0
0 3334 0 0 െ3334 0 0 0 0

െ6667 0 13333.5 6667 0 6667 0 0 0
െ4445 0 6667 54445 0 6667 െ50000 0 0
0 െ3334 0 0 48334 15000 0 െ15000 15000

െ6667 0 6667 6667 15000 33334 0 െ15000 10000
0 0 0 െ50000 0 0 50000 0 0
0 0 0 0 െ15000 െ15000 0 15000 െ15000
0 0 0 0 15000 10000 0 െ15000 20000

21 3

2

1

3
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Elément finis portique

4445 0 െ6667 െ4445 0 െ6667 0 0 0
0 3334 0 0 െ3334 0 0 0 0

െ6667 0 13333.5 6667 0 6667 0 0 0
െ4445 0 6667   ૠ െ50000 0 0
0 െ3334 0  ૡ  0 െ15000 15000

െ6667 0 6667 ૠ   0 െ15000 10000
0 0 0 െ50000 0 0 50000 0 0
0 0 0 0 െ15000 െ15000 0 15000 െ15000
0 0 0 0 15000 10000 0 െ15000 20000

ଵݑ ൌ 0
ଵݒ ൌ 0
ଵߠ ൌ 0
࢛
࢜
ࣂ

ଷݑ ൌ 0
ଷݒ ൌ 0
ଷߠ ൌ 0

= 

1ݔܴ
1ݕܴ
1ܯ


െ
െ. 

0
െ1000
666.7

Equation du mouvement

C.A.L: ݑଵ=ݒଵ=ߠଵ ൌ0, ݑଷ=ݒଷ=ߠଷ ൌ0
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Elément finis portique

4445 0 െ6667 െ4445 0 െ6667 0 0 0
0 3334 0 0 െ3334 0 0 0 0

െ6667 0 13333.5 6667 0 6667 0 0 0
െ4445 0 6667   ૠ െ50000 0 0
0 െ3334 0  ૡ  0 െ15000 15000

െ6667 0 6667 ૠ   0 െ15000 10000
0 0 0 െ50000 0 0 50000 0 0
0 0 0 0 െ15000 െ15000 0 15000 െ15000
0 0 0 0 15000 10000 0 െ15000 20000

ଵݑ ൌ 0
ଵݒ ൌ 0
ଵߠ ൌ 0
࢛
࢜
ࣂ

ଷݑ ൌ 0
ଷݒ ൌ 0
ଷߠ ൌ 0

= 

1ݔܴ
1ݕܴ
1ܯ


െ
െ. 

0
െ1000
666.7

Equation du mouvement

C.A.L: ݑଵ=ݒଵ=ߠଵ ൌ0, ݑଷ=ݒଷ=ߠଷ ൌ0


54445 0 6667
0 48334 15000

6667 15000 33334

ଶݑ
ଶݒ
ଶߠ

= 
0

െ1000
െ333.4

Equation du mouvement réduite

ଶݑ
ଶݒ
ଶߠ

=  
0.001	݉
െ0.02	݉

െ0.0008	݀ݎ



•Merci pour votre attention


