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Elément finis poutre

* Sens positif de I’application de
la M.E.F poutre

Ve i vj . Jj

0, M; 0

yl N; E, 1L N,

X Pour chaque nceud N;, il y’a deux
variables (un déplacement v; et
une rotation 6;)

v Impligue que pour chaque
neeud N;, il y’a deux forces
(une force f; et un moment
fléchissant M;)
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Elément finis poutre

v La matrice de rigidité élémentaire
pour I’élement finis poutre est

O,

donnée par :
12
El, | 6L
kel =371 212
| 6L

6L

412
—6L
212

O,

OO

—12 6L T

—6L 212
12 —6L

—6L 4171
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Elément finis poutre

o Exemple
1 E, I, L ﬂz) E. I L
 Données
Elem| Ni | Nj | Ei li Li
| 1 2 E | L
1 2 3 E | L
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Elément finis poutre

» Matrice de rigidité élementaire (4 x 4)

RO ON

o Elémentl: 1-2

o Elémentl; 2-3

El,

[kn] - F

6L
—12

4L2
—6L
217

—12
—6L 2L2

12  —6L| |

—6L  4L*

@@

6L
—12

| 6L

4L2
—6L
217

—12
—6L 2L2

12 —6L]7
—6L 41%]]

@@ 0 @
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Elément finis poutre

« Matrice de rigidité globale ( (2xnoued) x (2xnoued) )

JORJONO.

—12 0 0]

6L 4L2 —6L 2L2 0 0 }@

[K]:&—u —6L 12 —6L 0 0
I3|6L 212 —6L 41> 0 0 }@
0 0 0 0 0 O @
L 0 0 0 0 0 o-}

12 6L —12 6L 0 0 7 @

6L 412 —6L 212 0 0 I
[K]zﬂ—u —6L 12412 —6L+6L —12 6L @

3| 6L 212 —6L+6L 4L12+41% —6L 2L2| |
0 0 —12 —6L 12 —6L @

L 0 0 6L 212 —6L 4121 |
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Elément finis poutre

FORNNONNON

—12

6L 4L2 —6L 2L2 0
—12 —6L 24 0 —12 6L
6L 21> 0 8L> —6L 2L?|
0 0 —-12 —-6L 12 —6L|]
L0 0 6L 21> —6L 412%1]

mLE
560

o Condrtions aux limites

<* Nceud 01: Encastrement == v, =0et9, =0
“* Nceud 02: Appui double =) v, =0
< Nceud 03: Appui double = v; =0
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\ Elément finis poutre

Force et moment
au niveau de
chaque nceud

e Equation d’équilibre réduite

12— -@L -2~ 6l ---Q----0-
~6L -~ A~ =6l -21*---Q----0-1

Bl |~k2 - =Pl - 24 === -~=12--

31 gL 212 0 | 8L®* |-6L 0, 0
B Al | i v -7 At v v3=01""1R3["
0 0 4L (_2L> )-6L . 63 J \C

El, [8L7 2L2H92}: {0}
L* [21%2 412] (03 C

= 271
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Elément finis poutre

* Forces nodales ~3
((71=0) 71
12 6L —12 6L 0 0 1] 6,=0 (R1Y _1
6L 41> —6L 21> 0 0 v, = 0 M1 —C
Blp|—-12 —6L 24 =0 12 6L )  _ —c|_JR2{_ ]12¢
3| 6L 212 0 8L2 —6L 2L*|)|7? " 14kl 0 7L
0 0 -12 —6L 12 —6L|| v3=0 R3 0
Lo 0 6L 212 -eL 4l?l|y _ | \c)J -7
"3 7 14E1,J ¢ J
lc C
C )
y‘ 9C
3¢ 12¢C T
X V7L 7L
-1 3C 12 C
\/ZM/3= 7C+O+C+ ;Z 2L—72L=0

12 C
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\ Elément finis poutre

o Efforts elémentaires

o Elémentl: 1-2

_ -3¢
12 6L -12 6L | ‘9’1_8 l (r1y [+
B 6L 4?2 —6L 22|] vZ | Jmi( 1) —c |

13 (-12 —6L 12 —6L ”2—CL R2 3¢

2 2 —_ L
oL 212 -6l 412l (=1 \m2 ="

o Elémentll: 2-3

(v =0 ) 9C
12 6L 12 6L1|, _ —a| (R2 (=)
v El| 6L 4L* —6L 217 | 2‘141312}: M2{(_1)2C\
13(-12 —6L 12 —6L|) v3=0 R3 (" 7)=%¢
| 6L 212 —6L 412 _ _4CL M3 L
k93 T 14EI,) \7C
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PRSI
1 Iy \‘ 'y \\
~¢ \ ! - 2 oL
7 voX! ~ C - C X! C
3C 3C 9C 9C
\7 T L LY
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Elément finis poutre

» Cas d’une charge répartie

i PN

L
Neeud i Feqi=f0q(x)[N1(x)]dx M,y = jq(x) [N,(x)]dx

L
Neeud j Fequjoq(x)[N3(x)]dx M.,,; f q(x)[N4(x)]dx

Les fonctions d’interpolation s’écrivent :

1 0 0 0
0 1 0 0
3 2 3 1

(N@}=Mxx*x°][-75 -
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Elément finis poutre

o Exemple v

e Données
Elem | Ni | Nj Ei li Li
| 1 2 E | L
1 2 3 E | L

v’ La matrice de rigidité et les conditions aux limites sont
Identigues a ceux du premier exemple
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« \ecteur de force équivalent
T; \ ( 9CI]+21QL )

M; L | (2q;+3q)L
{fe} = T.>=_< 21qg: + 9q;
J 60 QJ qi
M;) —(3q; +2q;)L,

Dans notre cas, pour I »élement 1. q; =q; = q

T, 30q

My _ L) 5qL
{fel} - T2 - @ 30q
M, —5qL

Le vecteur de force global est égale a la somme du vecteur
equivalent et le vecteur de force nodale
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Elément finis poutre

VAF} =R} +1{F)]

(0 (=304 (—6)
0 —5¢qL —ql
e (1= )00 L )=30q( _ L )—6q
* U =10t %) sqL (T 12) gL (
0 0 0
N0/ .\ 0 / . 0 /
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Elément finis poutre

> Déterminer le vecteur de force globale dans
I’exemple suivante

YL
q2=2 q1 )

%inx nugiiile
E 1L Ll MV el A EILL
() ( (=) () )
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Elément finis poutre

Elément | ; 1-2 11
1 1T
10, ©,
T ( 9q; +21q;
(£ = M; _L (2q; +3q;)L >
7T 60| 21q;+9g; P
M; —(3q; +2q;)L,
> qi=qj=¢q1

Teq 30g4 T
o . Mel L SqlL o . .
* {fel} - TeZ - 5 30q1 i {fnl} — TnZ —

M., —5q, L My,

S o o
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Elément finis poutre

Elément Il ; 2-3 y qu = 2q4
L d1 T
"

e} = T, = %0

S1qy
Mes —8q,L
T2 P
% _ an _ 0
* {fnll} - Tn3 - 0
M, —M
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Elément finis poutre

Elément 111 ; 3-4 P

(.

» q;i=q;=0

(Te3) (0

oy _ Me3 _ O

* {fel} = 9 Te4. F = O
KMezl.) KO
(Tn3\ ( 0

% _ Mn3 _ —M

¢ {fnl} = 9 Tn4 >_< _P
KM‘nAJ K O
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Elément finis poutre

Elément IV : 4-5 P

> qi=2q;, q;=0

Te4\ _42(]1
o _ )Moy _ L ) —6q4L
* {felV} — TeS > — 60 —18q1
Mes) 4q,L
Tha —P
%o — Mn4 _ 0
* Unv} = T, P = 0
MnSJ 0

La méthode des éléments finis de la théorie vers la pratique



Elément finis poutre

{F}Z{Fe}+{Fn}=<

18CI1L

> 4 <

Q1L2
12

qlL 39Q1L
P

2 T 60 T
Ql?  7q,L7

12 60
51q,L

60
8q,L?

60
42q,L

60
6q,L>

60
18C[1L

60
4q,L?
60

La méthode des éléments finis de la théorie vers la pratique

-~




e Elément finis Portique

LE€EEKCLELL

La méthode des éléments finis de la théorie vers la pratique



Elément finis portique

fy.j V)

x|
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Elément finis portique

La matrice de rigidité est donnée par:

a 0 0 —a 0 0
0 12b 6bL O —12b 6bL
0 6bL 4bl:2 0 —6bL 2bl?
—a 0 0 a 0 0

0 —12b —6bL 0 12b —6bL
L0 6bL 2bl?2 0 —6bL 4bL2.

» Dimension de [k,] =(3,3))

cosf sinf O 0 0 07
—sinf cosf O 0 0 0
v [T] = 0 0 1 0 0 0
0 0 O cos@ sinf O
0 0 0 —sin@ cosf6 O
0 0 0 0 0 1-

o=

L
v b= EI
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Elément finis portique

g
HEERREN

E,ILA, bl
p=:
< :
— E. F. portique
LL

—)

Données
ﬂ

/[
2
0

[ 2 3 E b1 A 1 0

E=106N /m?, q_“’ Y A=01m21=0.01m*al=3m, bl=2m
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» Calcul des matrices des rigiditée elementaires

Elément I . 1-2

—6667 0 13333.5 6667 0 6667
—4445 0 6667 4445 0 6667

0 —3334 0 0 33334 0 -
L 6667 0 6667 6667 0 13333.541.

‘a0 0 -a 0 0
0 12b 6bL O —12b 6bL
G q—qryr| O 6bL 4bL* O —6bL 2bL? |, o 10 0 o0 0
“ —a 0 0 a 0 0 100 0 0 0
0 —12b —6bL O 12b —6bL " 01 0 o0 0
] 2 _ 2| v _
0 6bL 2bl? 0 —6bL 4bL [T] 0 00 0 1 0
L _Ea 0 00 -1 0 0
= 0 00 0 0 1
El
QL INe ®
( |
4445 0 —6667 —4445 0 6667 T
0 3334 0 0 -3334 0 @

)
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Elément finis portique

» Calcul des matrices des rigiditée elementaires

Elément Il ; 2-3

a0 0 —-a 0 0
0 12b 6bL O —12b 6bL
2 _ 2
] = (717 0 6bL 4bl2 0 —6bL 2bL 7] 1000 0 0
—a 0 0 a 0 0 0100 0 0
0 —12b —6bL. 0 12b —6bL 00100 0
I 2 _ 2 | v —
0 6bL 2bl? 0 —6bL 4bL [T] 000 10 0
L, _EA 000 0 1 0
a= 0 0 0 0 0 1
El
E Q) ©
[ \ [ |
- 50000 0 0 —50000 0 0 71
0 15000 15000 0 —15000 150000 @
ko] = 0 15000 20000 0 —~15000 10000 ||
elll™1-50000 0 0 50000 0 0 |
0 —15000 —15000 0 15000 —15000 @
0 15000 10000 0 —15000 20000
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Elément finis portique

> Matrices des rigidité globale

> Dimension de [K] = ((3x N_noeud), (3x N_noeud))=(9,9)

- 4445 0 —6667 —4445 0 6667 1
0 3334 0 0 —3334 0
k.| = —6667 0  13333.5 6667 0 6667
el —4445 0 6667 4445 0 6667
0 —3334 0 0 33334 0
L 6667 0 6667 6667 0  13333.5.

@ &

- 50000 0 0 '—=50000 O 0 ' 7
0 15000 15000 0 —15000 150000 @
k1 =| 0O 15000 20000 0  —15000 10000 |
~50000 O 0 50000 0 0 1
0 —15000 —15000 O 15000 —15000 @
0 15000 10000 0 —15000 20000 .

La méthode des éléments finis de la théorie vers la pratique



Elément finis portique

O @ O

[ Vo [ \

[ 4445 0 —6667  —4445 0 —6667 0 0 0 7
0 3334 0 0 —3334 0 0 0 0 @
—6667 0 13333.5 6667 0 6667 0 0 0
—4445 0 6667 54445 0 6667 —50000 0 0 l
[K] = 0 —3334 0 0 48334 15000 0 —15000 15000 @
—6667 0 6667 6667 15000 33334 0 —15000 10000 |-
0 0 0 —50000 0 0 50000 0 0 i
0 0 0 0 —15000 -15000 0 15000 —15000 '@
0 0 0 0 15000 10000 0 —15000 20000 {-
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Equation du mouvement

C.A.L: u1:U1:31 :O, u3:v3203 =0

A4HS G- =6667 " =4445 0" =6667 " Q- G- O =0y Rxt
R AR 3334 Q- 0 =3334--- 0 Q- O O [ Tvr="0{-[ Ryt~
—~6667----0------13383:5 = Q667 = =P = RG6T 0 R O HO="0}- 1ML
—4445 () 6667 | 54445 0 6667 1 —50000 0 0 Uz 0o |
0 —3334 o ! o 48334 15000 ! —15000 15000 [{ 1v2 =< —1000;,
—6667 0 6667 : 6667 15000 33334 ! —15000 10000 || '6, —333.4
| I o I Qo= 50000~ T Dm0 = 50600 - B 0|k =gl= o= 2=
{0 o S o I o —15000---—15000------- Q- 15000----—=15000} | vs-=0]---}- —1000
S s R I B 0-------15000----10000 - 0------=15000---20000 165 =0J)---\ 666.7-/
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Elément finis portique

Equation du mouvement

C.A.L: u1:U1:31 :O, u3:v3203 =0

0 O 07 =0y 7 Rxt
R AR 3334 Q- 0 =3334--- 0 Q- O O {{vr="0{--Ryt
—6667 -~ Q------ 133383:5 - 0667 = = 0 o e6Gh T O 0 ------- O[O0 =9 --M1- ;
—4445 () 6667 | 54445 0 6667 1 —50000 0 0 Uz 0
0 —3334 o ! o 48334 15000 ! —15000 15000 [{ 1v2 =< —1000;,
—6667 0 6667 ' 6667 15000 33334 ' 0 —15000 10000 || '6, —333.4
| I o I o '=spmon-—1-~—~=0="' 50000 - - B 0|k =gl= o= 2=
{0 o S o I o —15000---—15000------- Q- 15000----—=15000} | vs-=0]---}- —1000
S s R I B 0-------15000----10000 - 0------=15000---20000 165 =0J)---\ 666.7-/

Equation du mouvement réduite
54445 0 6667 | (U2 0
> 0 48334 15000[3V2¢= {—1000
6667 15000 33334116, —333.4
Uz) 0.001m
UVr=4 —0.02m

0,) —0.0008rd
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* Merci pour votre attention



