Exercices Corrigés
Matrices

Exercice 1 - Considérons les matrices a coefficients réels :

(i) ()

1 1 2 -1 -1 1
cC=[1 0 1 ., D= 1 0 1 , E:<_11 _01”
1 -1 0 0 1 0

Si elles ont un sens, calculer les matrices AB, BA, CD, DC, AE, CE.

Exercice 2 — (extrait partiel novembre 2011)
On considere les matrices a coeflicients réels :

a=(V1) e (0 ) e (4 4)

Calculer, s’ils ont un sens, les produits AB, BA, AC,CA, B2.

Exercice 3 — On considére les matrices a coeflicients réels :

a=(5d) s (L0 0) (L)

1) Calculer §'ils ont un sens les produits AB, BA, AC,CA, BC,CB, B>

2) En déduire, sans plus de calcul, que A et C' sont inversibles et préciser leurs inverses.

Exercice 4 - Soit A la matrice de My(R) et B la matrice de My 3(R) définies par :

-4 3 1 0 2
A_<—11> ’ B_<—11—1>

Si elles ont un sens, calculer les matrices AB, BA, A? | B? et A+ 21d..

Exercice 5 — Soit A, B, C les matrices :

2 =2 0 bl 1 -1
A= EMQg(R),B: 1 2 €M32(R)7C: GMQQ(R)
4 2 =2 ’ ’ 1 2 ’
1 -3
Déterminer les produits définis 2 a 2 de ces trois matrices.
Exercice 6 — T;;(\) étant la matrice élémentaire qui correspond a ajouter a la ligne i le

1 1
produit par A de la ligne j, préciser la matrice TQJ(i) de M5 5(R), puis la matrice Tl,z(—Q)TQJ(i)
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Exercice 7 — 1) Préciser les matrices élémentaires de Ms3(R) :
Do(=2) , T3203) , T2a1(—2)

2) Calculer la matrice A = T55(3)Da(—2)T51(—2).
3) Donner A~! sous forme de produit de matrices élémentaires. Puis, calculer AL

Exercice 8 — Appliquer avec précision aux matrices M et N suivantes I'algorithme du cours
qui détermine si une matrice est inversible et donne dans ce cas son inverse :

2 =3

M:<2 _3>6M272(R) et N:<4 6

1 1 ) € M,1(R).

Exercice 9 — (extrait partiel novembre 2011)
1) En utilisant I’algorithme du cours, montrer que la matrice suivante est inversible et préciser

son inverse :
1 2
(5 1)

2) Puis, donner une expression de A~! et de A comme produit de matrices élémentaires.

Exercice 10 - 1) Appliquer avec précision ’algorithme du cours pour inverser la matrice :

1 -1
M = ( 5 _3 ) € M5 (R)
2 ) Donner une expression de M !, puis de M comme produit de matrices élémentaires.

Exercice 11 - ) Appliquer avec précision I’algorithme du cours pour inverser la matrice :

2 1
M:<3 2>€M272(R)

Préciser une expression de M ~!, puis de M comme produit de matrices élémentaires.

Exercice 12 - Soit A et B deux matrices carrées de méme ordre, on suppose que la matrice
AB est inversible d’inverse la matrice C'. Montrer alors que B est inversible et préciser A~

Exercice 13 - (extrait partiel novembre 2011)
Soit X et Y deux matrices carrées non nulles de méme taille a coefficients réels, montrer que
si XY =0, les matrices X et Y ne sont pas inversibles.

2
Exercice 14 - Soit M = | 2
1 21
1) Montrer en appliquant les algorithmes du cours que M est inversible. Préciser la matrice
M~ ainsi que la décomposition de M ~! comme produit de matrices élementaires.



2) En déduire une décomposition de M comme produit de matrices élémentaires.

3) Montrer que nous avons aussi M = T53(1)T7 5(1)T51(1)T21(1)T712(2).

4) En déduire une deuxiéme expression de M ! comme produit de matrices élémentaires.

5) Calculer det(M) et retrouver la valeur de M~! en utilisant la formule d’inversion donnée
dans le cours.

Exercice 15 — (extrait partiel novembre 2009)
1) Appliquer avec précision 1’algorithme du cours pour déterminer I'inverse M ! de la matrice :

1 2 3
M = 01 2 € M373(R)
0 4 6

Quelle est la valeur de M~1 ?
2) Donner une expression de M !, puis de M comme produit de matrices élémentaires.
3) Déduire de la question 1 une matrice X de Mj;3(R)telle que :

1 0
2XM=10 1
0

_ o O

—2

Exercice 16 — 1) Appliquer avec précision Ialgorithme du cours pour déterminer I'inverse
M~! de la matrice :

12 3
M=|011]¢€MsR)
02 3

2) Donner une expression de M1, puis de M comme produit de matrices élémentaires.
3) Vérifier le calcul en effectuant les calculs des matrices MM~ et M1 M.

Exercice 17 — Soit M la matrice de M3(R) définie par :

1 0 -1
M= -2 3 4
0 1 1

1) Calculer le déterminant de M, sa comatrice et I'inverse de M.

2) Déterminer 'inverse de M sous forme de produit de matrices élémentaires. Ecrire M comme
produit de matrices élémentaires.

3) Résoudre a 'aide de l'inverse de M le systéme suivant ot m est un réel fixé :

T — X3 = m
*(m) —2371 + 3(132 + 4333 = 1
+ Z2 + x3 = 2m



Correction de I’exercice 1 :
Le lecteur vérifiera que :

0 0 6 3
oo (1) o (5 )

0 1 2 -1 -2 -3 o 3
cp=|-1 0 1| , pc=| 2 0 2 : AEz(_l 5 3>
0 1 0 1

Le produit C'E n’a pas de sens car la taille des colonnes (a savoir 2) de E est différent de la
taille des lignes (a savoir 3) de C.

Correction de I’exercice 2 :

On trouve :
2 =20 0 0 3 3
ap=(3 5 0) ac=(50) ea=( % %)

Les deux autres produits B2 et BA n’ont pas de sens.

Correction de ’exercice 3 :

1)
-2 0 2
AB = ( 0o -2 2 )
BA n’a pas de sens car la taille des lignes de B n’est pas égale a celle des colonnes de A.

AC:<_2 0 >:—21d2

0 -2
-2 0
C’Az( 0 _2>=—21d2
22 —-15 -7
¢B= ( ~10 7 3 )

BC' n’a pas de sens car la taille des lignes de de B n’est pas égale a celle des colonnes de C.
B? n’a pas de sens car la taille des lignes de de B n’est pas égale a celle des colonnes de B.
2) Nous avons : AC = C'A = —2Idy, nous en déduisons :

A(—;(J) _ (—;(J)A — 1d,

Il en résulte que la matrice A est inversible, d’inverse :

1 -2 32
2 L =3
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De méme :

(—;A)C =C(—zA) =1d,

1
2
Il en résulte que la matrice C' est inversible, d’inverse :

. 1 _1 _3
-1 _ _ " A= 2 2
¢ = (-—1 —2)

Correction de ’exercice 4 :
-7 3 —-11
AB = < -2 1 =3 )

s 4. (13 -9
A_AA_<3 S

La matrice BA n’a pas de sens.

La matrice B? n’a pas de sens.

—4 1
o= (722 (20)

Correction de I’exercice 5 :

(23

6 0 —2
AB::(Z IZ) BA=| 10 2 -4 ,CA::<1§ zf fl),
~10 -8 6

2 1
BC=| 3 3 Aﬂ=<g'f>.
9 7

Les matrices AC' , CB, A? et B? ne sont pas définis.

Correction de ’exercice 6 :

Tz,l(;) = T2,1(;)Ig = Tg’l(;) ( (1) (1) ) _ ( 1 (i] >

2

De méme, en utilisant les propriétés des actions a gauche par les matrices élémentaires, on

obtient :
0\ -2
1) 1

Tl,z(—Q)Tzl(;) =T15(-2) (

N = =t
o= O

Correction de ’exercice 7 :
1.1)



S — O

S~ M

1.2)

1.3)



AT = (T32(3)Dy(—2)T51(-2) )"
= T51(—2)""Dy(—2)"'T52(3)~"

= T51(2)D2(—(1/2))T32(—3)

1 00
= T51(2)D2(—(1/2))T52(=3) | 0 1 0
0 01
1 0 0
— T271(2)D2((1/2))(0 1 o)
0 -3 1
1 0 0
- 1,2 | 0 —1/2) o
(0 -3 1)
1 0 0
— |2 —a/2) o
(0 3 1)

Correction de I’exercice 8 :
a) Les deux lignes de M sont d’ordre 1. Donc, M est ordonnée.

1 2 -3 1 1 0

My =Ty (—5) M = 1 By =Ty (—3) L= 1 BiM = M,
2 0 3 2 —5 1

La matrice M; est triangulaire (on dit aussi échelonnée). La premiére phase de I’algorithme

est terminée. Les éléments de la diagonale de M étant non nuls, on peut conclure que M est

inversible.

2 -3 1 0
M2:D2(2)M1:<0 1) B2:D2(2)B1:<_1 2) BoM = M,

1 1 -3 1 1
M3=D1(§)M2= 0 12 Bgle(i)Bzz 2

—
W oo

3 1 0 3 —1
My = T1,2(§) Mz = ( ) =1 By = T1,2(*) Bs = < 1 ) ByM = My =1,

0 1
T A
M 34(_12

Soit encore en remontant les calculs :

On obtient donc :
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b) Les deux lignes de N sont d’ordre 1. Donc, N est ordonnée.

2 -3 1 0
leTQ,l(—Q)N:<O 0) B1:T271(—2)[2:<_2 1) BN = N,

La matrice N est triangulaire (on dit aussi échelonnée). La premiére phase de 'algorithme est
terminée. Une ligne de N; est constituée de 0. La matrice IV n’est donc pas inversible.

Correction de ’exercice 9 :
1) On a:

Ty(=2) Da(—1/2) T (—3) A — ( L2 ) 1

Ainsi, A est inversible et

AN = Ty 5(=2) Dy(—1/2)To1 (=3) = Tya(—2) Da(—1/2)To1 (—3) ( L0 )

01
Soit
ATl =Ty 9(—2)Dy(—1/2) ( _13 (1) >
4 10
AT =Ta(=2) ( 3/2 —1/2 )
. -2 1
A= ( 3/2 —1/2 )
2) On a vu :

A7V =T 5(=2)Dy(—1/2)Ty 1 (—3)
Il en résulte :
A= (A = (T12(—=2)Dy(—1/2)T31(-3) )"
Soit :
A =Ty (=3)"'Dy(=1/2)'T15(=2)"" = T, (3) Do(—2)T1 2(2)

Correction de ’exercice 10 :
2.1) Les deux lignes de M sont d’ordre 1. Donc, M est ordonnée.

1 -1 1 0
M1 :Tg’l(—2> M == ( O _1 ) Bl :Tg’l(—Z) _[2 - ( _2 1 ) BlM: M1



La matrice M; est triangulaire (on dit aussi échelonnée). La premiére phase de l'algorithme
est terminée. Les éléments de la diagonale de M étant non nuls, on peut conclure que M est
inversible.

1 -1 10
MQZDQ(—1> M1_<0 1 > BQZDQ(—l) Bl_(2 _1> BQM:MQ

10 3 —1
M3:T172(1) M2:<O 1):]2 BgZTLQ(l) B2:<2 _1> BgM:Mg

On obtient donc :
1 (3 -1
M~ = By = ( 5 _1

2.2) Soit en remontant les calculs :
]\4-71 - T172<1)D2(—1)T271(—2)
On sait que 'inverse de T; ;(A) est T; j(—A) et que pour a # 0, I'inverse de D;(a) est D;(1/a).
On rappelle que si A, B et C sont trois matrices carrées de taille n inversibles : (ABC)™! =
C~'B~'A~! On obtient alors :
M = (M7 = (Th2(1)Dy(=1)To1(=2)) ™" = T2,1(2) Da(=1)T1 2(—1)

Correction de ’exercice 11 :

Mise en place :
2 1 10
M—<32> [2—<01> LM =M

Les deux lignes de M sont d’ordre 1. Donc, M est ordonnée.

My = Ty1(=3/2) M = ( g 1}2 ) By = Toa(~3/2) I = ( _§/2 ! ) BM = M,

La matrice M, est triangulaire (on dit aussi échelonnée). La premiére phase de I’algorithme

est terminée. Les éléments de la diagonale de M étant non nuls, on peut conclure que M est
inversible.

M2=D2<2>D1<;>M1=(}) 1{2) Bzszz)Dl(;)Bl:(l_/; g) B = My

10 2 -1
M3 :TLQ(_]_/Q) M2 = ( 0 1 ) Bg :TLQ(—]_/2) B2 = ( _3 9 ) B3M: M3

On obtient donc :



Soit en remontant les calculs :
1
M= TLQ(—1/2)D2(2)D1(§)T2,1(—3/2)

On sait que l'inverse de T; ; () est T; j(—\) et que pour a # 0, I'inverse de D;(a) est D;(1/a). On
rappelle que si A et B sont deux matrices carrées de taille n inversibles : (M N)™! = N~V L.
On obtient alors :

M=(M")"= (T1,2(—1/2)D2(2)D1(;)Tz,l(—?)/?))1 = T15,1(3/2)D1(2)D2(1/2)T12(1/2)

Correction de I’exercice 12 :

Soit n, 'ordre des matrices carrées A, B, C'. Par définition : ABC' = BCA = I,,. Ainsi B admet
le matrice C'’A comme inverse a droite. D’apres le cours, si une matrice carrée a un inverse a
droite, elle est inversible (c.a.d. admet un inverse a gauche égal a son inverse & droite). Ainsi,
B est inversible d’'inverse la matrice C'A.

De méme, A admet le matrice BC' comme inverse a gauche. Ainsi (mémes raisons), A est
inversible d’inverse la matrice BC.

Correction de ’exercice 13 :
Si X était inversible, on obtiendrait :
X1 XY)=X1'0=0=(X"'X)Y =Y

Ainsi, la matrice Y serait nulle, ce qui est impossible.
Si Y était inversible, on obtiendrait :

(XY)Y '=0Y ' =0=X(YY =X

Ainsi, la matrice X serait nulle, ce qui est impossible.
Correction de ’exercice 14 :
1) Partons du couple de matrices :

0
0 s LM =M
1

Supprimons aux deuxiemes lignes de ces matrices leurs premiéres lignes et supprimons aux
troisiemes lignes de ces matrices la moitié des premieres ligne :

2 4 1 | 1 00
Mi=|01 0 C A =TT (D= 1 10 AM = M,
00 1/2 ~1/2 0 1

Multiplions les premiéres lignes de ces matrices par 1/2 et multiplions les troisiemes lignes par
2, on obtient :

12 1/2 1 2 1/2
My=|01 0 . Ay =D3(2)Di(1/2)A; =] -1 1 0 . AyM = M,
00 1 ~1 0 2
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Supprimons aux premiéres de ces matrices le produit par 1/2 des troisiémes lignes :

1 20 1 1 0 -1
M3 = 010 3 A3 = TI’B(_i)A2 = -1 1 0 : A3M = M3
0 01 -1 0 2
Supprimons aux premieres lignes de ces matrices le produit par 2 de leurs deuxiemes, on obtient :
100 3 -2 -1
M4 == 010 = Ig y AA == T1,2(_2>A3 == -1 1 0 : A4M == [3
0 01 -1 0 2
Il en résulte :
3 -2 -1 1 1 1
Mt'=A=| -1 1 0 |=To(-2)Ti3(—=)D3(2)D1(=)T31(—=)To1(—1) .
2 2 2
-1 0 2
2) On en déduit :
—1y-1 ~1 Lo Lo -1 L ~1
M=M"7)" = Th(-1) T3,1(—§) Dl(i) Ds(2) T1,3(—§) T12(-2)
1 1 1
= T2,1(1)T3,1(§)D1(2)D3(§)T1,3(§)T1,2(2)

3) Posons N = T55(1)T1,5(1)751(1)T%1(1)712(2). On a successivement :
N = Tg,g(l)TLg(l)T&l(1)T2,1(1)T1,2<2)]3

120
= T2’3(1)T1,3(1)T371(1)T271(1) O 1 0)
0 01
120
= T | 1 3 0
1 21
2 41
= Ts(1)| 1 3 0
1 21
2 41
= 2 5 1
1 21
= M

4) Nous en déduisons : M~ =T o(—2)Ty1(—1)T31(—1)T13(—1)To5(—1).

5) Un calcul donne detM =2(5—-2) —2(4—-2)+(4—-5)=6—-4—-1=1.
Ainsi, par la formule donnée a la fin de la sous-section 77 :

L[ 52 —(4-2) 4-5 3 -2 -1
M'=-| -2-1 2-1 —-2-2) |=|-1 1 0
1( 4-5 —(4—4) 10-8 ) (1 0 2 )
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Correction de ’exercice 15 :
1) Partons du couple de matrices :

123 100
M=|01 2 , L=|l010 . LM=M
04 6 00 1

La premiere ligne est d’ordre 1, les deux suivantes d’ordre 2. Utilisons la deuxieme ligne pour
faire monter 'ordre des suivantes :

1 2 3 1 0 0
M1 == 01 2 s Al == T372(—4)13 == 0 1 0 : AlM == M1
0 0 -2 0 -4 1

La matrice M; est triangulaire. Multiplions sa premiere ligne par —(1/2) pour que sa diagonale
soit formée de 1 :

123 10 0
M2 == 01 2 y A2 == D3(-<1/2))A1 == 01 0 : AQM = M2
001 0 2 —(1/2)

La matrice M, est triangulaire avec des 1 sur la diagonale. Utilisons la troisieme ligne pour
transformer la deuxieme en (0,1,0) :

123 1 0 0
M3 == 010 y Ag = T2’3<—2)A2 = 0 -3 1 : AgM == M3
00 1 0 2 —(1/2)

Utilisons maintenant la troisieme ligne de M3 pour transformer la premiere ligne en (1,2,0) :

120 1 -6 3/2
M4: 010 5 A4:T173(—3)A3: 0 =3 1 : A4M:M4
001 0 2 —(1/2)

Utilisons maintenant la deuxieéme ligne de My pour transformer la premiere ligne en (1,0,0) :

100 10 —(1/2)
M5 = 010 s A5 = TLQ(_2>A3 = 0 -3 1 . A5M = M5 = ]5
001 0 2 —(1/2)
2) 1l en résulte :
1 0 —(1/2)
]\471 - A5 - 0 —3 ]_ - T172(—2)T1’3(—3)T273(—2)D3(—(1/2))T372<—4) .
0 2 —(1/2)

On en déduit :

M= (M) = Tyo(—4)""Ds(—=(1/2)) ' To3(=2) " T1s(=3) "' T1o(=2)""
= T32(4)D3(—2))T2,3(2)T1,3(3)T12(2)

12



3) Multiplions I’équation par M1 & droite. Notre équation équivaut a :

1 0 0
XeM3zR) et 2X=[0 1 0 |M!
0 -2 1
Cette équation a comme unique solution :
L[(1 00 . (10 —(1/2) 12 0 —(1/4)
X = S0 10 M= 57’3,2(—2)M*1 =50 -3 1 = 0 -=3/2 1/)2
0 -2 1 0 8 —(5/2) 0 4 —(5/4)
Correction de ’exercice 77 :
1) Partons du couple de matrices :
1 2 3 1 00
M=]1011 , Is=[0 1 0 o LM =M
02 3 0 01

La premiere ligne est d’ordre 1, les deux suivantes d’ordre 2. Utilisons la deuxieme ligne pour
faire monter I'ordre des suivantes :

1 23 1 0 0
Ml = 01 1 y Al = T372(—2)[3 = 0 1 0 : AlM = M1
001 0 =2 1

La matrice M; est triangulaire avec des 1 sur la diagonale. Utilisons la troisieme ligne pour
transformer la deuxiéme en (0, 1,0) :

1 2 3 1 0 O
MQ = 010 y A2 = Tg’g(—:l)Al = 0 3 —1 : AQM = M2
0 01 0 -2 1

Utilisons maintenant la troisieme ligne de My pour transformer la premiere ligne en (1,2,0) :

1 20 1 6 -3
M3 = 010 y A3 = Tl’g(_?))AQ = 0 3 -1 : A3M = M3
001 0 -2 1

Utilisons maintenant la troisieme ligne de Mj pour transformer la premiere ligne en (1,0,0) :

1 00 1 0 -1
M4 = 010 3 A4 = Tl’g(—2>A3 = 0 3 —1 . A4M = M4
00 1 0 —2 1
2) 11 en résulte :
1 0 -1
M1'=A,=|0 3 —1|="T2-2Ti3(-3)Tos(—1)T52(—2) .
0 —2 1
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On en déduit :

M:(M71>71 = T372(—2)_1T273(—1)_1T173(—3)_1T172(—2)_1
Ty Taa ()T a(3)Tal2)

3) On en vérifie par des calculs de produits ligne-colonne :

1 2 3 1 0 -1 1 0 -1 1 2 3 1 00
011 0o 3 -1 |=(0 3 -1 01 1|=]10120
0 2 3 0 -2 1 0 -2 1 0 2 3 0 01

Correction de l’exercice 17 :

1)
3 4 0 -1 0 -1
det M = ldet(1 1)—(—2)det<1 1 >+Odet<3 4>
= —1+42=1

Le déterminant de M est non nul, la matrice carrée M est donc inversible. La comatrice de M
est donnée par la formule :

3 4 -2 4 -2 3
+det< 11 ) —det 0 1 +det< 0 1 )
0 -1 1 -1 10
Com (M) = | —det 1 +det 01 —det 01
0 -1 1 10
+det 3 4 —det( 9 4 > +det< 9 3 )
Soit :
-1 2 =2
ComM=| -1 1 -1
3 -2 3
On a alors :
1 -1 -1 3
= T Mt(ComM) = ComM)=| 2 1 =2
-2 -1 3
2)
1 0 -1 1 00
M=] -2 3 4 , Is=[0 1 0 s LM =M
0 1 1 0 01
Ajoutons a la deuxieme ligne de ces matrices deux fois leurs premiéres lignes :
1 0 -1 1 00
M1 = 0 3 2 s Al = T271(2)[3 = 2 10 : AlM = Ml
01 1 0 01
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Ajoutons a la troisieme ligne de ces matrices moins 1/3 de fois leurs deuxiemes lignes :

1 0 -1 1 0 0
M2 = 0 3 2 s A2 :Tg,g(—l/?))Al = 2 1 0 . AQM = M2
00 1/3 —2/3 -1/3 1

Multiplions les deuxiémes lignes de ces matrices par 1/3 et les troisiemes lignes par 3, on
obtient :

1 0 -1 1 0 0
00 1 -2 -1 3

Ajoutons aux deuxiemes lignes de ces matrices le produit par —2/3 de leurs troisiémes lignes :

1 0 -1 1 0 0
M4 = 0 1 0 s A4 = T273(—2/3)A3 = 2 1 —2 . A4M = M4
00 1 -2 -1 3

Ajoutons aux premieres lignes de ces matrices leurs troisiémes lignes :

1 01 -1 -1 3
M5 = 010 s A5 = T173(1)A4 = 2 1 —2 . A5M = M5 = ]3
0 01 -2 -1 3
Il en résulte :
-1 -1 3
]\471 — A5 — 2 1 —2 — T173<1)T273<—2/3)DQ(1/3)D3(3)T372(—1/3)TQ’1(2) .
-2 -1 3

Chic, on retrouve le résultat de la premiere question. On peut rajouter que M s’écrit comme
produit de matrices élémentaires :

M= (M1 =Ty, (—2)T32(1/3)D3(1/3) D(3)T23(2/3)T1 3(—1)

3) Le systeme linéaire équivaut a 1’équation matricielle :

1 0 -1 Ty m
-2 3 4 To | = 1
0 1 1 T3 2m
Il en résulte :
T m -1 -1 3 m 5m — 1
zo | =M 1 |= 2 1 =2 1 | =] —2m+1
T3 2m -2 -1 3 2m dm —1

Ainsi, le systeme x(m) admet 1'unique solution :

(5m —1,—-2m+ 1,4m — 1)
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