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Chapitre 01 : Le plan complexe

1. Propriétés des nombres complexes :
On définit le nombre imaginaire i tel que i? = —1. Cette propriétés permit au
mathématiciens de proposer des solutions imaginaires avec discriminant négatif

pour des équations quadratique du type a.x*> + b.x + ¢ = 0.

Rappelons le discriminant d’une équation quadratique : A= Vb2 — 4ac

Définition 1.1 : un nombre complexe est tout nombre qui s’écrit sous la forme :

z=a +ib. Ot a et b sont des réels, i est le nombre imaginaire unitaire.
a = Re(z) : est appelé partie réelle de z ;

b = Im(z) : est appelé partie imaginaire de z .

Remarque : tout multiple du nombre imaginaire unitaire i est un nombre

imaginaire pur.

Définition 1.2 : égalité. On dit que les nombres complexe z; = a; + ib; et
z, = a, + ib, sont égaux, si :

a, = Re(Zl) =da; = Re(ZZ) et bl = Im(Zl) = bz = Im(Zz)

1.1.Opérations arithmétiques :

Soient les nombres complexes z; = a; +ib; et z, = a, + ib,. On définit les
opérations mathématiques suivantes sur les nombres complexes:

a) Addition: z; +z, = (a; + iby) + (ay, +ib,) = (a; + az) + i(by + by)

b) Soustraction:z, —z, = (ay +ib;) — (ap + ib,) = (@ — ay) + i(by — by)

¢) Multiplication : z,.z, = (ay + iby).(a; + ib,) = (aya, — b1 by) + i(bya, + a1 by)

. (bya,—aqb,)
aZ+b?

- z a;+ib aja,+bib
d) Division ; 22 = {41*by) _ 12 ;2)
z,  (a+iby) as+b;3

;a, #0ouby #0

Ces opérations vérifient les régles suivantes :

Régle de commutation : {

Régle d’association : {

Zl'ZZ = ZZ'Zl
721+ (2, +23) = (2, + 7)) + 23

Zl' (ZZ' Z3) = (Zl'ZZ)' Z3

Régle de distribution : z;,.(z, + z3) = 71.2, + 71. 73

1.2.L’élément neutre, unitaire, conjugué et I'inverse :

On définit le nombre complexe nul (zéro) par: 0 + i0 ; tel que:
z+(0+i0)=(a+ib)+(0+i0)=a+ib=z

C'est I'’élément neutre pour I'opération d’addition.

On définit le nombre complexe unitaire par : 1 + 10 ; tel que :
z(1+i0)=(a+ib)(1+i0)=a+ib=2z

C'est I'élément neutre pour I'opération de multiplication.

On définit le conjugué d’un nombre complexe par :
z=z"=(a+1b) =a—ib

Il faut noter que la conjugaison est distributive :

T = A —r — o o — o (L) = A .S —
zl+zz—zl+zz,zl—zz—zl—zz,zl.zz—zl.zz,(—)—g,z—z

On remarquera également que :

z+z
2

z—z=(a+ib)— (a—ib) =2ib=21m(z)—>lm(z)=%

z+z=(a+ib)+ (a—ib) =2a = 2Re(z) - Re(z) =

z.Z = (a+ib).(a—ib) = a? + b? = |z|?
On revient sur la division pour remarquer que :

z Zy Zy Z1.Z3
2 ==22="L"2 avecta, #0oub, # 0
Zy Zy Z as+b;

Dans le systeme des nombres complexes chaque nombre z posséde un

unique inverse par rapport I'addition z' telque:z+z' =05 z' = —z



- Egalement par rapport la multiplication, chaque z # 0 posséde un inverse

. 1
unique z'' telque : z.z" =1 - z"

z~1 est appelé aussi le réciproque de z.

Application : i"
1- Calculeri3,i*, i®,i%i’,i8,i°%,i10,i11,i12

2- Déduire une régle pour i" en fonction de la parité de n

2. Le plan complexe :

N Axe y/ Im
Comme on peut représenter chaque
nombre complexe z par un couplet ]
z=x+1iy /(xy)
de réels a et b, on aura toujours yf--"""""------- 8 J

besoin d’utiliser un plan pour

représenter ce nombre.

X Axe x/ Re
On utilisera a cet effet, deux axes pour définir ce plan : un axe des réels Re/x et

un axe des imaginaires Jm/y; ainsi on écrira toute variable complexe:

z = x + iy en fonction des deux variables réelles x et y.

2.1.Représentation vectorielle :

On peut également interpréter

chaque paire de réels (x,y) comme Axe v/ Im

étant les composantes d’un vecteur
2D. Alors, un nombre complexe )
z=x+1iy/(xy)

z =x+ iy peut étre également vu V

comme un vecteur 2D ou le point

initial de ce vecteur est 'origine des

) ] ; X Axe x/ Re
axes et le point terminal est donné

par le point (x,y).

Cette représentation nous ramene a définir la longueur de ce vecteur par les lois

de la géométrie:

Définition 1.3 : Le module d’'un nombre complexe z = x + iy est le nombre réel

positif : |z] = \/x? + yZ2.

2.2.Propriétés :
on reliera ce qui a été défini précédemment (section §1) avec la définition du

modulede z: |z%| = z.Zet |z| =Vz.Z

_ lzal |

o 1771 = 1zl

avec: |z;.z;| = |7]. |2, ;

Z1
z

2.3.La distance dans le plan complexe :
L’addition des nombres complexes z; =x; +iy; et z, = x, + iy, donnée
précédemment, devient dans la notation de couplet (vectorielle) :

Zi+ 2= (X1 + %) + iy +y2) © (X, y1) + (X2, ¥2) = (X1 + x2,y1 +¥2)

Ceci est tout simplement la définition des composantes du vecteur z; + z, dans
la représentation vectorielle. Le méme raisonnement nous donnera le vecteur :

Zy— 21 = (X —x) +i(y2 —y1) © (x2,y2) — (x1,y1) = (X2 —x1,¥2 —y1)

2+ 2,
y or y’
o (X1+ Xy, Y1+ Yo)
Zy
[
n-xn k]
or <
2.
(xg=%1, Y= 1) N
]
L]
X X

Dans ce dernier cas, la distance entre les deux points z; et z, est définie par :

| 2, — 21| = /Gy — 22+ (¥, — y1)?




2.4.Les inégalités :

On retiendra que quel que soient les nombres

¥

_ : _ : Z,+ 2,
complexes z; = xq +iy; et z; =x, + iy,
onatoujours: | z; + z,| < |z | + | 2| | zq + 24 | o |

Zy

De méme, en considérant que: [z,1 A
7y =21 + 2, + (—z,) alorsona: X
|z | = |z + 2, + (—2,)| < | 4 + 25| + |— z,| sachant que |— z,| = | z,|
Ceci nous permet donc de déduire : | z; + z,| = | z;| — | 2|
Deméme: |z + 2| =2, + 21| = | 22| = | 23] = | 2z + 2] = || 23] — | 2|

En remplagant z, par — z, dans la 18 inégalité on obtient :
|21+ (2Dl < |z + = 2| = |z — 2| < | 2] + ] 2]
De méme en effectuant le méme remplacement dans la 2°™ inégalité, on a :
|21 — 2,| = ||Z1| _|Zz||
Donc:||21| —|Zz|| <lz £z < |zl +]2l
On en déduit d’'une maniére générale, I'inégalité suivante :
lzy + 25 + -+ zy| < | 21| + | zp] + -+ + |2,

3. Forme polaire et exponentielle des nombres complexes :

3.1.Forme polaire des nombres complexes :
P(r, @)

N

D’'une maniere géométrique simple on

pourra définir une formulation des

composantes x et y du nombre z = x + iy 6

en fonction des parametres polaires r et 6 : o

—>z=x+1iy=r.cos@ +ir.sinf =r(cosf + isinH)

X =r.cos O
y=r.sin6

|z| =/x?2+y2€eRt;—t<O<m

¥

Avec:r

L’angle d’inclinaison 6 du vecteur z est
& (r, 6)or (x,9)
mesuré en radians, positif dans le sens

inverse du mouvement des aiguilles de la

e

y=rsin @
montre.
) . 7
L’angle 8 est appelé « argument » de z et ) X
il est noté: 6 = arg(z) x=tcos@ polar
axlis

Il faut remarquer que arg(z) n’est pas unique a cause de la périodicité 2w des

deux fonctions sin @ et cos 6.

Exercice : écrire sous la forme polaire : z = —/3 — i

3.2. Argument principal :

Comme il a été discuté précédemment, arg(z) représente un ensemble infini de
valeurs de 8, on retiendra alors que I'argument 8 qui est unique et qui est
compris dans lintervalle [—m,m[ ou(—m <0 <m) est appelé Argument

principal et seranoté: —m < 6 = Arg(z) < m [avec un A majuscule].
3.3. Multiplication et division :

La forme polaire est surtout convenable pour les opérations de multiplication et

division, comme on le verra dans ce qui suit.
Soient : z; = r;(cos 0; + isinB;) et z, = r,(cosH, + isinb,)

Calculons le produit z;.z, = 1, (cos 6; + isin 6,).1,(cos 8, + isin 6,)




On obtient apres développement:

Z,.2, =11, [(cos B, cos B, — sin 6 sinb,) + i(sin B, cos O, + cos 6 sin 6,)]
Et pour tout z, # 0, le rapport z; /z, donnera :
7
7]z, = r_l [(cos B, cos B, + sin O; sinB,) + i(sinH; cos B, — cos B, sin 6,)]
2

Connaissant les reégles des fonctions trigonométriques :

cos(A+ B) = cosA.cos B ¥ sinA.sin B
sin(A+ B) = sinA.cosB + cos A.sin B

On pourra simplifier le produit et le rapport comme suit :
71.Zy = 1y1y[cos(0; + 6,) + isin(6; + 6,)]

n
Z1/7y = é [cos(6; — 6,) + isin(6; — 6,)]

Telque:arg (z;.2z,) = arg(z;) + arg(z,) etarg (z,/z,) = arg(z;,) — arg(z,)
3.4.Puissance entiére de z :
En mettant z; = z, Le résultat précédent nous permet de déduire I'expression

de z" (n € N) comme suit : z,.z, = z% = r?[cos(20) + i sin(20)]

Ainsi: z3 = z2.z = r3[cos(36) + i sin(38)], et ainsi de suite. On en déduit :

z™ = r™[cos(nf) + i sin(nd)]

Pour le cas particulier ou |z| = r = 1, alors z = (cos 8 + isin ), on obtient la
relation appelée « « Formule de Moivre » :

(cosO +isin@)™ = cosnb + isinnb
Remarque : la formulation polaire fait intervenir deux parameétres qui identifie
le nombre complexe z et qui sont : 1 et 6. Ceci raméne certains utilisateurs a
réduire I’écriture dans une notation réduite des fonctions trigonométriques:

cos0 +isin@ = cisO >z =r.cisO

Comme on peut trouver également une autre notation réduite en engineering :
z=1(cos@+isin@)=1/0

3.5.Racine entiére de z :

Soient: z = r(cos + isin 8) et w = p(cos ¢ + i sin @), telque: w" = z.

Ceci implique que: p™(cosng +isinng) =r(cosf +isinf) et par

identification on a: r = p™ et cos @ + isinf = cosng + i sinng. La solution

de cette équation est donc :

p = X/ : Module de w

0+2km
p=—k

0,1,..n—1:Argumentde w

On obtient ainsi n racines distinctes de z :

wy = Vr [cos (9+§kn) + i sin (9+rzlkn)] k=01,..n—1

Pour la valeur k = 0, on obtient une racine unique wy , qui signifie une image

1/n

unique via l'application z*/™. On appelle w, Racine Principale de z, avec

@ = Arg(wy) comme Argument Principal

o . 4 4 ]
Exercice : trouver les racines d’ordre 4 : /z = /1 + i

3.6.Formulation exponentielle :

Sachant que le développement limité des deux fonctions sinusoidales :

X2 x% 6 x2n
— A [ e A — n. —
cosf =1 2!+4! 6!+ +2n!( DY\n=0,1,....
x3 x5 x2n+1
1 | J— n. —
sm@—ll 3!+6!+ +(2 +1)'( 1%n=0,1,....

On peut démontrer que : cos @ + isin@ = e'? ; sachant que :
x 2 x3
¥4+
¢ 1213

Tout nombre complexe pourra s’écrirealors : z =r.e

XN
T (—1)2N.4 —
+ +n!( 1)?™";n =0,1,

i

Application : en utilisant le DL de e, montrer: cos 0 + isin0 = e'®

~4 ~




4. Ensemble de points dans un plan complexe :
Dans cette section, on donnera les définitions essentielles et terminologie

nécessaire pour les ensembles de points dans un plan complexe.

4.1.Le cercle:
Posons z, = xy + iyy. Comme on définit la distance

entre un point quelconque z = x + iy et z; = xy +

iyp par: |z — zy| = \/(x — %)%+ (y — y0)?, on dit

gue tout point z qui satisfait I'équation :

|z — zy| = p,p >0 appartient un ensemble de
lz—2zy1=p

points qui se trouve sur le cercle de centre z, et de

rayon p.

4.2.Disque et voisinage :
Tout z qui satisfait I'inégalité suivante: |z — z5| < p,p > 0, représente un
ensemble de points qui peuvent appartenir au cercle |z — zy| = p comme ils

peuvent étre localisés a I'intérieur du disque de rayon p et centré en z,.

Les points qui vérifient par contre I'inégalité stricte: |z — z,| < p, reposent
uniqguement a lintérieur du disque sans qu’ils appartiennent au cercle

|z — zy| = p. Cet ensemble est appelé « voisinage de z; »

On peut également définir un voisinage avec exclusion dont le centre est exclu

par les inégalités strictes simultanées : 0 < [z — z,| < p.

4.3.Ensemble ouvert :
Un point z est dit point intérieur d’'un ensemble S du plan complexe s’il existe un

certain voisinage de z, résidant complétement a l'intérieur de S.

Si chaque point de S est intérieur,
alors on parle dans ce cas d'un
ensemble ouvert.

D’autre part, si chaque voisinage de
Zy qui appartient a S, contient au
moins un point dans S et au moins un
point en dehors de S, alors dans ce
cas z, est un point limite.

Un ensemble de points limites d’'un

ensemble S constitue la frontiere de

cet ensemble (limites). (

Un point z qui ne figure ni a

Intérieur

Extérieur

~ Frontiere

I'intérieur de S, ni dans frontiere est

un point dit : extérieur.
4.4.Couronne :

Considérons d’une part un ensemble de

points S;, satisfaisant [Iinégalité stricte

suivante : |z — zy| > p; et qui représente un

ensemble de points a I'extérieur du cercle

défini par |z— zy| =p; de rayon p; et
centré en z; et d’autre part 'ensemble S, :

|z — zy] < p, qui représente les points

résidants a I'intérieur du cercle de rayon p, et

centréen z,.

X




Si 0 < p; < p,, alors 'ensemble des points satisfaisant les inégalités strictes
simultanées : p; < |z — zy| < p, est l'intersection des deux ensembles S; et S,

et il est appelé Couronne circulaire.
En mettant p; = 0; on retrouve la définition de I'ouvert avec exclusion de z,.
4.5.Domaine :

si une paire de points z; et z, appartenant a
un ensemble S, peuvent étre connecté par
une ligne polygonale formée d’un ensemble
fini de segments joints bout a bout et qui
repose entierement dans I'ensemble S, alors
Un ouvert

ce dernier est dit: connecté.

connecté est appelé Domaine.
4.6.Région:

On appelle région, tout ensemble de points dans le plan complexe contenant : la
totalité, quelques-uns ou aucun de ses points limites. D’aprés cette définition et
puisque un ouvert est un ensemble qui ne contient aucun de ses points limites

alors il est définit comme une région.

Une région qui contient tous ses points limites (frontiére) est appelée ensemble
fermé. C'est le cas du disque |z — zy| < p qui est un exemple d’une région
fermée, qu’on appelle disque fermé. Le voisinage d’un point z,: |z — zy,| <p
est dans ce cas une région ouverte et on parle dans ce cas d’un disque ouvert. Si

par contre le centre z, est exclu de ce disque, on parle d’une région perforée.

4.7.Ensemble borné :

On dit qu’un ensemble S dans le plan

complexe, qu’il est borné s’il existe un e
réel R > 0 tel que: |z| < R pour tout /
zZ€S. 'r x

Dans le cas contraire, on parle d’'un \ /

ensemble non-borné. N ~1z1<R

-~ -

5. Application : formule quadratique
Dans le cas d’une équation quadratique en nombre complexe z :
a.z’?+b.z+c=0;a#0

On cherche les racines de cette forme d’une maniere similaire a celle utilisée

dans les nombres réelles. On commence par calculer le discriminant A tel que:
A= b? — 4ac

D’une maniére générale les racines sont données par :

—b + i(b? — 4ac)'/?
4= 2a

Exercice :
1. résoudre I'équation quadratique : zZ + 4z +5 =0

2. résoudre I’équation quadratique : zZ + (1—i)z—3i=0




