Equation de Klein-Gordon

6.1 Introduction

De par sa construction qui considere le temps comme découplé des variables d’espace, la mé-
canique quantique n’est pas compatible avec les principes de relativité restreinte. Expérimentale-
ment, on observe aussi que, la mécanique quantique n’est précise que lorsque les phénoménes
observés ne mettent en jeu que des particules a faible vitesse. Elle n’est par exemple pas un bon
modele pour décrire toutes les expériences ot il y a interaction entre la lumiere et la matiere.
Nous présentons dans ce chapitre les premiéres tentatives pour modifier la mécanique quantique
afin de la rendre relativiste. Nous allons d’abord chercher a trouver une équation relativiste. En
d’autres termes, nous commengons a travailler avec une particule de spin nul. Dans ce cadre,
pour batir une théorie relativiste, il est naturel de travailler dans 1’espace de la relativité restreinte
de Minkowski.

Afin de décrire des particules quantiques de spin nul et ayant des vitesses relativistes, on in-
troduit 1’équation de Klein-Gordon. Cette derniere est I’équivalent relativiste de 1'équation de

Schrodinger donnée par,
Hy = Ey (6.1)

En utilisant le principe d’équivalence, sa forme devient

. 8 ?2 hz 2 — .
On sait que dans le cas des ondes planes, les fonctions zp(7>, t) qui sont solutions de 1’équation

de Schrodinger sont données par

; 77 E<t)

Y(7, 1) =T 6.3)

On va essayer dans ce qui suit de trouver la forme générale de 1'équation de Klein-Gordon,
nous permettant de décrire le mouvement de particules libres, de spin nul et ayant des vitesse
relativistes, en démarrant de 1’équation de Schrodinger.
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6.2 Quadri-vecteurs en théorie des champs
Rappelons que I'énergie relativiste d"une particule libre est donnée par
E =/ P22 + m2c (6.4)

- 7 : impulsion
— ¢ : vitesse de la lumiére

— m : masse de la particule

Le quadri-vecteur énergie-impulsion P est définit par,
E
¥ (7.5) 65)

e .
En théorie des champs, on utilise la convention d’Einstein. Si A est un quadri-vecteur, on le note

Ay avec p = 1,2,3,4. Le quadri-vecteur A, a les composantes suivantes:
Ay = (6.6)

Si on calcule le produit scalaire de deux quadri-vecteurs A, et By, on trouve

ai bl
Ap | ® by | _
By = . = +ai1by + arby + azbs — asby (6.7)
as b3
ia4 Zb4

Ce produit scalaire vérifie la métrique de 1’espace de Minkowski (+, +, +, —).

Donc, en théorie des champs, le quadri-vecteur énergie-impulsion s’écrit:

P, = (?,i%) (6.8)



Rappelons aussi qu’en mécanique quantique, que E et ? sont définit par:

E—ind 7 —inV

ot

En remplagant (6.9) dans (6.8), on trouve

p, = (—ih?, e a> — —in (?,_éi)

1__
c ot

Si on pose,
iod
o = (ﬁ —za)

ou d;, représente le quadri-vecteur dérivée spatio-temporelle, on trouve

P, = —ihd,

6.3 Equation de Klein-Gordon libre
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(6.9)

(6.10)

(6.11)

(6.12)

Trouvons maintenant I'équation de Klein-Gordon libre décrivant le mouvement (déplacement)

d’une particule quantique, de spin nul et de vitesse relativiste.

En mécanique quantique, une particule libre est décrite par 1’équation d’évolution de Schrodinger

) 1
ih§¢(7>,t):E<p(7>,t) oil E=H:EC+V=EC+0=§m02 avec v <<c

Pour une particule relativiste libre

Eg = ¢/ 722 + m2ct

La dynamique de ces particules relativistes sera décrite par I'équation suivante

(6.13)

(6.14)

(6.15)

(6.16)

(6.17)
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2 2
—hz% o(7,t) = ((—ih?) 2+ m2c4) (7, t) (6.18)
202 Vi 20 24 —
—h %¢(r,t): <—zh ) cc+mc p( 1, 1) (6.19)
7 N 222 m?c* s
%@ (P( r ,t) hzcz (P( ,t) — hZCZ (P( r ,t) =0 (620)
Si on pose ?2 = A, on retrouve l'équation suivante
102  m?c?
( - ) o(7,1) =0 (621)

Cette derniere équation représente 1'équation de Klein-Gordon libre écrite dans 1’espace réel.
Cherchons la forme de cette équation dans 1’espace de Minkowski.

On a 5 5 9
_ o 2 _ 5.9 — _L9). e
9, = (?, cat) 2=, (?, c8t> (?, cat) (6.22)

1 02 1 02
2 _ — _
9 = (A, E _821‘) A 355 (6.23)

En remplagant (6.23) dans (6.21), on trouve

<a§ - g) (7 ,t) =0 (6.24)

Sionposeh =c=1et (7, t) = x, o x, représente un point de l'espace de Minkowski et
n=1,23,4, 1'équation (6.24) devient

(a}% - m2> ¢(x,) =0 (6.25)

Cette équation représente 1’équation de Klein-Gordon libre écrite dans I’espace de Minkowski.

6.4 Invariance de I’équation de Klein-Gordon libre par transfor-

mation de jauge

Exercice 10 :
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Le mouvement d'une particule de masse m, de spin nul et de vitesse relativiste c est décrit par

I"équation Klein-Gordon libre suivante
2 2
(8}1 —m ) ¢(xu) =0
- Montrer que cette équation est invariante dans la transformation de jauge suivante

¢(xy) — qbl(xy) = e*iq“(x?’)cp(xy) , ¢(xy),a(xy) sont deux réels arbitraires.

6.5 Solutions de I’équation de Klein-Gordon libre

L’équation de Klein-Gordon libre est donnée par

2 2 , . 10> m?? N
(E)y —m ) ¢(xy) =0 qu'on peut écrire | A — 29 2 p(r,t)=0 (6.26)

Cette équation admet une solution en états stationnaires. Sa forme générale est donnée par,
— —
¢(7", 1) = f(t)-p(7) (6.27)

On dit qu'une solution en états stationnaires est une solution a variables séparables. Remplagons
(6.27) dans (6.26), on trouve

1 92 2.2
(8= 25— "5) f09(P)=0 (6:29)
— — 1 82 m202 N
FOMT) =9 )yl (1) = " F9(P) = 0 (629
Si on divise toute I"équation sur f (t)tP(?), on trouve

FOANT) 1 1R
Foe) Foer Y aa )




Cette équation est une équation du second ordre a deux variables indépendantes.

N "
AJE(T’;)) _ m;cz — Clzf(—(tt)) — constante, avec f = aa—zztf(t)

Si on pose constante = w?, on retrouve
Ap(T) _mP _1f(H) _
o(7) W

A partir de cette équation on obtient les deux équations suivantes:

— —
Af(%) = m;,fz — = AIPL((?%) — W+ % — Ap(7) — (w2 + m;fz) P(7) =0

1

lzw R S O N W N f(t) = PO f(t) = f (1) — PP f(t) =0

c® f(t f(#)

L’équation (6.35) peut s’écrire sous la forme générale suivante

/!

f(t) £ (cw)*f(t) =0
L’équation (6.35) admet alors des solutions de la forme
f(t) — Aecwt + Befcwt

Pour avoir des solutions continues partout, on pose

i E
cw = 5 E est un réel.

On remplagant (6.37) dans (6.38), on trouve
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(6.32)

(6.33)

(6.34)

(6.35)

(6.36)

(6.37)

(6.38)

(6.39)

(6.40)
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Remplagons maintenant dans I"équation (6.34)
2 2.2
— E mec -
M7~ (o o ) WPV =0 — (641
En réduisant au méme dénominateur, on trouve
E2 m2ct _F2 42
8p(7) ~ (g T ) 97 =0 = ap(7) — (TS (P =0 64
c2h c2h

Or,
E2 — 72c2 2t — _?202 — —E2 4 2t (6.43)

En remplagons dans 'équation précédente, on trouve

— - ?zcz — - - 72 —
w7~ ()P = 0= ap(P) - (S ) e(P 0= e
c2h h
3\ 2
AY(T) — (%) p(7) =0 (6.45)
Cette équation admet des solutions de la forme suivante
$(7)=Cei +De W (6.46)

6.6 Interprétation physique des solutions de 1’équation de Klein-
Gordon libre

Pour donner un sens physique aux solutions, on pose

—£E 4 . oy 4 .
— e~ 1! représente une particule créée dans le passé (—oo) et qui voyage vers le futur (+)
iE
2

— e ! représente une particule créée dans le futur (+o0) et qui voyage vers le passé (—oo).

A représente la probabilité pour que la particule soit crée dans le futur (+c0) et qui voyage
vers le passé (—oo).

B représente la probabilité pour que la particule soit crée dans le passé (—oo) et qui voyage

vers le futur (+00).
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Donc, la solution physique est donnée par
f(t)y=e"1n (6.47)

Ou la probabilité B pour que la particule est créée dans le passé et elle voyage vers le futur est
égale a 1. Donc la probabilité A pour que la particule est créée dans le futur et elle voyage vers le

passé est égale a 0. La solution Finale est donnée par

=l

S(F,1) = F() - p(F) = e F! (cfff +De > (6.48)

Exercice 11 :

Des particules de spin 0, de charge g et de masse m sont incidentes de (4o0) vers (—o0) sur une
barriere de potentiel de hauteur V et de largeur a. Sachant que l'énergie de ces particules est

donnée par E = gV /2, tel que gV > 2mc?,

F 3

1. Calculer les coefficients de transmission T et de réflexion R.

2. Calculer la densité de courant |, dans chaque région.

Indication: travailler a une dimension.
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6.7 Equation de Klein-Gordon en présence d’un champ électro-
magnétique extérieur

Cette équation permet de décrire une particule de charge g interagissant avec le champ électro-
magnétique extérieur, représenté par le quadri-vecteur potentiel A, = (A , z%)
Afin d’avoir I'équation de Klein-Gordon en présence d’un champ électromagnétique extérieur, on

utilise la méthode du couplage minimale, qui consiste a remplacer I'impulsion et I'énergie (?, E)

par
E—E—q¢ 7P A (6.49)

dans I’équation de Klein-Gordon libre. La transformation donnée dans 1’'équation (6.49) peut étre

réécrite en utilisant les quadri-vecteurs. Sa forme est donnée par:

Exercice 12 :

— Montrer que les deux transformations données dans les deux équation (6.49) et (6.50) sont

équivalentes.

On a

La transformation (6.50) devient alors,
—i0y — —idy —qA, => 0y — 0y —iqA, = 0, - 9y — (0 —iqAy) (0 — igAy) (6.52)
Si on remplace dans 1’équation de Klein-Gordon libre
[(ay —igAy) (0y —igA,) — mz} P(x,) =0 (6.53)

Cette équation est appelée, équation de Klein-Gordon en présence d'un champs électromagné-
tique extérieur Ay,. Si on pose D,, = (9, — igA,), alors 'équation (6.53) s"écrit

| DuDy = 12| p(x) = 0 (6.54)
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Le conjugué de cette derniere équation est donné par

DDy — m?| 7 (x) = 0 = [ (3 +i9Ay) (3 +iqAy) —m?| 9" () =0 (655)

6.8 Invariance de 1’équation de Klein-Gordon en présence d’un

champ électromagnétique extérieur par transformation de jauge

Exercice 13 :

— . .
En présence d'un champ électromagnétique extérieur AV( A,iV), le mouvement d’une particule

de masse m, de spin nul et de vitesse relativiste c est décrit par 1’équation Klein-Gordon suivante

[(a# —iqA) (9 —iqAL) — mz} ¢(xu) =0
- Montrer que cette équation est invariante dans la transformation de jauge suivante

Ay — Ay = Ay — dyua(xy)
P(xu) — <pl(xy) = e_iq“("ﬂhp(xy) , ¢(xy), a(xy)sont deux réels arbitraires.

6.9 Courant de I'équation de Klein-Gordon en présence d’un

champ électromagnétique extérieur

Exercice 14 :

L’équation de Klein-Gordon décrivant le mouvement d'une particule relativiste, de masse m,
- .

de charge g et en présence d'un champ électromagnétique-magnétique extérieur A,( A,ip) est

donnée

(3 — i9A44) (3 — iqAy) = m?| p(x) = 0

Trouver l'expression du quadri-vecteur courant de Klein-Gordon [, qui est solution de 1’équation

a;t]y =0
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On donne : (9;, —igA};)(9;; —igA}) = (9 +iqAu) (O + iqAy)

6.10 Exercices d’application

Exercice 15 :

Des particules de spin 0, de charge g et de masse m sont incidentes de (—c0) vers (4o0) sur une

barriére de potentiel de hauteur V et de largeur a.

Sachant que Iénergie de ces particules est donnée par E = gV /2, tel que gV > 2mc?,

1.
2.

Retrouver la forme générale de la fonction d’onde a I'extérieur de la barriére de potentiel.

Calculer la densité de courant ], a l'extérieur de la barriere de potentiel lorsque la fonction

d’onde est donnée par
p(x) = e
Montrer que le coefficient de transmission T s’écrit comme

!/

T_ 4pp
(ptp) e =) — (p = p') elrlp+)

lorsque I'impulsion p des particules a 1'extérieur de la barriere de potentiel et différente de
I'impulsion p’ des particules a I'intérieur de la barriere de potentiel.
On donne: p = VEZ —m2 et p = \/(E —gV)? —m? avec ¢ = h = 1. Indication: Travailler a

une dimension

Exercice 16 :

3.

. Retrouver la forme générale de 1'équation de Klein-Gordon libre a partir de de I'équation

de Schrodinger.

. Retrouver la forme générale de I'équation de Klein-Gordon en présence d'un champ

électromagnétique extérieur en utilisant la méthode du couplage minimale.

Retrouver les solutions de 'équation de Klein-Gordon libre.

Exercice 17 :
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L’équation de Klein-Gordon (Adjointe), en présence d'un champ électromagnétique-magnétique
A

extérieur A, (A, =), est donnée par

{(ay +iqAL) (3 +igA,) — mz} ¢*(x,) =0
1. Montrer que cette équation est invariante dans la transformation de jauge suivante:

Ay — Ay = Ay +9a(x,)
¢*(x) — ¢*(x) = e g (x) «(x;) est un réel arbitraire

Exercice 18 :

1. Retrouver 'expression du quadri-vecteur densité de courant a partir de de I'équation de

continuité.

2. Retrouver l'expression du quadri-vecteur potentiel a partir de de 1’équation de la jauge de

Lorentz.



