Symétrie et invariance

5.1 Définition

Une loi physique est dite invariante, lorsque cette derniére reste inchangée dans un changement
de coordonnées et de variables.

Exemple:

En mécanique classique:

7,

— Les coordonnées sont représentées par: t, -

— Les variables sont représentées par: 7 (t), 7 (t), - - -
En mécanique quantique:

) itk —>
— Les coordonnées sont représentées par: (1',t), - - -

— Les variables sont représentées par: ¢ (7, ), ¢ (), - - -
En mécanique analytique:

— Les coordonnées sont représentées par: g (t), p (f) - - -

— Les variables sont représentées par: 4 (f) = g—g, p(t) =

5.2 Types de transformations

Il existent deux types de transformations:

5.2.1 Transformations géométriques

Les transformations géométriques qui existent sont:
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— Déplacement dans l'espace.
— Déplacement dans le temps.
— Rotation.

- Renversement du temps T.

— Inversion de l'origine P.

5.2.2 Transformations internes

Une particule peut étre soumises aux transformations internes suivantes:

— Inter-changer des particules identiques.

— Inter-changer des particules et des anti-particules. Cette transformation est souvent appelée
"conjugaison de charge", qu’on note C.
Remarque:

Les trois transformations C, P, T sont des transformations discreétes.

5.2.3 Transformations géométriques internes
Pour ce type de transformation, on peut cité la transformation de Galilée, donnée par

{?—>?’ T+ Ut

NP 6.1

=~ |l
-

5.3 Symétries et lois de conservation

Dans cette section, on supposera que la densité lagrangienne ne dépend pas explicitement de
(x4). On supposera aussi que les équations de mouvement (donc de 1’action) restent inchangées

lors d"une transformation (continue) infinitésimale définit par,

{ Xy —> Xy =Xy + 5xy (52)

¢(xy) — ¢ (x,) = p(x) + 5¢(x,)
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Avec,
x;, — position spatio-temporelle (coordonnées)

dx;, — variation infinitisimale (deplacement I’espace et dans le temps)
¢(x,) — champ scalaire (variable)
d¢(x,) — variation de phase (dtie a une rotation)

5.3.1 Exemple de transformation

Transformation spatio-temporelle

Une transformation spatio-temporelle est définit par

{xy—>x;:x,,+ay, (ay = oxy) (5.3)
Plxu) — ¢ (%) = (xn) , (8p(x) = 0)
Avec a, représente le quadri-vecteur déplacement dans 1’espace-temps.
D’apres la transformation infinitésimale donnée dans 1'équation (5.3),
¢ (xy) = ¢ (xu +ay) = ¢p(xu) (5.4)
dong,
¢ (x4 au) = P(xyu) (5.5)
Transformation de phase globale (¢(x;) # ¢*(x,))
Cette transformation est donnée par,
{ Y Xy =, (Oxp=0) —ig8(xy) (5.6)
P(xu) —> ¢ (x),) = p(xp) +6¢(xy) = e T Pp(xy)
Avec 6(x,) est un scalaire réel.
D’apres la transformation infinitésimale donnée dans 1'équation (5.6),
¢ () = ¢ (x) = $(oxp) + () = ™MW (x,) (5.7)

dong,

/

¢ (x) = "0 (x,) (5.8)



28

Transformation de phase locale (¢(x,) = ¢*(x,))

Cette transformation est donnée par,

{xl,—>x;4:xy, (0x, = 0) (5.9)
¢(xu) — ¢ (x,) = p(xy) + 69 (xy) = e 1P (xy)
Avec 0(x,) est un scalaire réel.
D’apres la transformation infinitésimale donnée dans 1'équation (5.9),
9 (x,) = ¢ (xu) = P(xu) + 09 (x) = e W (xy) (5.10)
donc,
¢ (1) = W p(x,) (5.11)

5.3.2 Théoréeme de Noether
Fnoncé

Pour toute transformation continue de l’action §, il existe un courant ], vérifiant I'équation
dulu =0 (5.12)
Ceci implique qu'’il existe une charge qui se conserve, définit par
Q= / pdx (5.13)

Démonstration

On dit que les équations de mouvement sont invariantes si l’action S est stationnaire

6S=S8 —-S5~0 (5.14)

5= / dx L(p,,0) = S = / ' L£(¢,3,9) (5.15)
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Avec L = L($,9,¢) (la densité lagrangienne ne dépend pas explicitement de x,).

Considérons des transformations infinitésimales de la forme,

Xy — xly = Xy + (5xy 516
{wwwe¢uw=wm+wm» 610

ou
5p(x) = ¢ (x) — p(x) (5.17)

Avec d¢(x,) représente la variation du champ dt a la fois a la transformation du champ (variable)
et la transformation de la coordonnées (x).

Dong, la variation en un point fixe de 1'espace a 4-dimensions est donnée par

! !

5o(x) = ¢'(x) — 9(x) , pourx’ =x (5.18)
Le lien entre les dérivées d’espace-temps est donné par
dx’ = [149,,(0x,)]d*x (5.19)

Cherchons maintenant la relation entre la variation champ en deux points différents é¢ et la
variation du champ en un point fixe J,¢.

La variation du champ en deux point différents est donnée par

/ ! ! ! !

Sp(x) = ¢ (x) —Pp(x) = ¢ (x) — ¢ (x) + ¢ (x) — p(x) (5.20)
5p(x) = ¢ (x) + (3:9)0xy — @ (x) + 5o (%) (5.21)
Avec
P (x) = ¢ (xu+06x) = ¢ (x) + (Qu)dxs = ¢ (x) + (Qu)ox, (5.22)
Dong,
O0p(x) = dop(x) + (u¢p)dxy (5.23)
Calculons le terme 8;442/
On a 3
0up () =0yu(9+09) = 5 (¢ +6¢) (5.24)
2
0 Jxy . 0 oxy
= a—xvﬂ((l?'i‘&l’) = a—%(¢+5¢)ax; (5.25)



On a aussi
x/v =x,+0x, = xy = x;—éx,,

Dong,

ox, dx, 0

ax:/ = axy + EY (‘va)

M M M
Finalement on trouve que,
oxy

— =0y — 0y (9
], ~ O Onlo)

En remplagant I'équation (5.28) dans 1’'équation (5.24), on trouve

axv

() = -0+ 69)3

P’

— (32 + 5-00)) (G = 34(6%.)
00+ 2,(06)) (B — 3,(63))

912,(8%,) + Bu(0)50 — 0,(0)2,(6%)

$ () = @) — 09)2,(6) +2,(69)

On néglige le terme 9, (d¢)0 P,((va), car c’est un terme d’ordre supérieur.

= ( 1/4’)5141/

La densité lagrangienne ne dépend pas explicitement de x, = L = L(¢$,9,¢)

Donc
L(¢,0,9) = L(p+0¢, (0up) — (Dup)dy(0xy) + 9y (59))
= £(9,0,9) + %&p T a(g—jw[ay<5¢> — (23 (om,)

Dongc, on trouve

oL oL oL

L(¢,0,9) = L(¢,0up) + 5920 53,52 9) ~ 53,57 @9)u(0x0)

En remplagant I'équation (5.19) dans 1’équation (5.14), on trouve
55 = / iy (9, 9,0) - / d*x £(,0,) ~ 0

_ / 14 9, (6x,)|d*x L(¢, 3,¢9) — / dx L($,9,9) ~ 0
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(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)
(5.32)
(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)
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55 = / £(9,9,9)) — L($, ) + 9 (5x,) L]d*x = 0 (5.39)

! / /

Calculons le terme: L(¢, 0,6 ) — L($,0u¢)

£(9,0,9)) — £(9,3,9) = L(,3,) + aj ¢+%ay<5¢> (af¢>< o9)u(5%) — L(,9up)
£ 240) — £00,0u0) = 5500+ 550,00) — 55 @) 640

D’apres les équations d’Euler-Lagrange,

o’ ( L ):O

o (9u¢)
Donc or . oL 541
ap " (9(3u4’)> '
On a aussi oL oL r
o (a8°0) =2 (59007) 90+ a3
Dong,

oL oL oL
3(aug) 0P = ( wp)‘s‘”) ( wcp))‘”’ 542

En remplagant les équations (5.41) et (5.42) dans 'équation (5.40), on trouve

! !/ /

2060~ 20300 =34 (555 ) 0030 (555790) =20 (5597 ) 80 30357 Bv)2ulom)

99) 9.9) 99) 3:9)
L(¢,8,¢) — L(9,0,0) = 0, (a(g—f@w) (af s (092,63 (5.43)
o 0 = 6o + (0vp)dxy
o on (5,57 ) =2 (55700 + @u)om) )
o (5.77) =2 (a0 + (55, @000 649
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Calculons le terme 9, <a af (0vp) (5xv)):

oL B oL N oL . ar )
dy (a(ayq[))‘(avfp) ((va)) = dy (a(ayq))) (0v9) (6xy) + a(ayqb) Iy ((dv9)) (6xy) + (av(P)ay (6xy)

En négligeant les termes d’ordre supérieur, on trouve

oL _ oL ) ar )
on (5.7 @0)0%)) =24 (575,57 ) @9)E0) + 550 (o) 649

Dong,
% ( (0 149”)(54)) ( 9(9ue) 0¢> < (ayfl’)) (9vgp) (8xv) + 30 V‘P)( V)0, (0xy)  (5.46)

En remplagant I'équation (5.46) dans 1’équation (5.43), on trouve

! ! !/ - a£ a£ x
£(¢/ay¢)_£(¢/aﬂ¢) _a ( ( V‘P)&P) ( V‘P)( 1/4)) ((5 v)

oL
()

oL oL oL
% (( )‘5”"’> (a( ))@vﬁb)%) 503,97 Q) (03) - (3)3y (53

oy e up

Donc,

£9.,3,9) — L(p39) = ((9£¢)50¢) (5557) @0)Ex)

Calculons le terme 9, < 30,9) ) (0vp) (0xy):

oL _dL 8£ Bx,l o
on (5597 ) Qo9)(Ex) = Go@u)om) = S5 S
dL 9xy oL B
axy aax,,‘s =57 yéwéxv = 0,L dxy
Finalement, on trouve
I ! i aE
((P ’ ayQD ) ((P' a}‘¢) ( ( 4)) 50¢> + a L (sxli (5'47)
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La variation de l’action dans I'équation (5.39) devient,

oL
5S :/ [a ( G ufP)(SO(P) +0,L Sx, + 0y (5xp,),c] dix ~ 0

Alors,

5S = / [a ( (‘;[’4))504)) +d (L(sxy)] d*x ~ 0

65 = [ o, [( o¢>+£5xy] dtx ~ 0

L
= 3, [ (y¢)5o¢+/:5x,4] -0

Cette derniere équation peut étre écrite sous la forme

Avec,
oL

U TEN

==~ 00¢ + Lx, — Courant de Noether
Exercice 7 :

1. Montrer que la densité lagrangienne du champ scalaire complexe libre est invariante dans

la transformation de phase globale suivante,

{¢<x> ¢ (x) = e (x)
¢*(x) — ¢ (x) = e ¢*(x)

ou 6 est un réel indépendants de x,,.

2. Quels sont les courant et charge qui se conservent?

Exercice 8 :
La dynamique d’un systeme composé d'un champ scalaire réel ¢; et de deux champs scalaires

complexes ¢ et ¢3 est décrite par la densité lagrangienne,

1
L=— (wl) SIPT = (0u3) (Ou2) — mapra — (O + 19 Au) 93 (0 — g Au) s — m3P3¢hs
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ou mq, my et mz sont des constantes.
1. Retrouvez les équations de mouvement?

2. Sachant que la densité lagrangienne est invariante dans les deux transformations de phases

globales suivantes,

{ P1(2) — ¢y (x) = e Mg (x) { P2(x) — () = 2o (x)
97 (x) — ¢y (x) = egi(x)

ou a1 et ap sont des réels indépendants de x.
Quelles sont les courants et Charges qui se conservent dans ces transformations ?

Solution 9:
1°/ La dynamique d’un systeme est décrite par la densité lagrangienne,

L= ( wr)” - 1’”14’1 (Ougp2) (9u¢3) — mpags — (I +iqAu) @5 (Iu — iqAu) ¢ — m*3¢;3
Cette densité lagrangienne peut étre écrite sous la forme suivante:
L=Ly+ L+ L3
a°/: Le champ scalaire réel est donné par la densité lagrangienne suivante,
L1(¢p1,0u¢1,x) = ( y4’1) 17”1‘151

Equations du mouvement: Remplagons dans les équations d'Euler-Lagrange, avec ¢; = ¢ = ¢

1o, (521
opr " \09(0u¢r)
Avec —— 9Ly m%qbl, oL

— = —0d,¢1.
. g P
En remplagant on retrouve 1’équation de Klein-Gordon,

(aﬂay - m%) ¢1(xy) =0

b°/: Le champ scalaire complexe est donné par la densité lagrangienne suivante,

L (¢2, 02, $3,0up3, X)) = — (0up2) (9u3) — m520h5
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Equations du mouvement: Remplacons dans les deux équations d’Euler-Lagrange pour ¢; =

b2 O3 oL 9 9 d
_z_a’l(L):o, if_ay(%)zo
84’2 a(ayﬁl’Z) a‘Pz a(ay‘l’z)
oLy 9Ly ALy 9L,

Avec —= = —mbdy, o = Oy, —= = —M3Ps, —— = —Oul;.
84); 24)2 a(ay(,b;) H¢2 3432 2¢2 a(ay(PZ) ﬂ¢2

En remplacant dans 1'équation (5.3.2), on retrouve les deux équations suivantes,

(90 — m3) ¢a(x) =0, (30 —m3) $3(x,) = 0

c®/: Le champ scalaire complexe en présence d’un champ électromagnétique extérieur est donné

par la densité lagrangienne suivante,

L3(¢3, 0,93, 03, 0,93, ) = — (O + 19 Au) $3 (O — igAL) d3 — m> P33

Equations du mouvement du champ ¢3:Remplagons dans 1’équation d’Euler-Lagrange pour ¢; =

P oL oL
3 3
ap; " \0(9,93)
On a
L3 =— (0u¢3) (04 — iqAy) ¢35 — iqAu; (04 — igA,) p3 — m>P¢ps
3 uP3 p—19Ay) @3 —1gAuP3 (Oy —19AY) P3 P33
0L3 . , 2 0L3 .
Avec —2 = —igA, (0, — igA —m3¢3, == = — (0y —IqA )
a(l); q V( H q .”)473 3¢3 a(ayq)g,) (F q V)(PS

En remplagant dans 1’équation (5.3.2), on retrouve les deux équations suivantes,
—iq Ay (9 — igAy) 3 — m3¢3 + 0y (0 — igAy) ¢3 =0
[(aﬂ —iqAu) (9, —iqAy) — mg] ¢3(x) =0

Equations du mouvement du champ ¢}:Remplagons dans l'équation d'Euler-Lagrange pour ¢; =

" 9L oL
3 3 .
a9y " (a(awg)) -

L3 =— (0u¢3) (O +iqAy) ¢35 +iqAups (04 +iqAy) 3 — m>Pay
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8£ . D gk 8,63 _ . *

En remplagant dans I'équation (5.3.2), on retrouve les deux équations suivantes,
igAy (9 +iqAy) 5 — maps + 3y (9 +iqAy) 5 =0

[(ay +iqAu) (9 +iqAy) — mé} ¢3(xu) =0

2°/ Retrouver les courants et charges associés aux deux transformations de phases globales:
D’apres le Théoréme de Noether,

55—/3 [( o) Oq)l)+£5xy]d4x:0

a°®/ Courant et charge associés au champ scalaire réel dans la transformation:
1(x) — py(x) = e "y (x)
¢1(x) — o1 (x) = 197 (x)

a1 est un réel indépendant de x.
En appliquant le théoreme de Noether:

8£1 0L )
a 0 ) 20
5= [ ( Sof1+ 535,91 0001 ) 4

Avec,
L4 _ L4

0(0up7) " 9(0ug1)
Sop1 = 4)/1 — ¢ = e_i"‘lcpl —¢$1 = (e_i"‘l — 1)(])1 = (1 —ing — 1)4)1 = —inyp; pour wg <<1

Dong,

=~

55—/8 yqblgbl)oquNO
0y << 1= 9y (—i(u1)¢1) =0 = 9,J, =0
Donc le courant du champ scalaire réel libre est donné par,

Ty = —i@u¢p1)r = (ji,p1), avec py = ]Z (=01 )1



La charge Qp associée a cette transformation est donnée par,

Q1= /d3xP1 = /dsx(_atq)l)ﬁbl

b°/ Courant et charge associés au champ scalaire complexe dans la transformation:

{@ww—wamzw%mu)
93 (x) — @' (x) = e~ 23 (x)

ay est un réel indépendant de x.
En appliquant le théoréme de Noether:

- (5350w 53505 s

0L> 0L>
o) M Gagry T P

Avec,

Sor = Pr — 2 = €2y — p = (2 — 1)p = (1 + iy — 1)y = imapy pour ap << 1
Sy = P3 — 3 = e 295 — 3 = (e —1)¢5 = (1 —inp — 1)P3 = —iarg; pour ap << 1

Dong,

65 = [ 3y (—i(0u93)¢2 +i(u92)93) madx = 0

ty << 1= 9y (—i(3u3) o +1(0up2)p3) =0 = 9,J7 =0

Donc le courant du champ scalaire réel libre est donné par,

Ji = —i(0u3 )2 +i(0up2)¢3 = (ji,p2), avec pr = ]z = —(912) P2 + (9t2) 3

La charge Q; associée a cette transformation est donnée par,

Q2= [ o2 = [ &x ((@1g2)¢5 — (u3)¢2)

37



5.4 Tenseur Energie-Impulsion du champ scalaire
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Etant donner que densité lagrangienne £ ne dépend pas explicitement du quadri-vecteur position

xy, sa dérivée par rapport a x; est donnée par

. 0
H
Dong, or
AL ==
# dxy
On a,

L LI | AL 3(d9)
9x,  0pdx,  0(0p) 0xy

Or, d’apres I'équation d’Euler-Lagrange on a

%_ay<—a(a£ ):0 :>%:8V< oL ) pour U=v

0L =

o dvP) d¢ 9(dv)
pone L L L
o0t = 5 =0 (aangy) 20+ e o9
On pose,
Oy (dvp) = 9y (9y9p)
On trouve,

N A N N sy

Le terme 9, L peut étre écrit aussi sous la forme:

9L AL ox,

MW= ox, = axyom,

— (ayﬁ) 5’/[1/ — ay (E(Syy)
Finalement, en comparant les équation (5.54) et (5.55), on trouve

oL
9L =9, (W?M’) =9y (Léw)

(5.48)

(5.49)

(5.50)

(5.51)

(5.52)

(5.53)

(5.54)

(5.55)

(5.56)



Donc,
oL

dy (—a(avq))aycp — EcSW) =0

Maintenant, si on remplace v par u

oL

Cette derniere équation peut étre réécrite sous la forme suivante,

()

Ou T,y représente le tenseur énergie-impulsion du champ scalaire.

5.5 Exercices d’application

Exercice 9 :
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(5.57)

(5.58)

(5.59)

On définit dans I'espace des positions {| 7°) } la transformation géométrique inversion de l'origine

par:
) =|-7),

IT représente 1'opérateur parité.

1. Calculer IT|7)

2. Calculer IT|y(t))
%

W — ; —
3. On définit le transformé A" d’un opérateur A par A = I1 A I1~!. Calculer les transformés

des opérateurs position, impulsion et moment cinétique donnés respectivement par

- — - - —
R=NRIILP =N PII et =1L I}



