3.4 Symétries et lois de conservation
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Dans cette section, on supposera que la densité lagrangienne ne dépend pas explicitement de

(x4). On supposera aussi que les équations de mouvement (donc de 1’action) restent inchangées

lors d’une transformation (continue) infinitésimale définit par,
Xy — x;, = Xy + dxy
¢(xn) — ¢ (x,) = p(xy) + 09 (xy)

Avec,
x; — position spatio-temporelle (coordonnées)

dx, — variation infinitisimale (deplacement l'espace et dans le temps)
¢(x,) — champ scalaire (variable)
d¢(x,) — variation de phase (dtie a une rotation)
3.4.1 Exemple de transformation
Transformation spatio-temporelle
Une transformation spatio-temporelle est définit par
{ Xy —>x;l =xy+a,, (ay=0xy)

P(xu) — ¢ (x,) = P(xu) , (9¢(x,) =0)

Avec a,, représente le quadri-vecteur déplacement dans 1’espace-temps.
D’apres la transformation infinitésimale donnée dans 1'équation (3.56),

! ! !/

¢ (xy) = ¢ (xp+au) = ¢(xu)

dong,

(/7/(3(;4 +au) = ¢(xu)

Transformation de phase globale (¢(x;) # ¢*(x,))

Cette transformation est donnée par,

{xp,—mc;,:xy, (0x, =0)

P(xu) — ¢ (x,) = P(xu) + 5 (x,) = e M p(x,)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)
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Avec 6(x;) est un scalaire réel.

D’apres la transformation infinitésimale donnée dans 1’équation (3.59),

! ! !

¢ (x,) = ¢ (x4) = p(xp) + 09 (x,) = e W p(x,,) (3.60)

dong,
/

¢ " (xp) = e PCW " (x,) (3.61)

Transformation de phase locale (¢(x,) = ¢*(x,))

Cette transformation est donnée par,

{ o gty S ‘ (3.62)
P(xu) — ¢'(x) = p() +09(x) = e MW ()
Avec 6(x,) est un scalaire réel.
D’apres la transformation infinitésimale donnée dans 1’équation (3.62),
¢ () = ¢ (1) = P(xu) +8p(x) = e PP (x,) (3.63)
dong,
¢ (x) = e g (xy) (3.64)

3.4.2 Théoréme de Noether
FEnoncé

Pour toute transformation continue de l’action S, il existe un courant ], vérifiant I'équation
dufu =0 (3.65)

Ceci implique qu'’il existe une charge qui se conserve, définit par

0= / o dx (3.66)
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Démonstration

On dit que les équations de mouvement sont invariantes si l’action S est stationnaire

6S=S5 —-5~0 (3.67)

5= / d*x £(p,0,) = S = / iy £(¢,9,9) (3.68)

Avec L = L(¢$,9,¢) (la densité lagrangienne ne dépend pas explicitement de x).

Considérons des transformations infinitésimales de la forme,

Xy — x;l = Xy + 5xy 3.69
{ D) — ¢ () = () + 60 (x) 369

ou
5p(x) = ¢ (x') — p(x) (3.70)

Avec d¢(x,) représente la variation du champ dt a la fois a la transformation du champ (variable)
et la transformation de la coordonnées (x).

Dongc, la variation en un point fixe de 1'espace a 4-dimensions est donnée par

/

Sop(x) = ¢ (x) — p(x) , pourx =x (3.71)
Le lien entre les dérivées d’espace-temps est donné par
d4x’ = [149,,(0x,)|d*x (3.72)

Cherchons maintenant la relation entre la variation champ en deux points différents é¢ et la
variation du champ en un point fixe Jo¢.

La variation du champ en deux point différents est donnée par

/ ! !

5p(x) = ¢ (x) —p(x) = (x) — ¢ (x) + ¢ (x) — p(x) (3.73)

! /

5p(x) = ¢ (x) + (9vg)dxy — ¢ (x) + ogp () (3.74)

Avec

! / / / /

¢ (x)=¢ (xu+xy) =¢ (xu) + (duP)dxy = ¢ (x) + (dv¢p)dxy (3.75)



Donc,
59 (x) = bop(x) + (Bu9) 6y

Calculons le terme 8;,49'

On a 3
ay‘P (x ) = ay(¢+5¢> = W((P_F(qu)
J oJx 8xv
=33 “(q>+ o) = (q>+ 0p)=—
vo V
On a aussi
x:, =Xy, +0x, = xy = x;—éx,,
Donc,
Xp o OXp OXy
Finalement on trouve que,
dxy

SN b — 0,(6
], ~ o nlox)

En remplagant I'équation (3.81) dans 1’équation (3.77), on trouve

dxy

! !/

/ 0
0 () = 5 (9 +69) 5

V

Xy

— (32 + 5-00)) (G = 34(6%)
(9vp + 9y (6¢)) (‘5;41/ - ay(5xV))

= (0 v(P)éptv (9vp)o (5951/)"’8 (547)5#1/ ((54))8},
¢ (x) = (0up) — (0u)dy (0xy) + 3, (5¢p)

On néglige le terme av(&p)a,,((s;cv), car c’est un terme d’ordre supérieur.
La densité lagrangienne ne dépend pas explicitement de x, = L = L(¢$,9,¢)

Donc

L(¢,0,9) = L(p+0¢, (0up) — (Dup)dy(6xy) + 3y (59))

oL oL

= L(¢,0u¢) + 554’ + a(a—m[ay(&l’) — (0vp)9y(6xv)]
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(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)

(3.82)

(3.83)

(3.84)
(3.85)
(3.86)

(3.87)

(3.88)



Dong, on trouve

N oL oL oL

L(¢,0,¢) = L(p, ) + %(Mﬂ— a(a—mau(&P) G ygb)( V)0 (dxy)

En remplagant I'équation (3.72) dans 1’équation (3.67), on trouve
55 = / iy L£(¢,9,9) / dx L($,0,9) ~ 0
_/ 149, (6%,)|d*x £(¢, 9 /d4x£q>8gb)~0

65 = [1£,0,9) ~ £(9,,9) + (6, L)' = 0

Calculons le terme: £(¢’,a;,¢ ) — L(¢,0,¢)

£ 240) — £00,0u0) = £(9.000) + 5500+ 555504(00) — 557 @upn(om) ~
£ 240) — £00,0u0) = 5700+ 55000) - 55" 0u)ay(0%)

D’apres les équations d’Euler-Lagrange,

0L oL

— —0dy =0

dp <a(aﬂ¢))
Donc aﬁ_ < or )

ap "\ 3(3,¢)
On a aussi ) oL ) B oL i L or (5)

”(a<ay¢> "’) B ”(a<ay¢>> U IO R

Dongc,

0P =2 (55,5%0) = (35,4 9

En remplagant les équations (3.94) et (3.95) dans 'équation (3.93), on trouve

! ! !/

du¢p) ou¢p 3(9,0)

(9up)
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(3.89)

(3.90)

(3.91)

(3.92)

L(¢,0ue)

(3.93)

(3.94)

(3.95)

5 (0v$)9u(6xy)
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£ 0) ~ L9 0) =, 5 (af¢)5¢) (af@(m J(6x,) (3.96)
o 0 = 6o + (0vp)dxy
o (so5e#) - (s o0+ 0160

3, (a(g_fq))(sgb) _a, (a (gf¢)5o¢) +a, (a(g_jw(avwm) (3.97)

Calculons le terme 9, <a(g—j¢)(8vq§) (éxv)):

oL B oL N oL i r )
aﬂ (a(ayqb) (av(P)((sxv)) = all (a(ayq))) (av¢)(5 1/) +—a(ay¢) 8;, ((aV(P)) ((5 1,) + p (avqb)ay (5 1/)

En négligeant les termes d’ordre supérieur, on trouve

oL

ou (5 @010 ) =20 (55,5 ) p)iex) + 555

v Oxy 3.98
o 57 S P (ov) (399

Donc,

oL oL oL I
I (a(ayqy)‘s‘f’) I ( 3(0,9) o‘P) ( (awp)) (9vgp) (6xv) + TERD) (3v9)9y (6x,)  (3.99)

En remplagant I'équation (3.99) dans 1’'équation (3.96), on trouve

L(¢,0,0) — L(§,9u9) = 0y ( (af¢)5¢) (af¢)( v )3y (6xy)

_ oL oL N oL . oL )
a a ( ( V‘P) 04)) (a(ay(i))) (aV(P) (5 V) + a(ay(P) (avq))aﬂ (5 1/) a(ay(’b) (av(l))ay ((5 1/)

Donc,

£ 30) = £ 200) =20 (550700 ) 20 (5557 ) Qo) (ex)

Calculons le terme 9, < 30,9) ) (0vp) (0xy):

oL o ) ac axy o
o0 (507 ) Gut)(6%) = Se(0.9)(0m) = 5,




_ oL axy oL

Finalement, on trouve

! ! ! aﬁ
£(¢,0,0)) — L(p,3ug) = (( 4,)5o4>)+a £ 5%,

La variation de l’action dans I'équation (3.92) devient,

oL
6s= | [a ( e V(P)éogb) +0,L Oxy + (5xy)£] dtx ~ 0

55:/ [a ( (af¢) ocp) +9 (caxy)] dx =~ 0

/a [( 5Ocp>+/:(sxﬂ] dx ~ 0

oL
a 0 Lo =0
- [ () P xﬂ]

Alors,

Cette derniere équation peut étre écrite sous la forme

Avec,
oL

U TENY

==—~00¢ + L dx,, — Courant de Noether

Exercice 12 :

38

(3.100)

1. Montrer que la densité lagrangienne du champ scalaire complexe libre est invariante dans

la transformation de phase globale suivante,

{<p<x> ¢ (x) = ep(x)
¢*(x) — ¢ (x) = e 0% (x)

ou 6 est un réel indépendants de x,.

2. Quels sont les courant et charge qui se conservent?



3.5 Tenseur Energie-Impulsion du champ scalaire
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Etant donner que densité lagrangienne £ ne dépend pas explicitement du quadri-vecteur position

xy, sa dérivée par rapport a x; est donnée par

. 0
H
Dong, r
0
AL ==
# dxy
On a,

L LI | AL 3(d9)
9x,  0pdx,  0(0p) 0xy

Or, d’apres I'équation d’Euler-Lagrange on a

%_ay<—a(a£ ):0 :>%:8V< oL ) pour U=v

0L =

o ) o 9(v)
bone L L oL
0,L = =0dy
= 5 =0 (ag7) 90+ g7 0)
On pose,
Oy (dvp) = 9y (Iu)
On trouve,

N A N N sy

Le terme 9, L peut étre écrit aussi sous la forme:

or _acox,
ox,  0xy 0xy

AL = — (L) S = 3y (L)

Finalement, en comparant les équation (3.107) et (3.108), on trouve

oL
9L =9, (W?M’) =9y (Léw)

(3.101)

(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

(3.108)

(3.109)



Donc,

oL
dy (—a(avwaycp - Eéw> =0

Maintenant, si on remplace v par u

oL

Cette derniere équation peut étre réécrite sous la forme suivante,

oL
I3

Ou T,y représente le tenseur énergie-impulsion du champ scalaire.
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(3.110)

(3.111)

(3.112)



