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Exercice 1 ( Questions de cours) : (8 pts)

1. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer que F'N G est un sous-espace /7\
vectoriel de E.

2. Dans F(R, R), montrer que la famille {sin, cos, exp} est libre. ( %,
3. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un k-espace vectoriel E. Quand dit-on que :
a. F et G sont en somme directe? b. F et G sont supplémentaires 7(2/, TC\

4. Soient F et F' deux k-espaces vectoriels et f : E — F une application linéaire. Montrer
que :

0\
[ est injetive <= ker(f) = {0g} @,/)

5. Soit £ un k-espace vectoriel de dimension n,{ej,...,en} et {e},... €} deux bases -
de F. Expliquer comment trouver la matrice de passage de la base {el, .,€n} & la base \’L}
{81, ’en}

Exercice 2 : (5 pts)

Dans E = R*, on considére les sous-ensembles :
F={(z,y,2,t)eRY z+y+2+t=0}, G= {(Qa,-a,O,a) eR% aeR}.

Montrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E
Démontrer que F' et (G sont en somme directe. | ,;i b S
Soit (z,y, 2,t) € R*, Déterminer @ € R tel que leyefcteur (x—2a,y+a,z,t—a) € p”i /},

4. En déduire que F et G sont supplémentairesnfff‘r/{’/;}

e

N

Exercice 3 : (7 pts)

Soit E = R3, On note B8 = {e1, €3, €3} la base canonique de E et u ’endomorphisme de R?
défini par la donnée des images des vecteurs de la base :

u(e1) = —2e; + 23, u(e) = 3ey, u(es) = dez — 4ey.

Ecrire 'image u(v) d’un vecteur v = (z,y,z) de R®. 4 7
Ecrire la matrice de » dans la base canonique. /~ 4 4 ) \'/
Déterminer une base de ker(u). u est-il injectif? ? peut~1l dtre surJectlf'? Pourquoi 7 (4 ) H
Déterminer une base de Im(u). Quel est le rang de u? /4\7 + w
Montrer que E = ker(u) & Im(u). / /]
= /

OUTJ}

o e

Bonne chance
Dr. M Houasni
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Correction de Pexamen final

Exercice 1 ( Questions de cours) : (8 pts)

1., 3., 4., 5., Voir cours.
2. Danq }" (R, R) la famille {sin, cos exp} est libre. Soient «, 8,7 € R tels que asin+/ cos +yexp =
0. Alors pour tout z € R, asin(x) + Jcos(z) +vexp(z) = 0, ce qui s’écrit aussi

sin(z) cos(x)
exp(z)  exp(z)

+v=0.

On montre facilement en utilisant le théoréme des gendé,rmes que

lim o sin(z) . cos(z)
ex

On en déduit que v = 0. On a alors Vx € R, asin(z) + S cos(z) + yexp(z) = 0. Si on fait
x = 0 on obtient = 0 et si on fait z = 7/2,il vient que o = 0. On a alors bien montré que
e ffe=age=()

Exercice 2 : (5 pts)

‘Dans E = R*, on considére les sous-ensémbles :
F= {(:z:,y,z,t) ERY z+y+2+t=0}, G={(2¢,-a,0,a) eR"; a e R}.
1. Montrons que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de F :
Ma: F- Lecl—((A_ A,0,9)5(-4,0,1,0), &A,O,O,A_))
| e ko= Vet ((2,-1,0, M)

2. Démontrons que F' et G sont en somme. directe :
Soit (x,y, =, ) & F . Alors d'une part on a

ZL 9tz t=10

et d'autre part, il existe a & B tel que (&, y, 2, ¢} = (2a, —a,0,a) On introduit ceci dans
I'équation précédente, et on trouve

20 ~a+04+a =0 — 20 —0 < a — 0.
Ainsi (@, 1, 2,t) = (0,0,0,0) etona FriG = {(0,0,0,0}} donc F et & sont en somme

directe.

3. Soit (z,y, 2,t) € R, déterminons a € R tel que le vecteur (z —2a,y+a, z,t—a) € F :
Ona :

(z—2a,yta,zt-0)cF <= z-+ytat+z+t-a=10
z4ytz4t



4. On déduit que F' et GG sont supplémentaires :
soit (x,y, z,t) € B? et posons a = (& + ¥y + z + ¢)/2 Posons également
(' v,z ¢) = (x - 2a,y + a,2,t — a). Alors d'aprés la question précédente,
(z', 9, 2',¢) = F. On sait aussi que (2a, —a,0,a) € G et que
(.4, 2,t) = (2,9, 2, ) + (2a, ~a,0, a).

Ainsi, on a prouvé que (z,y,z,t) © F + G et donc que F + G = E._En utilisant le résultat
de la premiére question. on conclut que F et G sont supplémentaires.

Exercice 3 : (7 pts)

Soit £ = R?, on note 3 = {ey, e, 53} la base canonique de E et u 'endomorphisme de R3
défini par la donnée des images des vecteurs de la base :

U(€1> = '—261 -+ 2637 'u<62) = 362, U(63) = 463 = 461.

1. L’image u(v) d’un vecteur v = (x,y, 2z) de R?® :
On commence par calculer»u‘(;z:;y, z). On a
u{x,u, z) = u{re; + yes + ze3) = zule;) + yules) + zule;)
soit v :
V u(z,y,2) = (—2= — 4z, 3y, 2= + 4z).

2. La matrice de u dans la base canonique :
On écrit en colonne u(&;). On trouve

5 g 4
g0 3.0
2 0 4

3. Une base de ker(u). u est-il injectif ? peut-il étre surjectif ? Pourquoi ?
on a donc i :

-2z 45 — 0O o= 2=z
(z, ¥, 2) € ker{u) < Iy = 0 < y = 0
2x + 42 = 0O 2 = =

On a donc ker{u) — vect(—2,0,1) et le vecteur {—2,0, 1) est une base de ker(u). kér(zl}
n'est pas réduit & {0}, et donc 'endomorphisme w n'est pas injectif. Comme u est un

endomorphisme de 'espace vectoriel de dimension finie Wi“, il n'est pas non plus surjectif.
car on a alors i

u injectif <= wu surjectif <—= wu bijectif.
4. Une base de I'm(u). Quel est le rang de u?
On sait. d'aprés le théoréme du rang, que Im(u) est de dimension 2. On sait aussi que
(ufe), u(e2), u(es)) est une famille génératrice de Tmu. Il suffit donc d'en extraire une

famille libre & deux éléments. Mais on vérifie immédiatement que (u(e;), u(es)) est une
telle famille. C'est donc une base de Im(u) qui est de rang 2.

5. Montrons que E = ker(u) & Im(u) :

- Il suffit de montrer que la réunion d'une base de ker(u) et d'une base de Im(u) est une

base de B, Autrement dit. avec les calculs réalisés précédemment, il suffit de voir que la
famitle ((-2,0,1),(-2,0,2),(0,3,0)) est une famille libre. C'est trés facile
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