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نیيا: في حالة تقلیيل االتكالیيف تحت قیيد االإنتاججثا  

   ٬، ووھھھهدفھه تعظیيم رربحھه من خلالل تخفیيض تكالیيفھه (إإنفاقھه). منتج یينتھهج أأسلوبب االإنتاجج بالطلباالفي ھھھهذهه االحالة 

ستخداامم ططریيقة مضاعف لاغراانج:لحل بااا. 1  

یيتم االبحث عن االتركیيبة االتوااززنیية للمنتج باتباعع االخطوااتت االتالیية:   

: دد االبرنامج االریياضي للمنتج وویيكونن بالشكل االتاليدااأأ. إإع  

Min      CT = LP! + KP!    
S.T.                            Q = f(L,K)                                                  

: بب.تكتب دداالة لاغراانج بالصیيغة االتالیية  

𝓛 = 𝐶𝑇 + 𝜆 𝑄 − 𝑓 𝐿,𝐾  

𝓛 = LP! + KP!     + 𝜆 𝑄 − 𝑓 𝐿,𝐾  

االحل باستخداامم ططریيقة شرططي االتوااززنن:  . 2   
𝑃𝑚!

𝑃𝑚!
=
𝑃!
𝑃!
…………… . . (1)

𝑄 = 𝑓 𝐿,𝐾 …………… (2)
 

على عاملي ررأأسس االمالل وواالعمل لإنتاجج االسلعة أأنن االمنتج یيعتمد بإفترااضض  نفس االمثالل االسابق٬،): 2مثالل (
)X(  :ووفق االداالة االتالیيةL.K=1250  وو.نن  2وو.نن لعامل االعمل وو  4واامل االإنتاجج بـ تقدرر أأسعارر ع٬، حیيث

لعامل ررأأسس االمالل.  

  االمطلوبب:

 1250قدررهه  تحقق االحد االأددنى من االتكالیيف لإنتاجج ماھھھهي االتولیيفة االمثلى من عواامل االإنتاجج االتي  .1
؟ووحدةة  

  االمواافق لھهذهه االتولیيفة؟االتكالیيف ماھھھهو مستوىى اا .2
٬، ٪ من قیيمة االطلبیية80یين أأنھها لا تملك سوىى  بعد ددررااسة تحلیيلیية لإمكانیياتت االمؤسسة االمالیية تب .3

ماھھھهي كمیية االإنتاجج االتي یيمكن للمؤسسة توفیيرھھھها للزبونن؟    

): 2حل االمثالل (  

:أأددنى تكلفة للمؤسسةاالتولیيفة االتوااززنیية االمثلى من ررأأسس االمالل وواالیيد االعاملة االتي تحقق  .1  

ç أأ. بإستعمالل ططریيقة مضاعف لاغراانج Lagrange Multiplier :  

تحت قیيد االإنتاجج: االتكالیيفنیية أأوو تقلیيل تد  

: إإعداادد االبرنامج االریياضي للمنتج وویيكونن بالشكل االتاليأأ.    

Min      CT = 4L + 2K
S.T            1250 = L.K                                                   

دداالة لاغراانج بالصیيغة االتالیية:  كتابةبب.  
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𝓛 = 𝐶𝑇 + 𝜆 𝑄 − 𝑓 𝐿,𝐾  

𝓛 = 4L + 2K + 𝜆 1250 − 𝐿.𝐾  

حسابب جمیيع  االمشتقاتت االجزئیية االأوولى لكل متغیيرااتت دداالة لاغراانج وونضعھها تساوويي االصفر: جـ.   

𝜕𝓛
𝜕𝐿

=   0  ⇔   4 − 𝜆𝐾 = 0  ⇔   𝜆 =
4
𝐾
………………………… (1)  

𝜕𝓛
𝜕𝐾

=   0  ⇔   2 − 𝜆𝐿 = 0  ⇔   𝜆 =
2
𝐿
……………………… .… (2)  

𝜕𝓛
𝜕𝜆

=   0  ⇔ 1250 − 𝐿.𝐾 = 0…………… .…………… . .… . . . (3) 

!  :                           نجد) 2(وو ) 1(ووااةة بیين بالمسا
!
= !

!
⇒ 𝐾 = 2𝐿  ……   (4)  

نجد: )3(في االمعاددلة ) 4(بتعویيض   

1250 − 𝐿. 2𝐿 = 0  ⇔ 1250 − 2𝐿! = 0 ⇒ 𝐿! = 625 ⇒ 𝑳 = 𝟐𝟓 

𝐾فنجد: ) 4( داالة ررقماال في Lنعوضض قیيمة  = 2𝐿 ⇒ 𝐾 = 2.25 ⇒ 𝑲 = 𝟓𝟎  

ووحدةة   50) ووLووحدةة عمل ( 25أأددني تكلفة ھھھهي تاجج االتي تحقق عواامل االإن االتولیيفة االمثلى منفإنن  منھهوو
K(. (L,K)=(25, 50)ررأأسس مالل (  

ç :بب. بإستعمالل ططریيقة شرططي االتوااززنن         

𝑃𝑚!

𝑃𝑚!
=
𝑃!
𝑃!
…………… . . (1)

𝑄 = 𝑓 𝐿,𝐾 …………… (2)
⇔

𝐾
𝐿 =

4
2…………… . . (1)

1250 = 𝐿.𝐾…………… (2)
 

!𝑃𝑚                                                   :االحدیية بالنسبة لعامل ررأأسس االماللاالإنتاجیية  =
!𝑄
!"
= 𝐿  

!𝑃𝑚                                                          االإنتاجیية االحدیية بالنسبة لعامل االعمل: =
!𝑄
!"
= 𝐾  

رر عواامل االإنتاجج في االشرطط االضروورريي للتوااززنن نحصل على االمعاددلة بتعویيض االنوااتج االحدیية ووأأسعا  
!!!                                             االتالیية:

!!!
= !!

!!
⟺ !

!
= !

!
⇔ 𝐾 = 2𝐿    ………… (3)  

) في دداالة االإنتاجج :3بتعویيض (  

1250 = 𝐿.𝐾  ⇔ 1250 = 𝐿.2𝐿 ⇒ 1250 = 2𝐿2 ⇒ 𝐿2 = 625⇒ 𝑳 = 𝟐𝟓 
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𝐾فنجد: ) 3(االمعاددلة  في Lنعوضض قیيمة  = 2𝐿 ⇒ 𝐾 = 2×25 ⇒ 𝑲 = 𝟓𝟎  

  50) ووLووحدةة عمل ( 25للمنتج ھھھهي  ةممكن أأددنى تكلفةووبالتالي فإنن كمیياتت عواامل االإنتاجج االتي تحقق 
  . )Kووحدةة ررأأسس مالل (

  لھهذهه االتولیيفة: االتكالیيف االمواافقمستوىى  حسابب .2

CT = 4L + 2K ⇒ 𝐶𝑇 = 4×25 + 2×50   ⇒ 𝐂𝐓 =  ووحدةة  نقدیية  𝟐𝟎𝟎

:كمیية االإنتاجج االتي یيمكن للمؤسسة توفیيرھھھها للزبونن. 3  

Max  Q = L.K
S.T.    160 = 4L + 2K 

𝓛باستخداامم ططریيقة مضاعف لاغراانج:  = 𝐿.𝐾+ 𝜆(160 − 4𝐿 − 2𝐾)  

لتعظیيم ھھھهذهه االداالة لابد أأنن تكونن االمشتقاتت االجزئیية االأوولى معدوومة:  

𝜕𝓛
𝜕𝐿

=   0  ⇔   𝐾 − 4𝜆 = 0  ⇔   𝜆 =
𝐾
4
………………………… (1)  

𝜕𝓛
𝜕𝐾

=   0  ⇔   𝐿 − 2𝜆 = 0  ⇔   𝜆 =
𝐿
2
……………………… .… (2)  

𝜕𝓛
𝜕𝜆

=   0  ⇔ 160 − 4𝐿 − 2𝐾 = 0…………… .…………… . . . (3) 

!  :                           نجد) 2(وو ) 1(بالمساووااةة بیين 
!
= !

!
⇒ 𝐾 = 2𝐿  ……   (4)  

نجد: )3(في االداالة ) 4(بتعویيض   

160 − 4𝐿 − 4𝐿 = 0  ⇔ 160 − 8𝐿 = 0 ⇒ 𝑳 = 𝟐𝟎 

𝐾فنجد: ) 4( االداالة في Lنعوضض قیيمة  = 2𝐿 ⇒ 𝐾 = 2×20 ⇒ 𝑲 = 𝟒𝟎  
𝑄 أأكبر كمیية توفرھھھها االمؤسسة للزبونن: = 40×20 =   ووحدةة  𝟖𝟎𝟎  

ووحدةة من  800ووحدةة ررأأسس مالل ووذذلك لإنتاجج  40ووحدةة عمل وو 20إإمكانیياتت االموسسة تسمح باستخداامم 
االطلبیية.   

. مسارر االتوسع أأوو منحنى توسع االإنتاجج:5  

االإنتاجیية إإذذاا ززاادد من میيزاانیيتھه (االإنفاقق  توسع عن االمسلك االذيي یينتھهجھه االمنتج لزیياددةة قدررتھهیيعبر مسارر اال
االذيي یيصل بیين نقاطط توااززنن االمنتج عندما یيتغیير االإنفاقق  . بعباررةة أأخرىى ھھھهو ذذلك االمنحنىاالكلي للإنتاجج)

ذذلك:  یيوضحاالكلي مع ثباتت أأسعارر عواامل االإنتاجج وواالشكل االتالي   
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 سعمنحنى مسارر االتو

باتت أأسعارر عواامل االإنتاجج إإذذاا ززاادد االمنتج من عند ث
االإنفاقق االكلي٬، فإنن منحنى االتكلفة االمتساوويي یينتقل 

من االوضعیية االأوولى االى االى أأعلى ووبشكل موااززيي 
االوضعیية االثانیية لیيكونن بتماسس مع منحنى االناتج 

ووھھھهو  ٬، !Eعند نقطة توااززنن جدیيدةة !Q  االمتساوويي
صولل على كمیياتت االحمایيعني أأنن االمنتج یيستطیيع 

ووبالتالي بإمكانھه االحصولل على  Kوو Lبر من كأأ
كمیياتت أأكبر من االإنتاجج.   

عند االوصل بیين مختلف نقاطط االتوااززنن االتي نحصل 
علیيھها نتیيجة تغیيیير االمنتج للإنفاقق االكلي نحصل على 

مسارر االتوسع. یيسمى منحنى جدیيد   
معاددلة مسارر االتوسع ھھھهي عباررةة عن علاقة بیين ررأأسس 

  لعمل.االمالل وواا
 

:Production Elasticity. مروونة االإنتاجج 6  

كلي للتغیير في أأحد عواامل االإنتاجج٬، بعباررةة تعبر مروونة االإنتاجج عن مدىى حساسیية أأوو إإستجابة االإنتاجج اال
أأخرىى ھھھهي االتغیير االنسبي في االإنتاجج االكلي نتیيجة االتغیير االنسبي في إإحدىى عواامل االإنتاجج٬، مما یيعني ووجودد 

عنصر االعمل وواالمروونة االجزئیية لعنصر ررأأسس االمالل. االمروونة االجزئیية ل  

لعمل: عنصر اااالمروونة االجزئیية لأأ.   

ß :(منفصلة) في حالة بیياناتت دداالة االإنتاجج متقطعة  

𝐸!   =
%∆𝑄
%∆𝐿 =

∆𝑄
𝑄

∆𝐿
𝐿 ⇒   

∆𝑄
∆𝐿   ×

𝐿
𝑄 =

𝑃𝑚!

𝑃𝑀!
 

حیيث:   
𝐸! : مروونة االإنتاجج عند االتغیير فيL  
Q: االإنتاجج االكلي للسلعة  
L عنصر االعمل :  

ß :(مستمرةة) في حالة بیياناتت دداالة االإنتاجج متصلة                      𝐸!   =
!"
!"
× !
!
= !"!

!"!
 

  :لعنصر ررأأسس االماللاالمروونة االجزئیية . بب

 ß :(منفصلة) في حالة بیياناتت دداالة االإنتاجج متقطعة  

𝐸!   =
%∆𝑄
%∆𝐾 =

∆𝑄
𝑄

∆𝐾
𝐾 ⇒   

∆𝑄
∆𝐾   ×

𝐾
𝑄 =

𝑃𝑚!

𝑃𝑀!
 

  Kمروونة االإنتاجج عند االتغیير في : !𝐸حیيث: 
K ررأأسس االمالل: عنصر   

ß :(مستمرةة) في حالة بیياناتت دداالة االإنتاجج متصلة                                    𝐸!   =
!"
!"
× !
!
= !"!

!"!
 

(ملغاةة): Elasticity of Substitution . مروونة االإحلالل1.6  

االى االتغیير االنسبي في االإنتاجج االحديي لعنصريي االإنتاجج:نسبة االتغیير االنسبي في عنصريي االإنتاجج   
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𝐸𝑠   =
%∆ 𝐾

𝐿
%∆ 𝑃𝑚!

𝑃𝑚!

=
%∆ 𝐾

𝐿
%∆𝑇𝑀𝑆𝑇!,!

⇒ 𝐸𝑠 =   

∆ 𝐾
𝐿
𝐾
𝐿

∆𝑇𝑀𝑆𝑇!,!
𝑇𝑀𝑆𝑇!,!

 

وویيمكن كتابتھها بالشكل:   

𝐸𝑠 =
∆ 𝐾

𝐿   ×  𝑇𝑀𝑆𝑇!,!
𝐾
𝐿 ×  ∆𝑇𝑀𝑆𝑇!,!

   

!   االتغیير االنسبي في عامل االكثافة
!

في االمعدلل االحديي للإحلالل االتقني وواالناتج عن االتعیير االنسبي  
𝑇𝑀𝑆𝑇!,! .  

:اللمث  

𝑄 لتكن لدیينا دداالة االإنتاجج االتالیية = 𝑃𝑇 = 𝐿
!.!
.𝐾

!.!
!𝑃حیيث أأنن   = 𝑃! = 20,𝐶𝑇 = 2400  

(60, 60)=(L,K) إإذذاا كانت االثنائیية االمثلى لتعظیيم مستوىى االإنتاجج ھھھهي:  
  االمطلوبب:

؟عند ھھھهذهه االثنائیية قیيمة االإنتاججماھھھهي  .1  

  ؟Kوو  Lأأووجد مروونة االإنتاجج بالنسبة لعنصريي االإنتاجج  .2

:االمثالل حل  
تقدیير مستوىى االإنتاجج االمحقق:  . 1  

𝑄        نجد: Kوو  Lمن خلالل االمعطیياتت ووبتعویيض قیيمة  = 𝑃𝑇 = 60
!.!
. 60

!.!
⇔ 𝑸 = 𝟔𝟎  

: Kوو  Lحسابب مروونة االإنتاجج بالنسبة لعنصريي االإنتاجج . 2  

:Lنة االإنتاجج بالنسبة لعنصر االعمل أأ. مروو  

𝐸!   =
𝜕𝑄
𝜕𝐿

×
𝐿
𝑄
⇔ 𝐸! = 0.5𝐿!!.!𝐾!.! 𝐿

𝑄
= 0.5𝐿!!.!𝐾!.! 𝐿

𝐿!.!𝐾!.! ⇔   𝐸! = 0.5 

كما یيمكننا االتعویيض مباشرةة بقیيم االإنتاجج ووعناصر االإنتاجج:  

𝐸!   =
𝜕𝑄
𝜕𝐿

×
𝐿
𝑄
⇔ 𝐸! = 0.5𝐿!!.!𝐾!.! 𝐿

𝑄
= 0.5×60!!.!60!.!×

60
60

⇔   𝐸! = 0.5 

٪ فإنن ذذلك یيؤدديي االى االتغیير في االإنتاجج االكلي بـ 1بـ االعمل عند االتغیير في عنصر  ر االإقتصادديي:االتفسیي
0.5٪  

:Kنة االإنتاجج بالنسبة لعنصر ررأأسس االمالل . مرووبب  
𝐸!   =

!"
!"
× !
!
⇔ 𝐸! = 0.5𝐿!.!𝐾!!.! !

!!.!𝐾!.! ⇔   𝐸! = 0.5  
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كننا االتعویيض بدلل االإختزاالل: نفس االطریيقة االسابقة یيمأأوو ب  
𝐸!   =

!"
!"
× !
!
⇔ 𝐸! = 0.5𝐿!.!𝐾!!.! !

!!.!𝐾!.! = 0.5×60!.!60!!.!× !"
!"
⇔   𝐸! = 0.5  

٪ فإنن ذذلك یيؤدديي االى االتغیير في االإنتاجج االكلي بـ 1عند االتغیير في عنصر ررأأسس االمالل بـ  االتفسیير االإقتصادديي:
0.5٪  

)Qنیيا: حالة إإمكانیية تغیيیير حجم االإنتاجج (ثا  
: في یيعتمد تحلیيل االنظریية االتقلیيدیية على قانونیين للإنتاجج یيحددداانن سلوكك االمنتج في االمدیيیين االقصیير وواالطویيل

.نن (عواائد) غلة االحجمواالمدىى االقصیير قانونن تناقص االغلة ووفي االمدىى االطویيل قان  

. قانونن (عواائد) غلة االإنتاجج أأوو غلة االحجم: 7  

تشیير غلة االحجم االى االتغیير في االإنتاجج نتیيجة االتغیير في كل عواامل االإنتاجج بنفس االنسبة٬، بعباررةة أأخرىى غلة 
افة عواامل االإنتاجج (االعمل ووررأأسس االمالل) معا كنسبة االزیياددةة في االإنتاجج نتیيجة االزیياددةة في االحجم توضح 

بنفس االنسبة٬، وویيمكن االتمیيیيز بیين ثلاثث حالاتت لغلة االحجم:   

یياددةة في عناصر االإنتاجج االكلي مساوویية لنسبة االز نسبة االزیياددةة في االإنتاججإإذذاا كانت  :لحجم االثابتةأأ. غلة اا
٪ تؤدديي االى ززیياددةة االإنتاجج 10) بنسبة K) ووررأأسس االمالل (Lمثلا ززیياددةة كل من عنصريي االعمل (االمستخدمة٬، 

𝑄∆(٪ 10االكلي بـ  = ∆𝑃! ,∆𝑃!(.  

یياددةة في عناصر االإنتاجج االكلي أأكبر من نسبة االز بة االزیياددةة في االإنتاججنسإإذذاا كانت  :بب. غلة االحجم االمتزاایيدةة
٪ تؤدديي االى ززیياددةة االإنتاجج 10) بنسبة K) ووررأأسس االمالل (Lمثلا ززیياددةة كل من عنصريي االعمل (االمستخدمة٬، 

𝑄∆( ٪20االكلي بـ  > ∆𝑃! ,∆𝑃!(.  

كلي أأقل من نسبة االزیياددةة في عناصر اال نسبة االزیياددةة في االإنتاججإإذذاا كانت  جـ. غلة االحجم االمتناقصة:
يي االى ززیياددةة ٪ تؤدد10) بنسبة K) ووررأأسس االمالل (Lمثلا ززیياددةة كل من عنصريي االعمل ( ٬،االإنتاجج االمستخدمة

𝑄∆( ٪5االإنتاجج االكلي بـ  < ∆𝑃! ,∆𝑃!.(  

. تجانس االداالة:8  

االتجانس بمعرفة ررجة غلة االحجم رریياضیيا یيعتمد على مایيعرفف بالدوواالل االمتجانسة٬، حیيث تسمح دد تحدیيد
  ) إإذذاا تحققت االعلاقة االتالیية:nنوعیية غلة االحجم٬، وویيمكن االقولل أأنن دداالة االإنتاجج متجانسة من االدررجة (
f tL, tK = 𝑡!𝑓(𝐿,𝐾) 

حیيث:   
t :  ) عددد موجب ووھھھهو مقداارر مضاعفة عنصريي االإنتاججL,K(  

𝑡! :) مقداارر مضاعفة االإنتاجج االكليQ(  

n: ةددررجة تجانس االداال  

مقداارر الب )Qسوفف یيؤدديي االى مضاعفة االإنتاجج االكلي ( )t(مضاعفة عنصريي االإنتاجج بمقداارر  أأنن ووھھھهذاا یيعني
)𝑡! ٬، وویيمكن أأنن تأخذ(n  :االقیيم االتالیية  
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ü  n<1  أأيي أأنن  < 𝑡!t  بنفس االنسبة (ووھھھهو مایيعني أأنن مضاعفة عنصريي االإنتاججt یيترتب عنھه (
ووھھھهو ما یيمثل غلة االحجم االمتزاایيدةة.٬،  𝑡!!1 بنسبة أأكبر مضاعفة االإنتاجج االكلي  

ü n=1  أأيي أأنن  = 𝑡!t  عنصريي االإنتاجج  نسبة االزیياددةة فيووھھھهو مایيعني أأنن)t مساوویية لنسبة االزیياددةة (
.ثابتةووبالتالي غلة االحجم ٬،  𝑡!!1  االإنتاجج االكلي في   

ü n>1  أأيي أأنن  > 𝑡!t  نسبة االزیياددةة في عنصريي االإنتاجج (ووھھھهو مایيعني أأننt(  یيترتب عنھها ززیياددةة
.بالتالي غلة االحجم متناقصة٬، وو 𝑡!!1  بنسبة أأقل في  االإنتاجج االكلي  

وواالتي تنص على:  ”Euler“ ”أأوویيلر“ھھھهذاا وویيمكن االتأكد من تجانس االداالة من خلالل تحقیيقھها لمتطابقة   

Q = 𝑛𝑄 =
∂Q
𝜕𝐿

×L +   
𝜕𝑄
𝜕𝐾

×K 

: Cobb Douglassكوبب ددووغلاسس ددوواالل االإنتاجج . 9  

من أأشھهر االدوواالل االمتجانسة ددوواالل االإنتاجج كوبب ددووغلاسس وواالتي تأخد االشكل االتالي:   

Q = A𝐿!𝐾! 

حیيث:   

A :) معلمة كفاءةة االإنتاججA>0(  

β,α :بالنسبة لكل من االعمل ووررأأسس االمالل مروونة االإنتاجج  

αددررجة تجانس ھھھهذاا االنوعع من االدوواالل ھھھهو ( + β ووغلاسس یيعتمد فنوعع غلة االحجم في ددوواالل االكوبب دد)٬، وومنھه
αعلى قیيم ( + β:(  

ü   1إإذذاا كانت = α + β  فإنن غلة االحجم ثابتة  
ü  1إإذذاا كانت < α + β  متزاایيدةةفإنن غلة االحجم  
ü  1إإذذاا كانت > α + β  فإنن غلة االحجم متناقصة  

):1الل (ثم  
Q : االتالي من االشكل لتكن لدیينا دداالة االإنتاجج = 20KL − 15𝐾! − 4𝐿!  

؟تستنتجحددد ددررجة تجانس ھھھهذهه االداالة ووماذذاا  االمطلوبب:  

  ددررجة تجانس االداالة: االحل:

f tL, tK = 20 𝑡  𝐾 𝑡  𝐿 − 15 𝑡𝐾 ! − 4 𝑡𝐿 ! 
= 𝑡!20  𝐾𝐿 − 𝑡!15𝑘! − 𝑡!4𝐿!
= 𝑡!   20KL − 15𝐾! − 4𝐿!

=    𝑡!  𝑓 𝐿,𝐾 = 𝒕𝟐𝑸                            
    

 )Lووھھھهو مایيعني أأنن مضاعفة عنصريي االإنتاجج االعمل( )2ووعلیيھه فإنن االداالة متجانسة من االدررجة االثانیية (
).   !𝑡()٬، سوفف یيؤدديي االى مضاعفة االإنتاجج االكلي بالمقداارر t) بمقداارر االعددد (Kووررأأسس االمالل (  
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):2ثالل (م  
Q : االتالي من االشكل لتكن لدیينا دداالة االإنتاجج = LK + 3L!  

؟حددد ددررجة تجانس ھھھهذهه االداالة ووماذذاا تستنتج االمطلوبب:  

یيق قاعدةة االتجانس على االداالة: بتطب االحل:  

f tL, tK = tL tK + 3 tL ! 
          = 𝑡!𝐿𝐾 + 3𝑡!𝐿! 

                                    = 𝑡! 𝐿𝐾 + 3𝐿! = 𝒕𝟐𝑸 
ووغلة االحجم متزاایيدةة )2ووعلیيھه فالداالة متجانسة من االدررجة (  

 

 


