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نتاجج٬، خط االإنفاقق)میيزاانیية االإ (خطأأوو خط االتكلفة االمتساوویية: منحنى االتكلفة االمتساوویية . 3  

ھھھهو عباررةة عن مجموعة من االتولیيفاتت االمختلفة من عناصر االإنتاجج االتي یيكونن  خط االتكلفة االمتساوویية 
یيث أأنن: بإستطاعة االمؤسسة شراائھها في حدوودد االمیيزاانیية االمخصصة للإنتاجج  ووأأشعارر عواامل االإنتاجج ح  

𝐶𝑇 = 𝐿𝑃! + 𝐾𝑃! 

حیيث أأنن:  

 CT :االإنفاقق االإجمالي للمنت  

!٬𝐿𝑃، إإجمالي االمبلغ االمنفق على االعمل ھھھهو:  !𝑃) ھھھهو: Lسعر االوحدةة من عنصر االعمل (  

   !٬𝐾𝑃، إإجمالي االمبلغ االمنفق على ررأأسس االمالل ھھھهو:  !𝑃) ھھھهو:Lسعر االوحدةة من عنصر ررأأسس االمالل (

اا وویيمكننا االتعبیير عن معاددلة خط االتكالیيف االمتساوویية بالشكل االتالي: ھھھهذ  

𝐾 =
𝐶𝑇
𝑃!

− 𝐿
𝑃!
𝑃!

 

فبإمكانھه شرااء مامقدااررهه: إإذذاا قررر االمنتج إإنفاقق كامل میيزاانیيتھه على شرااء عنصر االعمل٬،  ♦  

𝐾 = 0   ⇒ 𝐿 =
𝐶𝑇
𝑃!

 

ر ررأأسس االمالل٬، فبإمكانھه شرااء مامقدااررهه:إإذذاا قررر االمنتج إإنفاقق كامل میيزاانیيتھه على شرااء عنص ♦  

𝐿 = 0   ⇒ 𝐾 =
𝐶𝑇
𝑃!

 

ووضعیياتت من االإنفاقق االإجمالي  3یيمكننا أأنن نمیيز بیين من خلالل االشكل االبیياني لمنحنى االناتج االمتساوويي 
للمنتج لأجل االحصولل على االكمیية االلاززمة لإنتاجج سلعة معیينة٬، ووتتمثل في:   

ü 𝐶𝑇 > 𝐿𝑃! + 𝐾𝑃!  أأددنى من االمیيزاانیية االمخصصة للإنتاجج ووتمثل االمنطقة ( لإنفاققااA(  حیيث
.خط االتكالیيف االمتساوویيةاالتولیيفاتت أأسفل   

 
خط االتكالیيف االمتساوویية  

ü   𝐶𝑇 = 𝐿𝑃! + 𝐾𝑃!   یيعاددللاالإنفاقق 
االتولیيفاتت  تقع االمیيزاانیية االمخصصة للإنتاجج حیيث

(خط  خط االتكالیيف االمتساوویية االإنتاجیية على
.االمیيزاانیية)  

ü 𝐶𝑇 < 𝐿𝑃! + 𝐾𝑃!  االإنفاقق أأكبر من
 )Bاالمیيزاانیية االمخصصة للإنتاجج ووتمثل االمنطقة (

نجد االتولیيفاتت االإنتاجیية تقع أأعلى من خط  حیيث
االتكالیيف االمتساوویية.  
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  :توااززنن االمنتج. 4

االى عندما یيصل االى أأقصى مستوىى إإنتاجج ووبأقل تكلفة ممكنة ووذذلك للوصولل یيكونن االمنتج في حالة توااززنن 
)٬، وویيمكننا تحقیيق ذذلك من خلالل:  L,Kاالتولیيفة االمثلى من عنصريي االإنتاجج (  

مستوىى عندما یينفق كامل االمیيزاانیية االمخصصة للإنتاجج مع حصولھه على أأقصى  االتوااززنن إإقتصاددیيا: . 1.4
إإنتاجج ممكن.   

ساوویية أأوو خط االتكلفة٬، عندما یيكونن منحنى االناتج االمتساوويي مماسا لمنحنى االتكلفة االمتاالتوااززنن بیيانیيا:   .2.4
أأيي عندما یيتساوويي میيل منحنى االناتج االمتساوويي مع میيل منحنى االتكالیيف االمتساوویية.   

 

𝑇𝑀𝑆𝑇!,!   =
−∆𝐾
∆𝐿

=
𝑃𝑚!

𝑃𝑚!
=
𝑃!
𝑃!

 

 

  االتوااززنن االبیياني للمنتج

أأوو  ما سلعةفي إإنتاجج  Kوو  Lتخدااماتت بافترااضض أأنن االمنتج یيعتمد على إإس.  االتوااززنن رریياضیيا أأوو جبریيا: 3.4
𝑄  تشكیيلة من االسلع٬، حیيث أأنن دداالة االإنتاجج:  = 𝑓  (𝐿,𝐾)  

L, K( :𝐶𝑇( حیيث یيتم إإنفاقھها على عنصريي االإنتاجج  CTوویيخصص االمیيزاانیية  = 𝐿𝑃! + 𝐾𝑃!    ووفي
ظظل أأسعارر عواامل االإنتاجج االسائدةة في االسوقق.   

االتكالیيف٬، ووحالة االتوااززنن في حالتیين: حالة تعظیيم االإنتاجج تحت قیيد   بناءاا على ماسبق یيمكننا تلخیيص شرووطط
تقلیيل االتكالیيف تحت قیيد االإنتاجج.  

أأوولا: في حالة تعظیيم االانتاجج تحت قیيد االتكالیيف  

:تصاغغ دداالة لاغراانج في ھھھهذهه االحالة على االنحو االتالي ططریيقة مضاعف لاغراانج:ستخداامم لحل بااا. 1  

𝓛 = 𝑄+ 𝜆(𝐶𝑇 − 𝐿𝑃! − 𝐾𝑃!) 

وویيتم حل االداالة بنفس االطریيقة االتي سبق ووددررسناھھھها في نظریية سلوكك االمستھهلك.   

1. االحل باستخداامم ططریيقة شرططي االتوااززنن:     
𝑃𝑚!

𝑃𝑚!
=
𝑃!
𝑃!
…………… . . (1)

𝐶𝑇 = 𝐿𝑃! + 𝐾𝑃! …… (2)
 

االمالل وواالیيد االعاملة٬، حیيث یيمكن االتعبیير  ررأأسس يیيعتمد على عامل )Xبإفترااضض أأنن إإنتاجج االسلعة (): 1مثالل (

𝑄            ھھھهذهه االعلاقة بالداالة االریياضیية االتالیية: عن = 𝑓   𝐿,𝐾 = 𝐿.𝐾  
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على  ٬2، 4ووحدةة نقدیية٬، أأما أأسعارر عواامل االإنتاجج فھهي  200تقدرر االمیيزاانیية االمخصصة لإنتاجج ھھھهذهه االسلعة بـ 
نسبة للیيد االعاملة ووررأأسس االمالل.االتواالي بال  

  :االمطلوبب

)؟Xمن تعظیيم مستوىى االإنتاجج للسعلة ( االمنتج ماھھھهي االتولیيفة االمثلى من عواامل االإنتاجج االتي تمكن .1  
  ؟اھھھهو مستوىى االإنتاجج االمواافق لھهذهه االتولیيفةم .2

): 1حل االمثالل (  

:ررأأسس االمالل وواالیيد االعاملة االتي تحقق أأعظم إإنتاججعنصريي االإنتاجج االمثلى من  االتوااززنیية تقدیير االتولیيفة. 1  

ç  .إستعمالل ططریيقة مضاعف لاغراانج: بأأ  

تعظیيم االإنتاجج تحت قیيد االتكالیيف  

Max  Q = L.K
S.T.    200 = 4L + 2K 

وویيتم صیياغة دداالة لاغراانج كالتالي:  

𝓛 = 𝐿.𝐾+ 𝜆(200 − 4𝐿 − 2𝐾) 

معدوومة:لكل متغیير  لھها  لتعظیيم ھھھهذهه االداالة لابد أأنن تكونن االمشتقاتت االجزئیية االأوولى  

𝜕𝓛
𝜕𝐿

=   0  ⇔   𝐾 − 4𝜆 = 0  ⇔   𝜆 =
𝐾
4
………………………… (1)  

𝜕𝓛
𝜕𝐾

=   0  ⇔   𝐿 − 2𝜆 = 0  ⇔   𝜆 =
𝐿
2
……………………… .… (2)  

𝜕𝓛
𝜕𝜆

=   0  ⇔ 200 − 4𝐿 − 2𝐾 = 0…………… .…………… . . . (3) 

!            :                 نجد) 2(وو ) 1(بالمساووااةة بیين 
!
= !

!
⇒ 𝐾 = 2𝐿  ……   (4)  

:)3(في االمعاددلة ) 4(ثم نعوضض   

200 − 4𝐿 − 2𝐾 = 0  ⇔ 200 − 4𝐿 − 2.2𝐿 = 0 ⇒ 200 − 8𝐿 = 0 ⇒ 𝑳 = 𝟐𝟓 

𝐾فنجد: ) 4(االمعاددلة  في Lنعوضض قیيمة  = 2𝐿 ⇒ 𝐾 = 2.25 ⇒ 𝑲 = 𝟓𝟎  

في حدوودد االمیيزاانیية االمخصصة  أأعظم إإنتاجج ممكن للمنتجاالتي تحقق  كمیياتت عواامل االإنتاججووبالتالي فإنن 
ررأأسس ووحدةة   50وو )Lعمل (ووحدةة  25تتمثل في  ووفي ظظل أأسعارر عواامل االإنتاجج االسائدةة في االسوققلذلك 
  . )Kمالل (
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ç :بب. بإستعمالل ططریيقة شرططي االتوااززنن        Q = L.K  

𝑃𝑚!

𝑃𝑚!
=
𝑃!
𝑃!
…………… . . (1)

𝐶𝑇 = 𝐿𝑃! + 𝐾𝑃! …… (2)
⇔

𝐾
𝐿 =

4
2………………… (1)

200 = 4𝐿− 2𝐾……… 2
 

قق من شرطط تساوويي تحلعمل ثم نقومم بالووعامل اا ررأأسس االمالل نقومم بحسابب لإنتاجیية  االحدیية بالنسبة لعامل
:نیيسعراال نسبة االحدیية بالنسبة لعامل ررأأسس االمالل وواالیيد االعاملة االىنسبة االإنتاجیية   

!𝑃𝑚                                     :االحدیية بالنسبة لعامل ررأأسس االماللاالإنتاجیية  =
!𝑄
!"
= 𝐿  

!𝑃𝑚                                           االإنتاجیية االحدیية بالنسبة لعامل االعمل: =
!𝑄
!"
= 𝐾  

ووأأسعارر عواامل االإنتاجج في االشرطط االضروورريي للتوااززنن نحصل على االمعاددلة بتعویيض االنوااتج االحدیية   
!!!                                             االتالیية:

!!!
= !!

!!
⟺ !

!
= !

!
⇔ 𝐾 = 2𝐿    ………… (3)  

𝐶𝑇  ) في معاددلة االإنفاقق :3بتعویيض ( = 𝐿𝑃! + 𝐾𝑃!  

200 = 4𝐿 − 2𝐾 = 0  ⇔ 200 = 4𝐿 − 2.2𝐿 = 0 ⇒ 200 = 8𝐿 = 0 ⇒ 𝑳 = 𝟐𝟓 

𝐾فنجد: ) 3(االمعاددلة  في Lنعوضض قیيمة  = 2𝐿 ⇒ 𝐾 = 2×25 ⇒ 𝑲 = 𝟓𝟎  

  50) ووLةة عمل (ووحد 25ووبالتالي فإنن كمیياتت عواامل االإنتاجج االتي تحقق أأعظم إإنتاجج ممكن للمنتج ھھھهي 
  . )Kووحدةة ررأأسس مالل (

مستوىى االإنتاجج االأمثل االمواافق لھهذهه االتولیيفة: . 2  

Q = L.K = 25×50 =  ووحدةة  1250


