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Série 2: Applications linéaires

Exercice 1.
Soit Papplication f : R* — R? définie pour tout u = (z,y, z,t) € R?* par :

fle,y,2,t) = (x+y,z+t,o+y+2+1)

1. Montrer que f est une application linéaire.
2. Déterminer une base de ker(f).
3. Déterminer une base de Im(f).

Exercice 2.

Soit u : R3 — R3 lapplication définie par:

u(x1, o, x3) = (=221 + 4o + 4y, —x1 + T3, —2171 + 429 + 423)

1. Montrer que u est linéaire.
2. Déterminer une base de ker(u) et une base de Im(u).
3. A-t-on ker(u) & Im(u) = R® ?
Exercice 3.
Soit 3 = (ey, e, e3) la base canonique de R3
Soit v un endomorphisme de R? défini par :

u(er) =2e; +eg+3e3; ul(ey) =es —3es;  u(ez) = —2ey + 2e;

1. Soit = (1, T2, v3) € R? un vecteur.
Déterminer 'image par u du vecteur z. (Calculer u(x) ).
2. Soient F = {x € R®,u(z) =2z} et F = {z € R u(z) = —z}
Montrer que E et F sont des sous-espaces vectoriels de R3.
3. Déterminer une base de E et une base de F'.
4. Yatil E®@ F=R37?
Exercice 4.
Soit (ey, 2, e3) la base canonique de R?
Soit f : R® — R? 'application linéaire telle que :

1 2 2 1
f (61) = —561 + 562 + 563 = 5 (—61 + 262 + 263) s
2 1 2 1
f (62) = 561 — §€2 + g@g = § (261 — €9 + 265) et
2 2 1
f (63) = 561 + 562 - 563 = g (261 + 262 - 63)




Soient E_y = {u € R*| f(u) = —u} et By = {u e R*| f(u) = u}.

Montrer que F_; et E; sont des sous-espaces vectoriels de R?.

Montrer que e; — e5 et e; — e3 appartiennent a E_; et que e; + es + e3 appartient a F.
Que peut-on en déduire sur les dimensions de E_; et de E; ?

Déterminer £_; N Ej.

At-on B & FE, =R??

6. Calculer f2 = f o f et en déduire que f est bijective et déterminer f~1.

O WD =

Exercice 5.
Soit 3 = (ey, e3) la base canonique de R2. Soit u un endomorphisme de R? tel que u (e;) = e;+e
et tel que dim(ker(u)) =1
1. Déterminer u (e3) en fonction d’'un parametre a € R.
2. Déterminer I'image d’un vecteur « = (1, 22) € R en fonction de a.
3. Déterminer une base du noyau de ker(u).
Exercice 6 .
Soit f : R* — R I'application définie pour tout z = (1, Te, 73, 24) € R?* par

f($)2$1+1'2+$3+$4

On appelle 3 = (e, e, €3, ¢4) la base canonique de R*.
1. Calculer les images des vecteurs de la base canonique par f. En déduire la dimension de

2. Déterminer la dimension de ker(f) et en donner une base.

Exercice 7.

Soit f : E — F une application linéaire
Montrer que:

ker(f) nim(f) = f (ker (f?)).
Exercice 8.
Soit u un endomorphisme de E un espace vectoriel.
1. Montrer que ker(u) C ker (u?).
2. Montrer que I'm (u?) C Im(u).

Exercice 9.

Soit u un endomorphisme de E, un espace vectoriel.
Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes
(i) ker(u) Nim(u) = {0g}.

(ii) ker(u) = ker(uou).




Solutions

Exercice 1.

1. Soient u = (x,y, z,t) et v’ = (2/, 1/, 2/, ') deux vecteurs de R*. Soient A et \' deux réels.

Au+ Nu' =Nz, y,z,t) + N (2, ¢, 2 t) = De+ N,y + Ny, e + N2/ M+ Nt

donc

fQu+XNu) = f(Aa+ N, Ay + Ny, Az + N2/ e+ N't)
=N +XN2')+ Ay +NY), Az + N2+ (M +N), (A + XNa') + Ay + NY)
+ Az + N2+ (At + X'T)
=Ne4+y)+N@+¢), Az+t) +NE +) M +y+2z+1)
FN (2" +y + 2+ 1)
=Nr+y,z+te+y+z+t)+N@ +y, 7+ +y + 2 +t)
= Af(u) + Af ()

f est linéaire.

On a:

u € ker(f) < f(u) = Ogs
& (r+y,z+t,r+y+z+1t)=(0,0,0,0)

r+y=0
& z+1t=0
r+y+z+t=0
y=-—x
& . su=(x,—z,z,—2z)=2x(1,-1,0,0) + 2(0,0,1, 1) .
=—z
On pose a = (1,—1,0,0) et b = (0,0,1,—1), a et b engendrent ker(f), d’autre part ces
vecteurs ne sont pas proportionnels, ils forment donc une famille libre, finalement (a, b) est une
base de ker (f).

3. Premiere méthode

Im(f) = Vect (f(er), f(e2), [ (es), [ (es))
flen) = (1,0,1); f (e2) = (1,0,1); f (es) = (0,1, 1); f (ea) = (0,1, 1).

Comme f (e1) = f (e2) et f(es) = [ (e4)
Im(f) =Vect(f(e1),f (e3))

f (e1) et f (e3) ne sont pas proportionnels, ils forment une famille libre, comme cette famille

est génératrice de Im(f), c’est une base de Im(f).
Deuxieme méthode




D’apres le théoreme du rang

dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim (R")
& 2+ dim(Im(f)) =4 < dim(Im(f)) = 2.

Ensuite on cherche deux vecteurs non proportionnels de Im(f), par exemple f (e1) et f (e3),
ils forment une famille libre dans un espace de dimension 2, ¢’est une base.
Exercice 2.

1. Soient x = (x1,x9, x3) et y = (y1,v2,y3) deux vecteurs de R>. Soient \ et p deux réels.

Az + py = (Azy + pyr, Ao + iy, \os + f1ys)
u(Ar + py) = (=2 (Azy + pyr) + 4 (Azz + py2) + 4 (Axs + pys) , — (Azr + )
+Azs + pys, =2 (Azy + pyr) + 4 (Az2 + pye) + 4 (Azs + pys))
= (N[—2x1 + 4xo + das] + p[—2y1 + dys + ys] , A [—21 + 23]
[y +ys], N[220 4 4wy + das] + p[2y1 + 4ye + ys))
= AN (—2x1 + 4xo + a3, —11 + X3, 221 + 429 + 423)
+u (=2y1 + dyo + dys, —y1 + Y3, —2y1 + 4yo + 4dys) = u(z) + pu(y).
Donc wu est linéaire.
T
2. Soit © = (21, x9,x3) € ker(u) et X = | x5 | ses coordonnées dans la base canonique.

xs

—X1 +2.l’2 +2$3 =0

Tr1 = I3

r € ker(u)e ¢ —z1+w3=0
—21‘1 + 41’2 + 41’3 =0

2[L‘2—|—l‘3:0 N xgz—%l‘g
Tr1 = I3 Tr1 = I3
1 x
r = (333,—51'3,1'3) = 53(2,—1,2)

a=(2,—1,2) = 2e; — ey + 2e3 est un vecteur non nul qui engendre ker (u), c’est une base de
ker (u).

_2x1+4$2+43§’3 =0 {

Im(u) = Vect (u(er),u(e2),u(es))
D’apres le théoreme du rang,
dim(ker(u)) + dim(Im(u)) = dim (R?)
& 1+ dim(Im(u)) =3 < dim(Im(u)) = 2
u(e;) = —2e; —eg—2e3 = (—2,—1,—2) et u(eg) = de; +4ez = (4,0,4), ces deux vecteurs ne

sont pas proportionnels; ils forment une famille libre de I'm(u) qui est de dimension 2, (u (e1) , u (e2))

est une base de I'm(u).




3. ker(u) ® Im(u) = R®* < (a,u(er),u(es)) est une base de R3.
Il est presque évident que
u(er) +u(ez) = a.

Sinon on calcule aa + Pu (e1) + yu (e3) = Ogs et on s’apergoit que a« = 1,5 = —1l et v = —1
est une solution non nulle.

(a,u(e1),u(ez)) n'est pas une base, donc on n’a pas ker(u) ® I'm(u) = R3
Exercice 3.

1.
u(r) = urie; + waep + x363 = T1U (€1) + Tou (€2) + T3U (€3)

= 21 (2e1 + eg + 3e3) + 2 (€2 — 3es) + x3 (—2ez + 2e3)
= 2w1e1 + (x1 + xo — 2x3) €9 + (3x1 — 329 + 2x3) €3
= (2x1, 21 + x9 — 223,311 — 329 + 223) .
2. f(OR:s) =0p3 =2X0ps = 0ps € K
Soient z et y deux vecteurs de E, alors u(z) = 2z et u(y) = 2y
Soient A et p deux réels

u(Az + py) = Mu(z) + puly) = A(27) + p(2y) = 2(Az + py).

Donc Az + uy € E et E est un sous-espace-vectoriel de R3

f (O]Rs) = 0Ops = —0Ops = Ops € F

Soient = et y deux vecteurs de F, alors u(z) = —z et u(y) = —y
Soient A et p deux réels

u(Az + py) = Au(@) + puy) = M—=z) + p(=y) = —(Az + py).

Donc Az + uy € F et F est un sous-espace-vectoriel de R3.

3.
r € FE s ulxr) =2r < (21,11 + 9 — 223, 3% — 329 + 223) = 2 (21, T2, T3)

2331 = 2.171 I 4 0
X XTog — 4x3 = 1 =2
= .1'14—1'2—21’3:23}2 = ! > ’ = ! 2
3$1—3$2:O .T3:0.
3r1 — 3T9 + 223 = 273

Donc 2 = (1,21, 23) = 21(1,1,0) = 21 (€1 + €2) .
e1 + €3 # Ogs, il s’agit d'une base de E.

r € F s ulr)=—x< (2r1,31) — 29,321 — 329 + 223) = — (11, T2, T3)
25(]1 = —T
{L‘1—|—25L‘2—2$3:O ZL’1:0
54 Ty + x93 — 223 = —T9 <~ ~
3r1 —3x2+ 323 =0 Ty = T3.

31’1 — 3.’132 + 2333 = —T3

Donc z = (0, z3,z3) = x3(0,1,1) = x3 (e2 + €3) .
es + e3 # Ogs, il s’agit d’'une base de F.




dim(E) +dim(F)=1+4+1=2.
Donc il n’y a pas somme directe.

Exercice 4.

1. Soient u,u’ deux vecteurs de E_j, alors f(u) = —u et f (u') = —u'. Soient A\, \ deux réels.
FQu+Nu)=Af(u) + Nf @) =M~u)+ (=) == Qu+ \Nu).

La premiere égalité car f est linéaire, la seconde car u et v’ sont dans E_1,
La troisiéme montre que \u + \Nu' € E_;

f (OR3) - ORS - _0R3-

La premiere égalité car I'image du vecteur nul par une application linéaire est toujours le

vecteur nul, la seconde égalité montre que Ors € E_;.
E_, est un sous-espace vectoriel de R3.
Soient u,u’ deux vecteurs de Ey, alors f(u) =wu et f(u') =u'. Soient A\, N deux réels.

fFOu+Nu)=Af(u) + Nf (W) =Au+ M.

La premicre égalité car f est linéaire, la seconde car u et u' sont dans £,
La seconde montre que Au + \Nu' € E;

f (ORZS) = O]RB.

La premiere égalité car I'image du vecteur nul par une application linéaire est toujours le

vecteur nul, cela montre aussi que Ogs € Fj.
E, est un sous-espace vectoriel de R3.
2.

fler—e) = fle)— fl(e2)

12 2 2 1,2
= ——e;t-egt-e3— | zep— et e
3t T3 tg o \3tt 32T g

= —ep+e=—(e1—e).

Donc ey —ey € E_4.

fler—e3) = fle)— fl(es)
_o1lo2 2 (2 2]
= 361 362 363 361 362 363

= —e1te3=—(e1—e3).




Donc ey —e3 € E_.

fleitextes) = fler)+ flea)+ fes)

2 1 2 2 2 1
= —=€1 + —€9 + —€3 + —€1 — —€2 + —€3 + —€1 + —€9 — —€3

3 3 3 3 3 3 3 3 3
= €1+ e+ e3.

Donc e; +e3 4+ e3 € Ej.

3. Les vecteurs e; — ey et e; — e3 ne sont pas proportionnels, ils forment une famille de £_,
donc la dimension de E; est supérieur ou égal a 2.

FE; a un vecteur non nul, donc sa dimension est supérieur ou égal a 1 .

4. Soit u € E_1NEy, f(u) = —u et f(u) =u donc —u = u, ce qui signifie que le seul vecteur
de E_iN FEj est le vecteur nul.

E NE = {ORs}.

5.
dim (E_1 + El) = dim (E_l) + dim (E1) — dim (E_1 N El)
= dim(E_1)+dim(E,)>2+1=3.
Comme
E .+ F, C R3.
On a
dim (E_1 + El) S 3.
Finalement

dim (E_y + Ey) = 3.

Remarque : cela entraine que dim (E_;) =2 et dim (E;) =1
L’intersection de ces sous-espaces vectoriels étant réduit au vecteur nul on a

E & E, =R

6. On peut calculer f2(e;), f? (e2) et f?(e3) pour s’apercevoir que ces vecteurs valent re-
spectivement eq, eg et e3. Mais c’est long.

Autre méthode

D’apres la question précédente (e; — ey, e; — €3, €1 + €9 + e3) est une base de R3.

(Une base de E_; collée & une base de E; donne une base de R? si et seulement si E_; ® | =
R3 ). Tous les vecteurs de R? s’écrive de maniere unique comme une combinaison linéaire de
ces trois vecteurs, il suffit de montrer que f2 (e; —e3) = €1 — e, f2(e1 — e3) = e1 — e3 et que
fPer+ex+e3) =€ +es+es

La, j’ai fait long, en fait il suffit de montrer les égalités ci-dessous

fPlaa—e) = f(fler—e)) = f(—(e1—e))

= —f(€1—€2)=—(—(61—62))261—62
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Care; —ey € E_y.
fPler—es) = f(f(er—es))=f(—(ex—es))
= —fler—e3)=—(—(e1—e€3)) =e1—e3

Care; —es € B_;.

fPleat+estes) = f(f(ex+ex+es))
= f(€1+62+63):€1—|—€2+€3

Car e; + ey +e3 € Ej.

Par conséquent f? = idps.

Cela montre que f~! = f et que f est bijective.
Exercice 5.
1. D’apres le théoreme du rang

dim(ker(u)) + dim(Im(u)) = dim (R?)
& dim(Im(u)=2—-1=1.

Par conséquent u (e;) et u (eg) sont proportionnels et alors

u(ez) = au(e) = aey + aes.

2.
w(x) = u(zier + x2e2) = z1u(e1) + zou (e2)
= x1(e1+ex) +a(zer + xoen) = (r1 + axs) eq + (xe + axs) o
= (21 + axg, x2 + axy) .
3.

u(es) = aul(e)) < u(ex) —au(er) = Oge

< u(ex — aep) = Ope.

ey — aep est un vecteur non nul de ker(u) et ker(u) est une droite, donc il s’agit d’une base

de ker(u).
Exercice 6.
1.

fler)=flex) = fles) = fles) =1
Donc

Im(f) ={1} et dim(im(f)) = 1.
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2. D’apres le théoreme du rang

dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim (R*) < dim(ker(f)) = 3,
r = (21,29, x3,24) € ker(f) & v = (—x9 — X3 — T4, To, T3, T4)
= 25(—~1,1,0,0) + 23(—1,0,1,0) + 24(—1,0,0, 1).

On pose a = (—1,1,0,0),b = (—1,0,1,0) et ¢ = (—1,0,0,1).

(a,b,c) est une famille génératrice de ker(f) avec trois vecteurs et dim(ker(f)) = 3 donc
(a, b, c) est une base de ker(f).
Exercice 7.
Soit y € ker(f) Nim(f), il existe x € E tel que y = f(x), et f(y) = 0g

Donc f?(x) = f(f(z)) = f(y) = 0g donc x € ker (f?), comme y = f(z),y € f (ker (f*)) On
a montré que

ker(f) Nim(f) C f (ker (f?))
Soit y € f (ker (f?)), il existe x € ker (f?) tel que y = f(z), ce qui montre que y € Im(f) et
comme

fly) = f(f(z)) = f*(z) = 0p

on ay € ker(f)
On a montré que

f (ker (f2)) € ker(f) nim(f)
Et donc

ker(f) nim(f) = f (ker (f?)).

Exercice 8.
1. Soit z € ker(u),u(x) = 0g, donc v?*(x) = u(u(z)) = u (0g) = O donc x € ker (u?), ce qui
montre que

ker(u) C ker (u®) .

2. Soit y € im (u?), il existe x € E tel que y = u?(z) = u(u(x)), autrement dit il existe
' = u(x) tel que y = u (2'), ce qui montre que y € im(u).
Exercice 9.
Supposons que ker(u) Nim(u) = {Og} et montrons que ker(u) = ker(u o u)

Si x € ker(u) alors u(z) = 0g alors u(u(z)) = u(0g) = Og alors x € ker(uou)

Cela montre que ker(u) C ker(u o u)

Si x € ker(uou) alors u(u(x)) = Og, on pose y = u(x) € Im(u) et comme u(y) = Og,y €
ker(u)N im(u), d’apres (i) y = Og et donc u(x) = 0 ce qui signifie que x € ker(u)

Cela montre que ker(uou) C ker(u) et finalement ker(u) = ker(u o u)

Supposons que ker(u) = ker(u o u) et montrons que ker(u) N Im(u) = {0g}
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Soit y € ker(u) N Im(u), il existe z € F tel que y = u(z) et u(y) = Og, cela entraine que
u(u(z)) = O, autrement dit = € ker(u o u), d’apres (i) x € ker(u) donc y = u(x) = Og, cela
montre bien que

ker(u) Nim(u) = {0g}.
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