CHAPITRE 2

APPLICATIONS LINEAIRES

En algebre linéaire, on s’intéresse aux applications qui préservent la structure d’espace
vectoriel, c’est-a-dire, les applications d’un espace vectoriel dans un autre qui préservent les
combinaisons linéaires. Dans ce chapitre, qui est un peu 'axe de tout le reste du document,

nous allons donner essentiellement les définitions et les résultats elémentaires de base.
Les notions abordées dans ce chapitre sont :
— Définitions : Application linéaire, Noyau, image et rang d’une application linéaire.
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Définitions Chapitre 2. Applications linéaires

2.1 Définitions

Definition 2.1 Soient E et E' deux espaces vectoriels sur le méme corps k et f une application
de E dans E'. On dit que f est linéaire, si :

1. flo4+w) = f(v)+ f(w), Yo,w € E,

2. f(hw) =Af(v),Yv € B,V € k.

L’ensemble des applications linéaires de E dans E' est noté Lyx(E, E') ou, plus simplement,
L(E,E").

Si une application linéaire f de E dans E (méme espace de d “epart et d’arrivée). on dit que f
est un endomorphisme de E. L’ensemble des endomorphismes de E est noté Endy(E) ou, plus
simplement End(E).

St une application linéaire f est bijective, on dit que f est un isomorphisme d’espaces vecto-

riels.

Remarque 2.1 1. Si f est linéaire, on a : f(0) = 0. Il suffit de faire A\ = 0 dans f(\x) =
2. D’apres 1) et 2), une application f : E — E' est linéaire, si et seulement si, pour tout

A €k et pour tout x,y € E, on a

fQz +y) =Af(z) + f(y).
Exemple 2.1 Soient E un k-espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel de E. On appelle
injection canonique de F' dans E, l'application 1 : F' — E définie par,
Ve e F, i(z) =,
Alors i est une application linéaire.
Exemple 2.2
f: R3 — R?
(C(],y,Z) = (25(]+y,y—2>,
est une application linéaire.
Siv=(x,y,2) et w=(2',y/,2'), on a:
flotw) = fla+a'y+y,2+2)
CE+a)+y+y) y+y —2—27)
2r+y,y—2z2)+ 22 +y,y —2)
f)+ f(w),
f Az, Ay, Az)
= (2\z + Ay, Ay — Az2)
= AN2x+y,y—2)
= A (v).

f(2w)
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Définitions Chapitre 2. Applications linéaires

Comme on peut s’en rendre compte par cet exemple, la linéarité de f tient au fait que les
composantes z,y, z dans 'espace d’arrivée (ici R?) apparaissent toutes & la puissance 1. plus
précisément chaque composante dans I'espace d’arrivée est un polynome homogene de degré 1

en x,y, z. Nous verrons cela d’'une maniere plus précise dans la suite.
Ainsi, par exemple, I'application

fiOR S R
(I,y,Z) = (x2—y,y+z)

n’est pas linéaire (ni 1), ni 2) de la définition 2.1 ne sont satisfaites a cause du terme au carré).

Exemple 2.3 Soient C([0,1],R) et C'([0, 1], R) les espaces vectoriels des applications f : [0,1] —

R respectivement continues et continues a dérivée continue. L’application :

D: CY[0,1],R) — C([0,1],R)
f — f

est une application linéaire, puisque :

D(f+g) = (f+9)'=f+9¢ =Df+Dg
D) = (Af) =Af

siA€ER, et fetgeC(0,1],R).
Exemple 2.4 Soit vy # O un vecteur de E, l'application translation définie par

t: EF — FE
v o= v+

n'est pas linéaire (noter, par exemple, que : t(0) = vy # O ).

Exemple 2.5 Soient E un k-espace vectoriel de dimension finie n et (eq,es, ..., e,) une base
de E. Alors lapplication f définie par,
t: k"™ — E
(@1, ey an) = flag, . an) = D00 e

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. On en déduit donc que tout k-espace vectoriel de

dimension finie n est isomorphe a k".

Proposition 2.1 i) Soient E, F' et G trois espaces vectoriels sur le méme corpsk. f: E — F

et g F'— G deux applications linéaires. Alors g o f est une application linéaire.
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Définitions Chapitre 2. Applications linéaires

it) Soit f : £ — F un isomorphisme d’espaces vectoriels, alors f~! : F' — FE est aussi un
isomorphisme d’espaces vectoriels.
ii1) Deux espaces vectoriels de dimension finie et de méme dimension sont isomorphes.

Preuve. i) Soient x € F,y € F et o € k, alors on a

(go f)x+y)=g(f(z+y))
=g(f(z) + f(y)) (car f est lindaire )
=g(f(x))+g(f(y)) (car g est linéaire )
= (go f)(@)+ (g0 f)y).

On a aussi

(g0 f)lax) = g(f(ox)
= g(af(z)
= ag(f(z)
=a(gof)

)
) (car f est linéaire )
) (car g est lincaire )
().

Donc g o f est linéaire.

i1) Supposons que f : E — F est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Soient x € F,y € F
et a € k. Soient a € F et b € E, tels que f(a) =z et f(b) =y. Comme f est linéaire, alors on
a f(a+b) =z +y, donc on atra

flat+y)=Ff(fla+b) =a+b=f"(2)+f ()

On a aussi
fHax) = fH(af(a)) = f(f(aa)) = aa = af (z).
Donc f~! est lincaire.
i7i) Soient E et F' deux espaces vectoricls de méme dimension n, alors d’apres I'exemple
précédent, F et F' sont isomorphes a k™. Donc si ¢ : F — k™ et ¢ : I — k" sont deux
isomorphismes d’espaces vectoriels, alors V"' o ¢ : E — F est un isomorphisme d’espaces

vectoriel. O

Proposition 2.2 Soient E et E' deux k-espaces vectoriels. Pour f et g deux éléments de
Ly(E, E") et pour a élément de k, on définie f + g et - f, par

Vee B, (f+9)(x)=fx)+g(x) et (a- f)(z) =a- f(z)

Alors (Ly(E, E'),+,-) est un k-espace vectoriel.

Preuve. 1l suffit de vérifier que Ly(E, E’) est un sous-espace vectoriel de E'F le k-cspace

vectoriel de toutes les applications de E vers E'. O
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Noyau, image et rang Chapitre 2. Applications linéaires

Théoréeme 2.1 Soient E et E' deuz k-espaces vectoriels de dimension finie. Alors Ly(E, E')

est de dimension finie et on a

dim (Lg(E, E')) = dim(E) x dim(E).

Preuve. Soient m = dim(F),n = dim(E’), (e1,ea,...,€y,) une base de E et (e],¢€5,...,€))

une base de E'. Pour (7,7) € N,,, x N,,, ot pour tout p € N*, on pose N, = {1,2,...,p}, on
définit I’application f;; : E — E' par,

Vee B, fij(x)=uxe, ouz= ijej.
j=1
Alors, B ={f;; : (i,5) € N, x N,,} forme une base de Li(E, E’). En effet,

Soit f € Lx(E, E'), alors pour chaque j € N,,, on a f(e;) = > 1" ayjel.

Donc pour tout z € E avec z = Z;n:l

f(z) = Z%’f (ej) = Z%’ (Z %BQ)
=Y aymie =Y > aifis(w).

i=1 j=1 i=1 j=1

Zj€j, O a

Donc B est une partie génératrice finie de Ly (E, E').
Il est facile de vérifier que B est une partie libre, en remarquant que

e, sik=j
Vk € Nm, fij (Gk) =
0 sik#7.
Card(B) = Card (N,,, x N,;) = m x n, donc dim (Lg(E, E')) = m x n. O

2.2 Noyau, image et rang

Proposition 2.3 Soient E et F deux k-espaces vectoriels et f . E — F une application
linéaire. Alors,
i) Limage par f d’un sous-espace vectoriel de E est un sous-espace vectoriel de F. En par-

ticulier, f(E) est un sous-espace vectoriel de F', appelé image de f et noté Im f. Sa dimension

est appelée rang de f et est notée
rg f=dim (Im f).
i1) L’image réciproque par f d’un sous-espace vectoriel de F' est un sous-espace vectoriel de

E. En particulier, f~' ({0r}) est un sousespace vectoriel de E, appelé noyau de f et noté ker(f).
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Preuve. i) Soit A un sous-espace vectoriel de E. Alors, f(A) # 0, car 0 = f(0g), donc

OF € f(A).
SireA,yec Aeta€e K,on a

f@) + fy) = fle+y) et a- flz) = fla- ).

Comme x+y € Aet a-x € A, alors f(z) + f(y) € f(A) et a- f(x) € f(A).

ii) Soit, maintenant, B un sous-espace vectoriel de F. Alors f~'(B) # 0, car f (0g) = O et
0r € B, donc 0g € f~1(B).

Size fYB),y € f/1Y(B) et aec K, alors on a f(z) € B et f(y) € B et comme B est
un sous-espace vectoriel de F' et f linéaire, alors f(x +y) € f(B) et f(a-z) € f(B), donc
r+y€ fYB)et a -z € f7Y(B). Rappelons que

z€ f(B) < f(2) € B.
m

Remarque 2.2 Soient E et F deuxr k-espaces vectoriels et f : E — F une application

linéaire. Alors

ker(f) ={z € E: f(z) =0p}
x € ker(f) <= f(z) = 0p.

Imf ={f(x): 2z € E}
yelmf <= 3Jr e E:y= f(z).

Proposition 2.4 Soient E et F deux k-espaces vectoriels et f : E — F une application
linéaire. Alors

i) f est injetive <= ker(f) = {0g}.

i1) f est surjetive <= Im f = F.

Preuve. i) =) Supposons que f est injective et soit « € ker(f). On a f(z) = O et comme
f est linéaire, alors f (0g) = Op, donc f(z) = f(0g) et puisque f est injective, alors x = Op.
Ainsi, ker(f) = {0g}.

<=) Supposons que ker(f) = {0g}.

Soient x € F et y € E, tels que f(x) = f(y), a-t-on z = y?

Comme f est linéaire et f(x) = f(y), alors on a f(z —y) = O, donc x — y € ker(f), puis
comme ker(f) = {0}, alors on s z = y et par suite, f est injective.

ii) Trivial, car une application f : E — F est surjective, si et seulement si, f(E) = F. O
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Noyau, image et rang Chapitre 2. Applications linéaires

Exemple 2.6 Soit :

D. Rlz] — R[z]
P = P

Le noyau de D est formé par les polynomes constants. D’autre part, Im D = R[z], car si

P e R[z],Q(z) := [, P(t)dt est un polynome et on a Q' = P c¢’est-a-dire DQ = P.

Exemple 2.7 Soit :

¥=x+4+y—=z
fiR — R3¥z,y,2) — (2/,y,2) ou: y =2x+y— 32
2= 3w+ 2y —4z.

Ker f est 'ensemble des triplets (z,y, 2) € R? qui vérifient le systeme :

r+y—z2=0
20 +y—32=0
3r+ 2y —4z = 0.

On trouve facilement x = 2\,y = —\, 2z = X\; c’est-a~-dire Ker f est la droite vectorielle
engendrée par le vecteur (2,—1,1).

Pour ce qui est de Im f, on a :

(2',y',2') € Im f, si et seulement si, il existe (x,y, z) € R? vérifiant le systeme :

{r+y—z=22x+y—32=¢y3x+2y — 42 =~

Il s’agit donc de savoir pour quelles valeurs de z’,y’, 2" ce systéme est compatible. En

échelonnant, on trouve :

r+y—z=ua r—y—z=2a
—y—z=y 20 =< y+z2=21" -1
—y—z=2z —37 20" — ' + 2 — 32 =0,

la condition de compatibilité est 22" — ¢/ + 2’ — 32’ = 0 c’est-a-dire ' + 3’ — 2/ = 0. L’image
de f est donc le plan de R?® d’équation 2’ + 1y — 2/ = 0.
Proposition 2.5 Soit f € L(E, E') et {v;},.; une famille de vecteurs de E.

1. Si f est injective et la famille de E {v;},.; est libre, alors la famille {f (v;)};o; de E' est

libre.
2. Si f est surjective et la famille {v;},.; est génératrice de E alors la famille { f (v;)},c, est

génératrice de E'.

En particulier si f est bijective l'image d’une base de E est une base de E'.
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Noyau, image et rang Chapitre 2. Applications linéaires

Preuve. 1. Supposons la famille {v;},.; libre et soit f injective. Pour toute famille extraite
{val, e ,an}, la relation
A f (qu) +ot )‘qf (vaq) =0

implique f ()\1”0&1 + -4 )\qvaq) = 0, c’est-a-dire \va, + -+ + Ao, € Ker f. Or Ker f = {0},
donc

AUy + 0+ Ao, = 0

et puisque la famille {v;},.; est libre, on a Ay = 0,...,A; = 0. Donc la famille {f (v;)},., est
libre.2. Soit y € E’ quelconque; puisque f est surjective, il existe x € F tel que y = f(x).

D’autre part la famille {v;},.; est génératrice, donc x est de la forme
T = AMUsy + 0+ Apla,

d’ott: f(x) = A f (Vay)+- -+ Apf (va,) -y est donc combinaison linéaire d’éléments de la famille
{f (vi)},c; et, puisquil est choisi arbitrairement dans E’, la famille {f (v;)},.; est génératrice.

|

Théoreme 2.2 Deux espaces vectoriels de dimension finie sont isomorphes, si et seulement si,
ils ont méme dimension.

Preuve. En effet, ¢l existe un isomorphisme f : £ — E’, I'image par f d'une base de
E est une base de E’, donc E et E' ont méme dimension. Réciproquement, supposons que
dim £ = dim E’ et soient {ey,...,e,},{€],...,€e/,} deux bases respectivement de F et E'.
Considérons 'application f : E — E’ construite de la maniere suivante :

-pour k=1,...,non pose : f(ex) = €};

-six =3 ,_ xper on pose : f(x) = 1 xpf(er) =D p i Tr€l,
(en d’autres termes, on définit f sur la base de E et on la prolonge par linéarité sur F

tout entier). On vérifie facilement que f est linéaire et bijective (la vérification est laissée en

exercice). O

Remarque 2.3 Comme on le voit de la démonstration, lisomorphisme de E sur E' dépend

du choiz des bases dans E et dans E’ et en général il n’y a pas d’isomorphisme canonique.

Proposition 2.6 Soient E et F' deuxr K-espaces vectoriels et f : E — F une appligation

linéaire. Alors

a) Pour tout sous-espace vectoriel G de F, on a

FHA(G)) = G +ker(f).

b) f est injective, si et seulement si, pour tout sous-espace vectoriel G de E, on a
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@) =G

¢) Pour tout sous-espace vectoriel H de F', on a

F(fN(H) =HNIm f.

d) f est surjective, si et seulement si, pour tout sous-espace vectoriel H de F', on a

f(fH(H) =H.

Preuve. a) Soit z € E, alors on a

r € [THf(G)) < f(z) € f(G)
< JaeG: f(x)= f(a)

<= daeG: f(r—a)=0

< Jae€G:z—acker(f)

< JaeG,Fbecker(f):x=a+Db
< 1 € G+ ker(f).

b) =) Si on suppose que f est injective, alors ker(f) = {0}, donc, d’apres a), pour tout
sous-espace vectoriel G de F,
i@ =a.

<) Si on suppose que pour tout sous-espace vectoriel G de E, on a f~}(f(G)) = G, alors
en particulier, on a

S ({0g}) = {0ps}.
Or f({0g}) = {f (Or)} = {0F}, donc

ker(f) = 7 ({0r}) = {05} .

c) C) Soit y € f(f1(H)). alors il existe x € f~1(H), tel que y = f(x).Comme z € f~(H),
alors f(x) € H, doncy € HNIm f.
D) Soit y € HNImf, alors on a

yeHNImf=—=yeHetyeclmf
—yecHetIrecE :y= f(x)
—ze€ [YH) arf(z)eH

= f(z) € f(f71(H))
=y € f(f1(H)).

d) =) Supposons que f est surjective, alors Im f = F', donc pour tout sous-espace H de F,
on a

f(f'(H)=HNF=H.
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<=) Supposons que pour tout sous-espace vectoriel H de F'. on a

f(f1(H)) =4,
alors en particulier, on aura f (f~'(F)) = F. Or f~}(F) = E, donc f(FE) = F, par suite, f est

surjective. O

Dans le cas ou les espaces F et E' sont de dimension finie, les dimensions du noyau et de
I'image de f sont liées par la relation donnée dans le théoreme suivant, I’'un des plus importants

en Algebre Linéaire :

Théoréme 2.3 (Théoréme du rang) Soient E et E' deuz espaces vectoriels de dimension

finie et f: E — E' une application linéaire. On a alors :

dim F = rg f + dim(Ker f).

Preuve. Supposons dim £ = n, dimKer f = r et montrons que dim(Im f) = n — r. Soit

{wy, ..., w,} une base de Ker f, et {vy,...,v,_,} une famille de vecteurs telle que {wy, ..., w,, vy, ...

soit une base de E. Soit B = {f (v1),..., f (vn_r)}. Montrons que B est une base de Im f.
- B engendre Im f. Soit y = f(z) € Im f. Comme x € E, = est de la forme = = aqwy + - -+ +

a,w, +byvy + -+ b,_,v,_.. On a donc :
Y= alf (wl) +oe arf (wr) + blf (Ul) +oee At bn—rf (Un—r) )
= blf (Ul) + -+ bn—?"f (Un—r)

ce qui montre que B engendre Im f.
- B est libre. Supposons que A\ f (vy) + -+ Ay f (Up—) = 0; on aura

f <)\1U1 + -+ Anfrvnfr) = 07

donc :
AU+ -+ AU € Ker f.

Par conséquent, il existe aq,...,a, € k tels que :
>\1U1 + -+ A'rL—T'Un—T =awi + -+ awy,

c’est-a-dire :

MU+ Ay Upeyr — Wy — -+ - — a,w, = 0.
Puisque la famille {vy,..., v, w1,...,w,} est libre, les coefficients de cette combinaison
linéaire sont tous nuls; en particulier : A\ =0,...,\,_, = 0, c’est-a-dire B est libre. O

Pour montrer qu'une application linéaire est bijective, il faut montrer qu’elle est injective et
surjective ; cependant, dans le cas de dimension finie, si la dimension de I'espace de départ et
celle de I'espace d’arrivée sont les mémes, il suffit de démontrer I'une des deux propriétés - soit

I'injectivité, soit la surjectivité, on donc ce corollaire important.
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Corollaire 2.1 Soit f € L(E,E'), E, E' étant deuz espaces vectoriels de méme dimension finie
(en particulier, par exemple, si f € End E, avec E de dimension finie). Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes :

1. f est injective.

2. f est surjective.

3. [ est bijective.

Preuve. Il suffit, bien entendu de montrer que 1 . est équivalent a 2.Comme on 'a vu, f est
injective si et seulement si Ker f = {0}. Puisque dim £ = rg f +dim(kerf), f est injective si et
seulement si dim £ = rg f, ¢’est-a-dire dim F = dim(Im f). Or, par hypothese, dim E = dim E’,
donc f est injective si et seulement si dim(Im f) = dim E’. Puisque Im f C E’ cela équivaut a

Im f = E’, c’est-a-dire [ surjective. a
Remarque 2.4 Ce résultat est fauxr en dimension infinie, un contre-exemple : l’application :

Rlz] — R[z]
P - P

D :

est surjective et non injective.

Théoreme 2.4 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u : E — E un endo-

morphisme de E. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

i) E =keru & Imu.
i) Imu = Im u?.

i11) ker u = ker u?.

iv) keru NImu = {0}.

Preuve. i) = i) Supposons que F = keru @ Imwu et montrons que Imu = Imwu?. Pour
cela, remarquons d’abord que tout u € Li(FE), on a Imu? C Imwu. Dong, il suffit de montrer
que Imu C Imwu?. Pour cela, soit y € Imu, alors il existe z € F, tel que y = u(x). Puisque
E = keru @ Imu, alors © = x; + u (1), avec x; € keru, donc y = u?(x), par suite, y € Imu?.

it) = 4i1) Supposons que Im(u) = Imwu? et montrons que keru = keru?. Pour cela, re-
marquons aussi que tout u € Lg(F), on a keru C keru?. Donc, il suffit de montrer que

ker u? C ker u. D’apres le théoréme du rang, on a
dim(E) = dim(ker u) + dim(Imu) = dim (ker v*) + dim (Im u?) .

Puisque Im v = Im u? alors dim(ker v) = dim (ker u?), par suite, on aura ker u = ker u?.
i11) = v) Supposons que keru = ker u? et montrons que keru N Imwu = {0}. Soit y € F,

alors on a
y€ekerunNImu < u(y) =0et 3z € E: y =u(x)
= u*(z) =u(y) =0 = 7 € keru?
= x € keru = u(z) =0 =y=0
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iv = i) Trivial, car on sait que

dim(ker u) + dim(Im u) = dim(F)
E =keru®Imu & et
keru N Imu = {0}.
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Exercices

Chapitre 2. Applications linéaires

2.3 Exercices

Exercice 1.
Soit I'application f : R* — R? définie pour tout u = (z,y, 2,t) € R?* par :

flz,y,z,t) = (r+y,z+t,x+y+2z+1)

1. Montrer que f est une application linéaire.
2. Déterminer une base de ker(f).
3. Déterminer une base de Im(f).

Exercice 2.

Soit u : R? — R3 I'application définie par :

u(x1, o, x3) = (=221 + 4o + 4y, —x1 + T3, —217 + 429 + 423)

1. Montrer que u est linéaire.
2. Déterminer une base de ker(u) et une base de Im(u).
3. A-t-on ker(u) & Im(u) = R3?
Exercice 3.
Soit 8 = (e1, €, €3) la base canonique de R?
Soit v un endomorphisme de R? défini par :

u(er) =2e; +es+3es; u(es) =ey —3es;  u(ez) = —2es + 2e3

1. Soit z = (1, T9, r3) € R3 un vecteur.
Déterminer I'image par u du vecteur z. (Calculer u(x) ).
2. Soient F = {zx € R* u(r) =2z} et F = {r € R* u(z) = —z}
Montrer que E et F sont des sous-espaces vectoriels de R3.
3. Déterminer une base de E et une base de F'.
4.Yatil E®@ F=R3?
Exercice 4.
Soit (ey, 3, e3) la base canonique de R?
Soit f : R® — R? 'application linéaire telle que :

Fler) = —deit Zest 2oy = & (et 200+ 2e)

€1) = 361 36’2 363—3 €1 €2 €3),
2 1 2 1

f(€2) = 561—§€2+§€3:5(261—624—263) et
2 2 1 1

f(eg) = §€1+§€2—§€3:§(2€1+2€2—€3)

Soient E_; = {u € R*| f(u) = —u} et By = {u € R*| f(u) = u}.

1. Montrer que E_; et E; sont des sous-espaces vectoriels de R3.
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2. Montrer que e; — ey et e; — ez appartiennent a E_; et que e; + ey + e3 appartient a Ej.
3. Que peut-on en déduire sur les dimensions de £_; et de £ ?
4. Déterminer £_{ N Ej.
5. At-on E_, @ E; =R3?
6. Calculer f2 = f o f et en déduire que f est bijective et déterminer f~1.
Exercice 5.
Soit 8 = (ey, €2) la base canonique de R?. Soit  un endomorphisme de R? tel que u (e1) = e;+e,
et tel que dim(ker(u)) =1
1. Déterminer u (es) en fonction d’'un parametre a € R.
2. Déterminer I'image d’un vecteur x = (z1,x2) € R en fonction de a.
3. Déterminer une base du noyau de ker(u).

Exercice 6 .

Soit f : R* — R I'application définie pour tout z = (1, To, 73, 24) € R* par
f(x) =21+ X9+ T3+ T4

On appelle 3 = (e, e, €3, ¢4) la base canonique de R%.

1. Calculer les images des vecteurs de la base canonique par f. En déduire la dimension
deim(f).

2. Déterminer la dimension de ker(f) et en donner une base.
Exercice 7.
Soit u une application linéaire de E dans E, E étant un espace vectoriel de dimension n avec
n pair. Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes (a) u?> = Op (ot Op est
I'application linéaire nulle) et n = 2 dim(Im(u)) (b) Im(u) = ker(u)
Exercice 8.
Question de cours

Soit u une application linéaire de E vers F.

Montrer que : u est injective si et seulement si ker(u) = {0g}.
Exercice 9.
Soit u : E — E une application linéaire et A un réel.

1. Soit E\ = ker (u — Aidg). Calculer u(x) pour z € FE, Montrer que est un sous-espace
vectoriel de F.

2. Soit F' C E un sous-espace vectoriel de E, montrer que u(F) est un sous-espace vectoriel
de E.

3. Si A # 0, montrer que u (E)) = E,
Exercice 10.
Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension respectives n et p Soit v : E — F une
application linéaire

1. Montrer que si n < p alors u n’est pas surjective.

2. Montrer que si n > p alors u n’est pas injective.
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Exercice 11.

Soit f: E— F une application linéaire
Montrer que :

ker(f) Nim(f) = f (ker (f?)).

Exercice 12.

Soient f et g deux endomorphisme de R". Montrer que

f(ker(g o f)) = ker(g) N Im(f).

Exercice 13.

Soit u un endomorphisme de E un espace vectoriel.
1. Montrer que ker(u) C ker (u?).

2. Montrer que Im (u?) C Im(u).

Exercice 14.

Soit u un endomorphisme de E, un espace vectoriel.
Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes
(i)  ker(u)Nim(u) = {0g}.

(i) ker(u) = ker(u o u).

2.4 Solutions

Exercice 1.

1. Soient u = (x,y, 2,t) et v’ = (2', 3, 2/, ') deux vecteurs de R*. Soient A et \' deux réels.
Au+ Nu' =Nz, y,z,t) + N (2, ¢, 2 8) = De + N,y + Ny, de + N2/ 8+ N

donc

fQu+Nu) = fAx+Na', Ay + Ny, Az + N2+ Nt

=Mz +Na")+ Ay + X)), Az + N2')+ (M+N), (A + Na') + Ay + NY)
+ Az + N2+ (M + Nt)
=Ne4+y)+N@+y), ANz+t)+NE +) M +y+2+1)

N (2" + oy + 2+ 1)
=MNex+y,z+t,e+y+z+t)+ N@ +y, 27+t 2 +y +2+t)

= M (u) + M ()

f est linéaire.
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On a:
u € ker(f) < f(u) = Ops

& (r+yz+t,r+y+z+1t)=(0,0,0,0)

r+y=0
& z+t=0
T+y+z+t=0

o {f:_m e u=(,—a,z2 —2) = 2(1,-1,0,0) + 2(0,0,1, -1) .
=—z

On pose a = (1,—1,0,0) et b = (0,0,1,—1), a et b engendrent ker(f), d’autre part ces
vecteurs ne sont pas proportionnels, ils forment donc une famille libre, finalement (a, b) est une

base de ker (f).
3. Premiere méthode

Im(f) = Vect (f (e1), f (2
flen) = (1,0,1); f (e2) = (1,

Comme f (e1) = f (e2) et f(es) = [ (e4)
Im(f) = Vect (f (e1), f (es))

f (e1) et f (e3) ne sont pas proportionnels, ils forment une famille libre, comme cette famille

), f(es), f(ea))
1,0 ) ( )I(O7171);f(e4>:(07171)'

est génératrice de Im(f), c’est une base de Im(f).
Deuxieme méthode
D’apres le théoreme du rang

dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim (R*)
< 2+ dim(Im(f)) =4 < dim(Im(f)) = 2.

Ensuite on cherche deux vecteurs non proportionnels de Im(f), par exemple f (e;) et f (e3),
ils forment une famille libre dans un espace de dimension 2, ¢’est une base.

Exercice 2.
1. Soient & = (w1, 9, x3) et y = (y1,v2,y3) deux vecteurs de R?. Soient \ et p deux réels.

Az + py = (A1 + py1, ATy + pya, ATz + pys)

u(Az + py) = (=2 (Azvy + py1) + 4 (Awg + pye) + 4 (Azs + pys) , — (Azy + pyr)
FAT3 + pys, =2 (Az1 + pyn) + 4 Az + pye) + 4 (Axs + pys))

= (A [—2x1 + 4wy + das] + p[—2y1 + 4y2 + y3| , A [—21 + 23]

+u[—y1 4 ys) N [—2a1 + 4wy + das] + 0 [—2y1 + 4y + ys))

= AN(—2z1 + 4xy + dx3, —x1 + T3, —271 + 4T9 + 4d23)

e (=2y1 + dyo + 4dys, —y1 + Y3, —2y1 + 4ye + 4ys) = Au(z) + pu(y).
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Donc w est linéaire.
€

2. Soit x = (w1, x9,x3) € ker(u) et X = | x5 | ses coordonnées dans la base canonique.

€3

—x1 + 229 + 223 =0
r € ker(u)e ¢ —x;+a3=0 ! ? ’

—21‘1 + 41‘2 + 4%3 =0

—2.]]1 + 41’2 + 433'3 =0
@ {
T = T3

{ 209 + 23 =10 <:>{ .232:—%333
Ty = T3 T = T3
r = (333, —%xg, x;»,) = %(2, -1,2).
a=(2,—1,2) = 2e; — eg + 2e3 est un vecteur non nul qui engendre ker (u), c’est une base de
ker (u).
Im(u) = Vect (u (e1),u (e2),u(es))

D’apres le théoreme du rang,

dim(ker(u)) + dim(Im(u)) = dim (R?)
< 1+ dim(Im(u)) =3 < dim(Im(u)) = 2

u(e;) = —2e; — ey —2e3 = (—=2,—1,-2) et u(ey) = 4dey + 4deg = (4,0,4), ces deux vec-
teurs ne sont pas proportionnels, ils forment une famille libre de Tm(u) qui est de dimension
2, (u(er),u(ez)) est une base de Im(u).

3. ker(u) & Im(u) = R® & (a,u (e1),u(e2)) est une base de R.

Il est presque évident que

u(er) +u(ez) = a.

Sinon on calcule aa + Pu (e1) + yu (e3) = Ogs et on s’apergoit que a« = 1,5 = —1 et v = —1
est une solution non nulle.

(a,u(e1),u(ey)) n'est pas une base, donc on n’a pas ker(u) @ Im(u) = R?

Exercice 3.
1.

uw(z) = uxrie; + roes + x3e3 = U (€1) + Tou (€2) + 23U (€3)
=11 (2e1 + €9 + 3e3) + x2 (€2 — 3es) + 3 (—2ey + 2e3)
= 2z1€1 + (x1 + 23 — 2x3) €5 + (321 — 329 + 223) €3
= (221, 21 + o — 223,311 — 329 + 223) .
2. f(Ogs) =0ps =2 X Ogs = Ogs € £
Soient x et y deux vecteurs de E, alors u(x) = 2z et u(y) = 2y
Soient A et p deux réels

uw(Ar + py) = Au(z) + puly) = A(2z) + p(2y) = 2(A\z + py).
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Donc Az + puy € E et E est un sous-espace-vectoriel de R3

f (ORS) = 0Ops = —0Ops = Ops € F

Soient = et y deux vecteurs de F, alors u(z) = —z et u(y) = —y
Soient A et p deux réels

u(Az + py) = Au(@) + pu(y) = M—=z) + p(=y) = —(Az + py).

Donc Az + py € F et F est un sous-espace-vectoriel de R3.

3.
x € E S u(x) =2r < (221,11 + 19 — 223,371 — 329 + 223) = 2 (21, 79, X3)

21’1 = 2!E1 4 A 0
X X9 — 4T3 = T =X
= Ty + T — 223 = 229 = ! > s ~ ! 2
31’1—31’220 .1'3:0.
333'1 — 333'2 + 2.1'3 = 21’3

Donc z = (z1, 21, 23) = 21(1,1,0) = x1 (€1 + €3) .
e1 + ey # Ogs, il s’agit d'une base de E.

€ F e ulr)=—r< (2r1,311 — T2,3x; — 329 + 223) = — (21, T2, T3)
21’1 = —a
T+ 219 — 223 =0 z1 =0
= $1+£E’2—2ZL‘3:—$2 = =
35131 —3x2+3$3 =0 Ty — X3.
3T — 3T9 + 213 = —1a3
Donc z = (0, z3,x3) = 23(0,1,1) = x3 (e2 + €3) .
es + e3 # Ogs, il s’agit d'une base de F.
4.
dim(E) +dim(F) =1+1=2.
Donc il n’y a pas somme directe.
Exercice 4.
1. Soient u, v’ deux vecteurs de E_;, alors f(u) = —u et f (u') = —u’. Soient A\, \' deux réels.

fQu+Nu)=Af(u) + Nf (W) =AM—u) + (=) == Qu+ \Nu).

La premiere égalité car f est linéaire, la seconde car u et v’ sont dans E_1,
La troisiéme montre que \u + \Nu' € E_;

f (0R3) = Ogs = —Ogs.

La premiere égalité car I'image du vecteur nul par une application linéaire est toujours le

vecteur nul, la seconde égalité montre que Ors € E_;.
E_, est un sous-espace vectoriel de R3.
Soient u,u’ deux vecteurs de Ey, alors f(u) =wu et f(u') = u'. Soient A\, X deux réels.

FQAu+XNu)=Af(u)+ Nf (W)= u+ M.
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La premiere égalité car f est linéaire, la seconde car u et v’ sont dans E7,

La seconde montre que A\u

-+ )\,UI € E1

f (O]Rd) = ORB.

La premiere égalité car I'image du vecteur nul par une application linéaire est toujours le

vecteur nul, cela montre aussi que Ogs € Fj.

E, est un sous-espace vectoriel de R3.

2.

f(er—eg)

Donc e; —eq € E_;.

f (61 - 63)

Donc e; —e3 € E_;.

f(er +ez+es)

Donc e; + e3 +e3 € Ej.

= f(€1)—f(€2)
2 2 2 1 2
= —§61+§62+§€3— §61—§€2+§63
= —ep+e=—(e1—ey).
= f(€1)—f(€3)
+2 +2 2 +2 1
= ——e1+-exs+-e3— | -e1+ -ex——e
37327 3® (3t T3® 37
= —e1t+e3=—(eg —e3).
fer) + fle2) + f(e3)
1 n +2 +2 1 +2 +2 +2 1
——e1+ -3+ —e5+ —e; — —e9 + —€3 + —€1 + —e5 — —e
31737237 3t 3T g gt g 3>
€1+62+63.

3. Les vecteurs e; — ey et e; — ez ne sont pas proportionnels, ils forment une famille de £_,

donc la dimension de F;j est

supérieur ou égal a 2.

FE; a un vecteur non nul, donc sa dimension est supérieur ou égal a 1 .

4. Soit uw e E_1 N Ey, f(u)

—u et f(u) =u donc —u = u, ce qui signifie que le seul vecteur

de E_iN Ej est le vecteur nul.

dim (E,l -+ El)

Comme

E,l N E1 - {ORB} .

dim (E_;) + dim (E;) > 2+ 1 = 3.

E |+ E; C R
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On a

dim (Efl + El) S 3.
Finalement

dim (E—l + El) = 3.

Remarque : cela entraine que dim (E_;) = 2 et dim (E) = 1
L’intersection de ces sous-espaces vectoriels étant réduit au vecteur nul on a

E | ® FE, =R

6. On peut calculer f2(e1), f%(e2) et f2(e3) pour s’apercevoir que ces vecteurs valent res-
pectivement e, e; et e3. Mais c’est long.

Autre méthode

D’apres la question précédente (e; — eq, €1 — €3, €1 + €3 + e3) est une base de R3.

(Une base de E_; collée & une base de E; donne une base de R3 si et seulement si £_; @ F; =
R? ). Tous les vecteurs de R? s’écrive de maniere unique comme une combinaison linéaire de
ces trois vecteurs, il suffit de montrer que f2 (e; —e3) = €1 — e, f2(e1 — e3) = e1 — e3 et que
fPler+ex+e3)=e +ex+es

La, j’ai fait long, en fait il suffit de montrer les égalités ci-dessous

fPla—e) = f(fler—e))=f(—(e1—e2))
= —flea—e)=—(—(e1—e2)) =e1— e
Care; —eg € B_5.
fPlea—es) = [(fler—es)) = f(—(ex1—e3))
= —fler—e3)=—(—(e1—e3)) =e1—e3
Care; —es € B_;.
fPleatestes) = f(f(ex+ex+es))
= fer+ex+e3)=e+ex+e3

Car e; +e3 +e3 € Fy.

Par conséquent f? = idps.

Cela montre que f~! = f et que f est bijective.
Exercice 5.

1. D’apres le théoreme du rang

dim(ker(u)) + dim(Im(v)) = dim (R?)
< dim(Im(u)) =2—-1=1.
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Par conséquent u (e;) et u (eg) sont proportionnels et alors

u(ez) = au(er) = aey + aes.

2.
w(x) = u(zier + x2e2) = z1u (1) + zou (e2)
= x1(e1 +ex) +a(ze; + xoen) = (1 + axs) eq + (9 + axs) g
= (21 + axg, x5 + axsy) .
3.

u(es) = auler) < u(ex) —au(e;) = Oge

& u(eg — aep) = Oge.

ey — aey est un vecteur non nul de ker(u) et ker(u) est une droite, donc il s’agit d’une base
de ker(u).

Exercice 6.
1.

fler)=f(e2) = f(es) = f(es) =1

Donc
Im(f) ={1} et dim(im(f)) = 1.

2. D’apres le théoreme du rang

dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim (R*) < dim(ker(f)) = 3,
xr = (21,9, x3,24) € ker (f) r = (—x9 — T3 — Xy, To, T3, Ty)
= 25(—1,1,0,0) + x3(—1,0,1,0) + 24(—1,0,0, 1).

On pose a = (—1,1,0,0),b = (—1,0,1,0) et ¢ = (—1,0,0,1).

(a,b,c) est une famille génératrice de ker(f) avec trois vecteurs et dim(ker(f)) = 3 donc
(a, b, c) est une base de ker(f).
Exercice 7.
Supposons (a)

Si y € Im(u) alors il existe # € Ey = u(x) alors u(y) = u*(x) = 0p alors y € Ker(u)

Donc Im(u) C ker(u)

D’apres le théoreme du rang

dim(ker(u)) + dim(Im(u)) = dim(FE)
< dim(ker(u)) + g =n
< dim(ker(u)) = g
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Im(u) C ker(u) et ces deux espaces ont la méme dimension, donc ils sont égaux.
Supposons (b)
D’apres le théoreme du rang

dim(ker(u)) + dim(Im(u)) = dim £ < 2dim(Im(u)) =n < 2rg(u) =n

Pour tout x € E,u(z) € Im(u) donc u(z) € ker(u) donc u(u(z)) = 0 donc u? = Op.
Exercice 8.

Si u est injective alors si
z € ker(u) & u(zr) =0p © u(z) =u(0g) = = = 0g.

car u est injective, ce qui montre que ker(u) = {0g}.
Si ker(u) = {0g} alors

u(z) =u(y) & ulz) —u(ly) =0p S u(lz —y) =0p = —y =0pg.

car ker(u) = {Og}, et donc z = y ce qui montre que u est injective.
Exercice 9.
1. (u— Xidg) () =0 © u(z) — Az =0 © u(z) = M\

U(OE):OE:)\XOE:>OEEE)\

Soient x; et xo deux vecteurs de Ey, on a u (1) = Azy et u (x2) = A\xo
Soient a; et ay deux réels.

u(ary + aows) = oqu(zy) + asu (x2)

= Oél>\[L‘1 + O(gA(L’Q = (ozlxl + 0621’2) .

Donc oz + asxy € E),
E\ est un sous-espace vectoriel de E.
2. F est un sous-espace vectoriel de E donc O € F' par conséquent u (0g) = 0g € u(F)
Pour tout x; et zo dans F'. Pour tout oy et ag réels. On a a1 + agrs € F
Soient y; et yo dans u(F), il existe x1 et x5 dans F tels que y; = u (1) et yo = u (22)
Alors

a1 + agyp = aqu (11) + agu (1) = u (@1 + @ra) .

Car wu est linéaire, donc

a1y + gy = u(aqry + anzs) € u(F).

Car ayx1 + agxe € I
Par conséquent u(F’) est un sous-espace vectoriel de E.

3.8z € Ey alors ¢ = su(z) = u (52) € u(E,) donc E\ C u(Ey)
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Siy € u(F)) il existe x € E) tel que y = u(z) donc y = Az € E), ce qui montre que
u(E,) C E) Finalement
u (E)\) = EA.

Exercice 10.
1. Supposons que u soit surjective, alors Im(u) = F par conséquent dim(Im(u)) = p et d’apres

le théoreme du rang

dim(ker(u)) + dim(Im(u)) = dim(F)
< dim(ker(u)) +p=n
< dim(ker(u)) =n—p < 0.
Ce qui n’est pas possible, donc u n’est pas surjective.

2. Supposons que u soit injective, alors ker(u) = {Og} par conséquent dim(ker(u)) = 0 et

d’apres le théoreme du rang, comme Im(u) C F' entraine que dim(Im(u)) < p

dim(ker(u)) + dim(Im(u)) = dim(F)
< dim(Im(u)) =n
< n=dim(Im(u)) < p.
Ce qui n’est pas possible, donc u n’est pas injective.
Exercice 11.
Soit y € ker(f) Nim(f), il existe z € E tel que y = f(z), et f(y) =0p
Donc f?(z) = f(f(x)) = f(y) = 0g donc z € ker (f?), comme y = f(z),y € f (ker (f?)) On

a montré que
ker(f) Nim(f) C f (ker (f?))
Soit y € f (ker (f?)), il existe = € ker (f?) tel que y = f(z), ce qui montre que y € Im(f) et

comme

on a y € ker(f)
On a montré que

f (ker (f2)) € ker(f) Nim(f)
Et donc

ker(f) Nim(f) = f (ker (fz)) .

Exercice 12.
Soit y € f(ker(go f)), il existe z € ker(g o f) tel que y = f(x)
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Donc y € Im(g),
On a donc y € ker(g) N Im(f), on a montré que

f(ker(go f)) C ker(g) N Im(f)

Soit y € ker(g) N Im(f)
y € Im(f) donc il existe z € R™ tel que y = f(x)

y € ker(g) donc g(y) = Ogn
On en déduit que Og» = g(y) = g(f(x)), ce qui montre que x € ker(go f) et comme y = f(z)

cela montre que y € f(ker(go f)).

Exercice 13.

1. Soit = € ker(u),u(x) = Og, donc u?(x) = u(u(z)) = u(0g) = 0g donc = € ker (u?), ce qui
montre que

ker(u) C ker (u?).

2. Soit y € im (u?), il existe z € E tel que y = u?(x) = u(u(z)), autrement dit il existe

' = u(x) tel que y = u (2'), ce qui montre que y € im(u).
Exercice 14.
Supposons que ker(u) Nim(u) = {0g} et montrons que ker(u) = ker(u o u)

Si z € ker(u) alors u(x) = 0g alors u(u(z)) = u (0g) = 0 alors x € ker(u o u)

Cela montre que ker(u) C ker(u o u)

Si x € ker(u o u) alors u(u(x)) = Og, on pose y = u(z) € Im(u) et comme u(y) = 0g,y €
ker(u)N im(u), d’apres (i) y = Og et donc u(x) = Og ce qui signifie que z € ker(u)

Cela montre que ker(u o u) C ker(u) et finalement ker(u) = ker(u o u)

Supposons que ker(u) = ker(u o u) et montrons que ker(u) N Im(u) = {0g}

Soit y € ker(u) N Im(u), il existe z € F tel que y = u(z) et u(y) = Og, cela entraine que
u(u(z)) = O, autrement dit z € ker(u o u), d’apres (ii) x € ker(u) donc y = u(z) = O, cela
montre bien que

ker(u) Nim(u) = {0g}.

Université Djilali Boundama Khemis Miliana 53 Polycopié d’Algébre 2 - Dr. M°* HOUASNI



	1 Espaces vectoriels
	1.1 Espace vectoriel
	1.2 Règles de calcul
	1.3 Sous-espaces vectoriels
	1.3.1 Exemples fondamentaux de sous-espaces vectoriels

	1.4 Bases (en dimension finie)
	1.5 Dimension d'un espace vectoriel
	1.6 Dimension d'un sous-espace vectoriel
	1.7 Somme de sous-espaces vectoriels
	1.7.1 Somme directe, sous-espaces supplémentaires

	1.8 Exercices
	1.9 Solutions

	2 Applications linéaires
	2.1 Définitions
	2.2 Noyau, image et rang
	2.3 Exercices
	2.4 Solutions

	3 Matrices
	3.1 Matrices d'un application linéaire
	3.2 Produit de deux matrices
	3.3 Matrice d'un vecteur
	3.4 Produits de matrices
	3.5 Matrice de l'inverse d'une application
	3.6 Calcul de l'inverse d'une matrice
	3.7 Changement de base
	3.7.1 Matrice de passage
	3.7.2 Changement de base sur les composantes d'un vecteur
	3.7.3 Changement de base sur la représentation matricielle d'une application linéaire.

	3.8 Rang d'une matrice
	3.9 Exercices
	3.10 Solutions

	4 Systèmes d'équations
	4.1 Déterminant
	4.1.1 Permutations
	4.1.2 Déterminant de matrices de petite taille
	4.1.3 Convention d'écriture
	4.1.4 Matrices spéciales
	4.1.5 Propriétés fondamentales
	4.1.6 Méthodes efficaces

	4.2 Systèmes d'équations linéaires
	4.2.1 Définitions et interprétations
	4.2.2 Interprétation en termes d'applications linéaires
	4.2.3 Expression matricielle et rang d'un système
	4.2.4 Expression vectorielle
	4.2.5 Systèmes de Cramer
	4.2.6 Cas où n=p et r<n
	4.2.7 Cas où n=p

	4.3 Exercices
	4.4 Solutions

	Bibliographie

