Chapitre

Espaces vectoriels

Pour bien aborder ce chapitre

La géométrie prédominait dans les mathématiques grecques et il fallut attendre Descrrfesiéele pour faire le lien,

grace a la notion de repére, entre les notions géométriques :

— de points du plan ou de I'espace,

— de courbes

et celles algébriques

— de couples ou de triplets de réels,

— d'équations.

Cette approche s’'avéra féconde a la fois pour les géomeétres et les analystes. Elle offrit aux premiers toute la puissance
de I'analyse pour traiter des problémes de géométrie et, au second, les représentations de la géométrie pour visualiser et
énoncer les phénoménes de 'analyse.

La généralisation des notions géométriques duRfest de I'espac&® a des espaces de dimension plus grande n’a pas été
immédiate. Il manquait le formalisme pour pouvoir aborder ce probleme. C'est le mathématicien allemand autodidacte
Hermann Grassmann qui, aa® siécle, esquissa les notions d’espace vectoriel et de dimension. Son travail était d’un
abord difficile et c’est grace au mathématicien italien Giuseppe Peano que ces concepts se précisérent et prirent leur
forme définitive.

Les mathématiciens disposerent alors d’'outils permettant d’aborder des problemes de géométrie en dimension quelconque.
Cependant c’est I'analyse qui donnera aux espaces vectoriels toute leur importance.

Alafin du19€ siécle et au début d20€ siécle, les mathématiciens allemands étudient des espaces de fonctions et créent I
analyse fonctionnelle. Les espaces étudiés ont des structures d’espace vectoriel. Le mathématicien polonais Stefan Banach
écrira, dans sa thése, que plutét que d’étudier des problémes particuliers et de démontrer isolément leurs propriétés, une
meilleure stratégie est de prouver ces propriétés pour des ensembles généraux pour lesquels on a postulé des propriétés,
puis de montrer que ces axiomes sont vérifiés par les problémes particuliers.

Cette approche fonde en quelque sorte les mathématiques modernes. On introduit et étudie dans un premier temps des
structures (groupe, anneau, corps, espace vectoriel, ...) puis on vérifie a quelle catégorie se rattache un exemple particulier
donné. Il hérite alors de toutes les propriétés de la catégorie a laquelle il appartient.

Les premiers pas en algébre linéaire sont en général difficiles et rebutants. La difficulté ne tient pas tellement, contraire-
ment & ce qu’on pourrait penser, a la difficulté des raisonnements mathématiques ou a I'abstraction des notions utilisées.
Elle réside plutdt dans le caractére nouveau de ces raisonnements et de ces notions. Un conseil, ne vous laissez pas im-
pressionner, ne vous braquez pas. Le temps et le travail aidant, vous allez vite comprendre dans quel nouvel endroit vous
avez mis les pieds et, passé la phase de découverte, vous allez vite vous sentir en sécurité. Les chapitres 2 et 3 de géométrie
dans le plan et dans I'espace vont vous étre d'un grand secours car ils vous aideront a vous forger des représentations et
ils guideront votre intuition.

23.1 Espace vectoriel

Dans tout ce chapitri& désigne le corp® ouC.

23.1.1 Définitions

Nous allons donner les axiomes qui définissent un espace vectoriel.
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/DEFINITION 23.1 QOO K-espace vectoriel N\
Soit (K,+, x) un corps. On appellespace vectoriedur le corpsk tout ensembl& muni d’une loi de compositio
interne+ (addition)

=)

ExE — E
-
(x,y) — =x+y
et d’une loi de composition externémultiplication par un scalaire)
[ KxE — E
Ax) — A-x
telles que
1. (E,+) est un groupe commutatif. On ndig son élément neutre.
2. Pour touf{a,f) € K? et pour tou(x, y) e E?, on a

1 (0+B)-x=o-x+p-x 3 o (x+y)=a-x+a-y

2 (axp)-x=a-(B-x) 4 lkx-x=x

On dit alors queE, +,-) est unk-espace vectorielLes éléments d& sont appeléscalaires ceux deE, vecteurs
\L'élément neutre d¢E, +), O est appel&ecteur nul Y,

Remarque 23.1 On vous avait prévenu, cela peut sembler abstrait... Celasteen fait pas tant que ¢a. Un espace
vectoriel est un ensemble sur lequel on peut définir uneiaddit une multiplication par un scalaire et rien de plusgsi ¢
n'est que cette addition et cette multiplication doivenifigr les axiomes ci-dessus. Vous connaissez un certaifbreom

d’ensembles de ce type :

- R(K=R)etC (K=RouC).

— L'ensemble des vecteurs du plais£ R).

— L'ensemble des vecteurs de I'espake(R).

— Les ensemble®? etR? (K = R).

— L'ensemble des suites réellgs(R) (K = R) ou complexes” (C) (K =R ouC).

— L'ensembleZ (I,R) des fonctions dédansRk (K = R) (ou dansC (K = R)) oul est un intervalle d&.
— Les ensembles de polynénei] (K =R) etC [X] (K =R ouC).

— L'ensemblék,, [X] des polyndmes de deg#en a coefficients dank ol n e N.

Nous allons formaliser cette remarque dans la prochain®aec

Remarque 23.2 Prenons tout de suite de bonnes habitudes. Il est esseatigéd distinguer les notions vectorielles
des notions affines. Les espaces affines sont ceux que vongissez depuis le college. Dansespace affine

1 Un vecteur est donné par deux points, un point de « dépaat wn point « d'arrivéeB. On dit que deux vecteurs
AB etCD sont égaux sABDC est un parallélogramme.

dirige. On parle de droite affine (Voir la définition dans citrag2).

I'engendrent. On parle de plan affine (Voir la définition dahapitre 3).

Si on fixe une origin® dans notre espace affine, ses points peuvent étre identifiéeateurs d’origin®. Ce sont ces
vecteurs qui nous intéressent dans un espace vectoriebticmmle point n’a pas de sens. Dansaspace vectoriel

1 Tous les éléments sont des vecteurs. On peut se les re@@sentme les vecteurs d’origir@ d’un espace
affine.

espace affine comme une droite passantper dirigée par u.

dans un espace affine comme un plan passar® gaengendré par u et v.

/\\ Attention 23.1 Autant il est utile parfois de se représenter certaineonsetil’algébre linéaire dans le plan ou dans
I'espace, autant parfois ceci est impossible...Cela eegfénéral pas génant...

23.1.2 Espaces produits
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2 Une droite est composée de points. Elle est donnée par uh geriequel elle passe et par un vecteur qui la

3 Un plan est lui aussi composé de points. Il est donné par umt par lequel il passe et par deux vecteurs qui

2. Une droite est engendrée par un vecteur u (non nul) et eséfode vecteurs. On peut se I'imaginer dans un

3 Un plan est engendré par deux vecteurs u et v (non colingairest formé de vecteurs. On peut se I'imaginer



Exemple 23.2Soit (K, +,-) un corps. Alorglk, +,-) est unik-espace vectoriel.
L'addition dansk est une loi interne suk et la multiplication suf< peut étre vue comme une loi externe. On vérifie
facilement que ces deux lois vérifient les axiomes défintagai -espace vectoriel.

Exemple 23.3 On va munir 'ensemble des couples de ré&sd’une structure d@®-espace vectoriel. On définit une
addition et une multiplication par un scalaire ainsi. Paws{(x, y), (x,y') € R? et touta € R, on pose :

(x,y)+(x,y)=(x+x",y+y) et o(x,y)=(axay)

On vérifie (c’est un peu long et laborieux mais c’est facile¢ ges deux lois vérifient les axiomes définissarR@space
vectoriel. Attention, le vecteur nul de cet espace est dpanég. = (0,0).

/\\ Attention 23.4 Attention au sens des opérationgt. dans les définitions ci-dessus :
Addition Addition Multiplication Multiplication

5 par un scalaire par un scalaire
dansR \ / / dansRr dansr? 1 / ] dansk
{(x,y) = (a¥x, a’y)

(x, )+ (2, y) = (x+X, y+Y)

On généralise cette construction ainsi :

(PROPOSITION23.1 Espace vectorielk” h
Sur I'ensemble des-uplets de scalaires™, on définit

— une addition+

{ K" x K" — K"
(e X)), (%] xp)) — (X, X+ X)
— une multiplication par un scalaire
' { K x K" — K"
’ ((X, (xly---’xn)) —_ ((xxl,...,o(xn)
Muni de ces lois, I'ensemblg”, +, -) est unk-espace vectoriel. Son vecteur nul est le n-|4 Ok~ = (0,...,0) I
N\ J
Démonstration Vérifications faciles.

Un corollaire immeédiat est alors le suivant :

COROLLAIRE 23.2 Espaces vectoriel®” et C"

— Le triplet(R", +,-) est unR-espace vectoriel.

— Le triplet(C", +,-) est unR-espace vectoriel.
| Remarque 23.3 En particulierR etC sont deR-espaces vectoriels.

De maniére plus générale,ona:

(PROPOSITION23.3 Produit d’espaces vectoriels )
Soient(Ey, +,-) et (Ep, +,-) deuxlk-espaces vectoriels. On définit sur I'ensenible E,

— une addition+

) { (E; x Ep)? — EixEp
(2, (v1,32)) — (a+y1,x+y2)
— une multiplication par un scalaire
{ Kx (E;xEy) — EjxEs
(o, (x1,%2)) — (- x1,0-x2)
Alors (E; x Ep, +,-) est unk-espace vectoriel. Son vecteur nul| (0, ,0g,) |-
N\ J

Démonstration Vérifications faciles.

23.1.3 Espaces de suites et de fonctions

Comme précisé dans I'introduction, on peut munir certagmaees de fonctions de structure d’espace vectoriel.fit suf
pour cela que les fonctions soient a valeurs dans un espeattaiet
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(PROPOSITION23.4 Espace vectoriel de fonctions )
SoitX un ensemble non vide et sditun K-espace vectoriel. On définit sur I'ensembieX, E) des fonctions définigs
surX a valeurs dang

— une addition+
+_{ FXE? — FXE)

(f.8) — f+s
donnée pavxeX, (f+g) (x)=f(x)+gk
— une multiplication par un scalaire
{ KxZXE — ZFXE
@) — «f
donnée pavxeX, (a-f)x) =af (x)
Muni de ces lois, 'ensembleZ (X,E), +,) est unk-espace vectoriel. Son vecteur nul est la fonction ideetigent

5 X — E
nulle surX a valeurs dang : | 0z x g, : { . 0
—_— E

- J

Démonstration Les vérifications sont immédiates.
/\\ Attention 23.5 Attention au sens des opérationgt. dans les définitions ci-dessus :
Addition Addition Multiplication Multiplication

par un scalaire par un scalaire
dans 0%, E) \ 4 danst gansz X,E) § Z dansk
(f+8) x) =f)+gx) (@f) () = a'f ()

En appliquant ce résultat ave=N etE =K, on obtient :

(COROLLAIRE 23.5 Suites a coefficients dan&
Notons.¥ () I'ensemble des suites a coefficients dangvec les lois

{ K xS (K) — LK)
’ ((un), (vn) —  (Up+Vp)

'.{ny(n@ — SK)
1 AwR) — (Aup)

(' (K),+,-) est unk-espace vectoriel. Son vecteur nul est la suite constatite nu

23.1.4 Regles de calcul dans un espace vectoriel

Les quatre axiomes donnés dans la définition 23.1 ne traduigariori pas toutes les regles de calculs qu’on est habitué
a utiliser quand on manipule des vecteurs. On va montrer egiedgles découlent bien de ces quatre axiomes.

(PROPOSITION23.6 © Regles de calcul dans un espace vectoriel
Soit (E, +,-) unkk-espace vectoriel. Pour tous scalaite$, A € K et pour tous vecteurs y € E, on a
1 Ox-x=0g 5 AMx-—y)=A-x-A-y
D (“D-x=-x 6 A-Op=0g
3 (FAN)-x=—A-x)=A-(—x)
4 (a-ﬁ).x:a.x-ﬁ.x 7 | A'JCZOE — [AZOK ou x:0E]
(. J

Démonstration ©

Les démonstrations de ces régles vous sembleront sansuipute membres de cette égalité.
peu Qridgs dan§ Em premier temps. Il esf important de bien less, op 5 -
travailler jusqu’a étre capable de les refaire seul.
1 x+(-1)x = l.x+(-1)xgrace al'axiomel

Op+0gx = Ogxcar(E,+) estun groupe = (L+(-D)x grace al'axiome1

= (0x +0g)x cark est un corps = Ogx cark estun corps

= Ogx+0gx d'aprés l'axiome4 = Og d'aprés le point précédent

D’ou 0k - x = Og en soustrayartixx a droite des deux donc (-1) x est I'opposé dec. On peut alors écrire :
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-x=(-1)x. 6

3 ona:
Mg = A(x—x) car(E,+) estun groupe
(-N)x = (-lLA)xcark e‘st un .corps = Ax+A(=x) d'aprés Paxiomed
= (-1 (Ax) d\apres I -axmnfe? = Ax-Ax d'aprés le poing
= —A.x d’aprés le point précédent = 0g car(E,+) est un groupe
4 7 Supposons qukx = 0g. Si\ = 0k alors d’apreés le point

1, Ax = 0g. Sinon, si\ # 0 alors comméx est un corps,
(a=p)x = (a+(-p))x carK estun corps A1 existe et
= ax+(-px) d’apres 'axiomel
= ax—Px d'aprés le point précédent
5 et doncx = 0g. La réciproque est évidente.

x=lx= ()\.A‘l)x =21 =A"tog =0

A(x-y) = A(x+(-y)) car(E,+) estun groupe
= Ax+A(-y) d’aprés I'axiome3
= Ax+A(-1y) d'aprés le second point
= Ax+(A.(-1)) y d'aprés I'axiome2
= Ax+(—A)ycarkK estun corps
= Ax-—Aydapres le poin

23.2 Sous-espace vectoriel

23.2.1 Définitions

(A - — — N
DEFINITION 23.2 © Combinaison linéaire

— Soientx,,..., x, n vecteurs d'urk-espace vectorid€E, +,.). On appellecombinaison linéaire de cesvecteursout
vecteurx € E de la forme

n
X=A1-X1+...+A A, X, = Z)\k'xk
k=0

OU(A1,...,Ap) € K™,
— SiA est une partie dg, on appellecombinaison linéaire d’éléments degoute combinaison linéaire d’'un nombre fijni
\__ d’éléments d&\. )

Remarque 23.4 On montre par une récurrence facile qu'une combinaisoraiinéle vecteurs dB est encore un
vecteur deE.

Exemple 23.6
. R — R L S . .
— Soitf: { . . C’est une combinaison linéaire des deux fonctiossetsin de 7 (R,R) et c’est
X = Ccosx+2sinx

un encore un élément d& (R, R).
— Soientu = (1,2) et v = (-1,1) deux éléments d&?. Alors la combinaison linéaireu —3v =2(1,2) —3(-1,1) = (5,1)
est encore un élément @2.
— Soitw > 0. L'ensemble des solutions de I'équation différentief€+wy = 0 est'ensemble de toutes les combinaisons

linéaires possibles des fonctiopg: 4 & — R etgp 4 ® — R
P ops: X — cos(wx) P2 x — sin(wx)

(DEFINITION 23.3 QOO Sous-espace vectoriel A

Soient(E, +,.) un K-espace vectoriel €t < E, une partie d&. On dit queF est unsous-espace vectoriel desi et
seulement si
1 La partieF estnon vide F # &,

2 la partieF vérifie :
V(x,y)€E* V(op)eK? a-x+p-yeF

Remarque 23.5
— SiF est un sous-espace vectorielElalorsOg € F. En effet, commé est non vide, il exister € F. CommeF est un

sous-espace vectoriel, alors x=1.x—1.x=0g € F.
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— En partant de second axiome de la définition d’un sous-espantoriel et au moyen d’'une récurrence, on montre sans
peine quér est stable par combinaison linéaire, c’est-a-dire questoainbinaison linéaire de vecteursiest encore

un vecteur dé.

— Dans tout espace vectoriglil y a toujours deux sous-espaces vectoriels import&ntd0gp} etF =E.

— Dans l'idée de faire le paralléle avec les groupes, on tpuadléfinir la notion de sous-espace vectoriel de la fagon
suivante F est un sous-espace vectorielltlsi et seulement g est un sous-groupe destable pour la multiplication
par tout scalaire.

PLAN 23.1 :| Pour montrer que est un sous-espace vectorieIEJ!P

1 On montre Qu& cE.

2. On montre qué& # & (la plupart du temps on montre qoe A).
3 Soit(a,p) € K? et soit(x,y) € F2. Montrons quex-x+f-y €F.
On étudiera avec attention les exemples suivants :

Exemple 23.7

1. Lensemble des nombres ré@®st un sous-espace vectoriel Rhespace vectoriel. De méme, I'ensemble des
nombres imaginaires pui® est un sous-espace vectoriel@eEn effet :
1 iRcC.
2 iRestnonvide...
3 SiapeRetsiix,iyeciRalorsaix+piy=i(ax+py)eiR.
——
erR

2. Soitu un vecteur non nul du plan (ou de I'espace). Lensenfibtke tous les vecteurs du plan colinéaireg a
F={\7 | AR} estun sous espace vectoriel du plan (ou de I'espace). @dsbite vectorielle dirigée pai :

1 Il estclair queF est un sous-ensemble du plan (ou de I'espace).
2 Festnon vide, il contient par exemple
3 SiapeRetsilu,NucFalorsa(Au)+p(ANu)=(aA+pN)ueF.

3. Soientu et v deux vecteurs non colinéaires de I'espace. L'ensebetoutes les combinaisons linéairesdet
v, F={au+pv | o,p € R} est un sous-espace vectoriel de I'espace :

1 Il est clair queF est un sous-ensemble de I'espace.
2. Festnon vide, il contient, v,...
3 Sia,peRetsiau+bv,a'u+b'veF alorsa(au+bv)+p(a'u+b'v)=(anx+a'p)u+(ba+bp)veF.
Si ces deux vecteurs ne sont pas colinéaltest le plan vectoriel engendré paet v.
4. L'ensemble des triplefs, y, z) deR® solutions dex + y — z = 0 est un sous espace vectorielRfe:
1 |l est clair queF c RS,
2. Festnon vide, le tripleto,0,0) est solution dex+y—z=0.
3 SiapeRetsiu=(xy72),(x,y, )R alorsa(x,y,z) +p(x',y,z) est élément d&. En effetu =
(ax+Ppx’,ay+Py,az+pz') et

2(ax+Px) + (ay+Py) - (az+Pz)=a (2x+y-2z) +p (2x'+)y -2') =o0.

.

=0 Carl (x,y,z)eF =0 car(x',y’,z")eF

On remarque quB est un plan vectoriel.
5. L'ensembleF = €° (R) des fonctions continues de dansR est un sous-espace vectoriel He- . (R,R). En
effet :
1 Il estclair queF cE.
2 Il existe des fonctions continues R cos, sin, exp,...) doncF est non vide.
3 Sia,peRetsif,ge€’®) alors par le théoréme d’opération sur les fonctions coetinuf +pg est
encore continue siR. DoncF est stable par combinaison linéaire.
On montre de la méme facon que pour taut N, les ensemble®” (R) sont des sous-espaces vectoriels de
7 ([R,R).
6. SoitF I'ensemble des fonctions définies gui1,1] a valeurs dan€ qui s’annulent erd. Montrons queF est un
sous-espace vectoriel d& ([-1,1],C), +,.).
1 Il estclair queF c & ([-1,1],0).
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2. Festnon vide. Par exemple, la fonction identiguement nult¢-si, 1] est élément d&.
3 SiapeCetsif,geFalors(af+pg)0) =af (0)+pg0)=0doncaf+pgeF.

7. En reprenant le troisieme item de I'exemple 23.6, I'ertslerdi des solutions dg” + wy = 0 est un sous-espace
vectoriel de I'espace vectorigd® (R). En effet :

1 Toute solution de cette équation est (deux fois) dérivatdmec continue. DonE c E.
2 F est non vide car I'équation différentielle admet des sohgj par exemple la fonction identiquement
nulle surRr.
3 Soienta,peRetf,geF. Alors(af +pg)’ +w(af +pg) =a(f” +wf)+p(g" +wg) =0 doncaf +fg e F.
=0 Car feF =0 CargeF
8. L'ensembl& = {P e R3 [X] | P (1) = 0} est un sous-espace vectorielRigX]. Cela se prouve de la méme facon que
l'item 6. précédent.

Remarque 23.6 On verra dans I'exemple 23.10 page 852 comment traiter lempbes 1., 2., 3., 4., 7. et 8. plus
rapidement.

PLAN 23.2 :| Pour montrer quB n’est pas un sous-espace vectorieFHlp

On peut montrer au choix que
— F&E.
-F=0.
— Op ¢F.
— F n’est pas stable par combinaison linéaire : il exjst@) € K* et(x,y) e F tels quex-x+p-y ¢F.

Exemple 23.8
1. Lensembl& = {f € # [R,R) | f (0) = 0} nest pas un sous-espace vectoriekde®’ (R) car il existe des fonctions
définies sul qui s’annulent e et qui ne sont pas continues $ur
2. LensembleF = {(x,y) € R? | x* + y* = -1} n'est pas un sous-espace vectorieRdear il est vide...

3. Lensemblef = {f € Z (R,R) | f(0) =1} n'est pas un sous-espace vectorieEde.Z (R,R) car le vecteur nul d&
qui est la fonction identiquement nulle in’est pas élément de

4. L'ensembleF = {(x,y) eR? | x*+ y* <1} n'est pas un v u+v
sous-espace vectoriel d& car il n’est pas stable par E
combinaison linéaire : soiemt= (1,0) et v = (0,1). On "

vérifie facilement quer, v € F. Par contreu + v = (1,1)
etlu+vl|?=2>1doncu+v¢F.

(PROPOSITION23.7 Un sous-espace vectoriel est un espace vectoriel
Soient(E, +,.) unK-espace vectoriel dt < E, une partienon videde E. On a équivalence entre les deux propositions

suivantes.
1 La partieF est un sous-espace vectoriel@e+,.).
2 Muni des lois deE restreintes &, (E +,.) est unk-espace vectoriel.

Démonstration Soient(x,y) € F? et (a,p) € K2.

— On vérifie que+ définit une loi interne sUE, x+y = 1.x+ 1.y € F carF est stable par combinaison linéaire.
— De méme, définit une loi externe sut. a.x = a.x+0.y € F carF est stable par combinaison linéaire.

— Les axiomes d’un espace vectoriel sont vérifiés dtacer ils sont vérifiés dars

La réciproque est facile.

PLAN 23.3:| Pour montrer qUB est unk-espace vectoriell

... il suffit de montrer qué& est un sous-espace vectoriel digrespace vectori@ dans lequel il est contenu.

Remarque 23.7 Cette derniere proposition permet d’économiser beaucetadail quand on doit montrer qu'un triplet
(E+,.) est unik-espace vectoriel. Plutét que de vérifier tous les axiomfsiggant un espace vectoriel, on cherche si
n’est pas une partie d’'un espace vectdtiésouvent bien connu) puis on vérifie que c’est un sous-espauteriel dek.
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23.2.2 Intersection de sous-espaces vectoriels

PROPOSITION23.8 Une intersection de sous-espaces vectoriels est encore nusespace vectoriel

Soient(E, +,.) unK-espace vectoriel €F;);c; est une famille de sous-espaces vectoriel dérs( )F; est un sou
i€l

espace vectoriel de.

Démonstration  Soiti € 1, puisqueF; est un sous-espace vectoriel®ledg € F; et doncOg € N;er F;. Soient(x,y) € ﬂFiz et
i€l
(o, p) € K2. Montrons quex.x+p.y € (F;. Soiti e 1, commeF; est un sous-espace vectorieltlet quex, y € F;, a.x+p.y € F; ce
i€l
qui montre quex.x+p.y € [ |F;.
i€l

Exemple 23.9
— Lintersection de deux droites vectorielles de I'esptedirigées par des vecteurs non colinéaires est égale agsing!

ton Ogs = {(0,0,0)} qui est bien un sous-espace vectorieRde
— Lintersection de deux plans vectoriels dans I'espacamsdroite vectorielle si ces deux plans ne sont pas confondu

— Dans.¥ (R), en notant
F={(uy) €. R) | (un) estconvergenteetG={(u,) €. R) | (u,) géométrique de raison}

oureR. Alors
{F sire]-1,1]
G=

{(0)} sinon

qui sont dans les deux cas des sous-espaces vectoriglgkie

(DEFINITION - PROPOSITION23.4 QOO Sous-espace vectoriel engendré par une partie d’'un espacectoriel
Soit A une partie d'urik-espace vectorigE, +,.). On appellesous-espace vectoriel engendré pde plus petit sous
espace vectoriel dé contenanfl. On le notéVect (A) etona:

Vect(A)= [ F

Fe.Zp

\00 Za désigne I'ensemble des sous-espaces vectoridigygécontiennena.

J

Démonstration D’aprés la proposition 23.8)zc #, F est un sous-espace vectorieltid! contient de plus\ et par construction,
il est inclus dans tout sous-espace vectoriet @d@ntenan. On a dondVect (A) = Npe.7, F-

Remarque 23.8
— A est un sous-espace vectorielllsi et seulement Siect (A) = A.
— Vect () =1{0}.

~

(PROPOSITION23.9 QOO Sous-espace vectoriel engendré par une partie finie
Soientn e N* etA = {x;,..., x,} une partie finie & éléments d&. Le sous-espace vectoriel engendréfast 'ensem
ble des combinaisons linéaires finies d’élémenta de

Vect(A)={A1-x1+...+ Ay xn | (A1,...,A,) €K}

J

Démonstration Soit.<Z I'ensemble de toutes les combinaisons linéaires finie€niéhts de\. L'ensembles/ est non vide et
stable par combinaison linéaire. C’est donc un sous-esganteriel deE. Montrons ques est le plus petit sous-espace vectoriel
deE contenanh. Pour ce faire, il suffit de montrer que%i est un sous-espace vectorielideontenani alors<? « . Soitx € <7 .
Par définition de7, il existeay,...,an €K etxy,...,x, € A tels quex = ay x1 +...a,.x,. CommeA c A, il vient quex,...,x, € B

et commeZ est un sous-espace vectorielijel est stable par combinaison linéaire et daneo xy +...a,.x, € B. Ce qui prouve
ques/ < # et termine la démonstration.

Remarque 23.9
— Siu e E\{0}, ladroite vectorielle engendrée paest le sous-espace vectoriel engendréqparect(u) = {A-u | A € K}.
— Siu,v e E\{0}, le plan vectoriel engendré paret v est le sous-espace vectoriel engendré{par} : Vect({u, v}) =

faru+p-v| (op) €K}

PLAN 23.4 :| Pour montrer quB est un sous-espace vectorieIEiIP

Il suffit de décrireF sous forme d’uiVect.
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Exemple 23.10

Onreprendlesitems 1., 2., 3., 4., 7. et 8. de 'exemple 28Gé|849.

— Les sous-ensembles @edonnés pai =R etF = iR s'écriventG = Vect (1) et G = Vect (i) donc ce sont des sous-
espaces vectoriels de

— Siu est un vecteur du plan (ou de I'espace) alBbes{Au | A € R} = Vect (1) doncF est un sous-espace vectoriel du
plan (ou de I'espace).

— Siu et v sont des vecteurs du plan (ou de I'espace) aors{au +pv | a,p € R} = Vect (1, v) doncF est un sous-
espace vectoriel du plan (ou de I'espace).

-0On aF = {(xp2eR|2x+y-z=0} = {(xy2x+y)lxyeR} = {x(1,0,2)+y(©0,1,1) | x,yeR} =
Vect((1,0,2),(0,1,1)) doncF est un sous-espace vectoriel e C’est le plan vectoriel engendré par les vecteurs
1,0,2),(0,1,1).

— SoitF I'ensemble des solutions de I'équation différentigfle-wy = 0 avecw € R*. Alors aprées avoir résolu I'équation,
on trouve quéF = Vect (x — coswx, X — sinwx). Ainsi F est donc un sous-espace vectorieteyR).

— OnaF={PeR3[X] |IP(1)=0}={X-1) (aX®*+bX+c) | a,b,ceR} ={aX* X-1)+bXX-1)+cX-1) | a,b,ceR} =
Vect (X?(X-1),X(X—1),(X—1)) doncF est un sous-espace vectorielRigX].

La remarque suivante permet de fixer les choses dans I'espace
Remarque 23.1Y0 Dans I'espac®?, soit.% = {u, v, w} ollu, v et w e R3. Alors :

« La droite dirigée pau si les trois vecteurs sont colinéaires

« Le plan engendré par et v si les trois vecteurs sont coplanaires mais tels
gue deux d’entre euxy et v par exemple, ne sont pas colinéaires

« L'espaceR? si les trois vecteurs ne sont pas coplanaires

Vect (F) =

Donc les sous-espaces vectorielsdesont :

1. Lensemble réduit au vecteur nigk 3. Les plans passant par
2. Les droites passant pas 4. Lespace tout entier.

Bio 20| Giuseppe Peano, né le 27 aolt 1858 a Spinetta di Cuneoger26ravril 1932 a Turin}i‘

Giuseppe Peano a été un des premiers mathématiciens a colmgleenécessité

de I'axiomatisation des mathématiques. Celles-ci doivepbser sur quelques
regles simples desquelles on fait découler les théorénés apoir défini avec
précision les objets utilisés. Grace a cette démarche etgsasale rigueur, il

mit en évidence de nombreuses erreurs dans les traités metihges alors
existants. Il comprit aussi I'importance de la théorie daseenbles et de la
logigue pour exprimer les mathématiques et généralisasta des mathéma-
tiques l'usage des symboles issus de ces théories . |l fuehipr a utiliser les
symboles d’union et d’intersection.

Giuseppe Peano s'intéressa au début de sa carriere auicéiluitgsimal qu’il
participe a formaliser et & rendre plus rigoureux. A partirl®87, son travail

se porte sur la construction formelle des mathématiquésléfinit de maniére
axiomatique I'ensemble des entiers naturels. Ce systeaxéohes porte main-
tenant son nom. Grace aux travaux de Grassmann, il axiaatisotion d’es-
pace vectoriel. s
A partir de 1900, il s'attelle & deux grands chantiers. Levpeg consiste en

la construction d’'un langage international qu'il baptiskoterlingua » basé sur un latin simplifié et augment¢ de
vocabulaire anglais, allemand et francais. Le second éstiture d’une encyclopédie mathématique « Formulario
Mathematico » utilisant le formalisme qu'il a inventé et gise a contenir toutes les mathématiques alors conpues.
Notons que Peano, excellent enseignant au début de saedimiesa vie pietre pédagogue, ses cours étant rendu
complétement obscurs par ses notations.

/\ Attention 23.11 Si F et G sont deux sous-espaces vectorielEdee n’est pas forcément le casHe G et jamais le

cas deF\ G, G\F etE\F car ils ne contiennent pas le vecteur nul. Par exemple :

— Deux droites vectorielle®, et 2, du planR? sont des sous-espaces vectorielféenais ce n’est pas le cas de leur
réunion & moins que ces deux droites ne soient confonduesfféin si ces deux droites ne sont pas confondues,
la somme d'un vecteur non nuh de la premiére droite et d’'un vecteur non nuyl de la seconde n’est un vecteur
d’aucune des deux droites et n'appartient donc pas a lenraéu
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— La partieF = {Pe R[X] | P(0) =0} deE = R[X] est un sous-espace vectorielllenais ce n’est pas le cas @ F. En
effet, les polynémes dB\ F sont ceux qui ne s’annulent pas@doncE \ F ne contient pas le polynéme nul.

23.3 Somme de sous-espaces vectoriels

23.3.1 Définitions

DEFINITION - PROPOSITION23.5 QQQ Somme de deux sous-espaces vectoriels
SoientF et G deux sous-espaces vectoriels dlikirespace vectorigEE, +,-). On appellesomme dé& et G et on not
F+ G le sous-espace vectoriel #edonné par

F+G={x+yl (x,y) eFxG}

Démonstration Le sous-ensemblé+G est bien un sous-espace vectorieEd&n effet,F+G c E carE est stable pour I'addition.
De plus,F + G est non vide caF etG le sont. Enfin, si=x+yeF+G etu' =x'+y eF+G avecx,x' €F ety,y' €G alors, pour
opek,

au+pu’ =ax+px' +ay+py eF+G
e — N —
€F eG
carF etG sont des sous-espaces vectoriels.

ProOPOSITION23.10 QOO La somme de deux sous-espaces vectoriels est le plus petiissespace vectorie|l
contenant leur réunion

SoientF et G deux sous-espaces vectoriels digrespace vectorigE, +,-). Alors F+ G est le plus petit sous-espdce
vectoriel deE contenanFu G.

Démonstration On a prouvé dans la remarque précédentelfgué est un sous-espace vectorielitld! contientF etG carOg
est élément dB etG et doncF = F+0g cF+G etG = 0g + G F+G. De plus, si on considére un sous-espdateE qui contient
FuG alors montrons que+ G c H. Soientx+ ye F+G avecx €F ety e G. CommeFuG c H, on a aussk, y € H et commeH est
un sous-espace vectoriel, il s’ensuit guey € H. DoncF+ G c H etF + G est le plus petit sous-espace vectorieEdeontenanft
etG.

Exemple 23.12

— Soient deux droites vectoriell&g et 2, du plan euclidien?. On a .2, + 9, = & si 2, et 9, sont dirigées par des
vecteurs non colinéaires &4 + 2» = %, = %, sinon.

— SoientZ une droite vectorielle de I'espacg dirigée par un vecteur et & un plan vectoriel de I'espace. On a :
9+P =7 siug ¥ ety + =2 sinon (la droite est alors incluse dans le plza).

— DansZ (R,R) soientF = Vect (sin) etG = Vect (exp) alors :

F+G = Vect (sin,exp) = {x— asin (x) + fexp (x) | a,p € R}

La proposition suivante est bien pratique pour calculerstesmes :

PrROPOSITION23.11 © Calcul pratique d’'une somme deVect
SoientA et B deux parties d'urk-espace vectoriél alors

Vect (A) +Vect (B) = Vect (AUB) |

Démonstration Voir I'exercice 23.26 page 874.

Exemple 23.13Dans I'espac®?, on considére les partids= {(x,0,0) | x € R} etG = {(x, x,0) | x € R}. Montrons que
ce sont des sous-espaces vectorielgdet déterminons le sous-espateG. On aF = Vect(1,0,0) etG = Vect(1,1,0)
doncF et G sont des sous-espaces vectoriel&édeDe plusF + G = Vect ((1,0,0),(1,1,0)) et on reconnait quE + G est
le plan vectoriel d&? engendré pa(l,0,0) et(1,1,0).
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23.3.2 Somme directe

DEFINITION 23.6 QOO Somme directe
On dit que deux sous-espaces vectorielst G de E sont ensomme directai Fn G = {0}. On note alor¥ e G leur
somme.

THEOREME23.12 Caractérisation de la somme directe
SoientF et G deux sous-espaces vectorielsithespace vectorigE, +,-). On a équivalence entre :

1 F etG sont en somme directe.
2 VxeF+G, 3!(x;,x)€FxG: x=ux +x, (cest-a-dire[tout|vecteur def + G se décompose de manidre
comme somme d’un vecteur et d'un vecteur d&s.)

Démonstration

Supposons que etG soient en somme directe et spi¢ F + G. Par définition, il existe:; € F etx, € G tels quex = x1 + x;.
Supposons qu'il existe| € F etx), € G tels qu'on ait encore = x| + x,. Commex = X1 + xp = x| + x},, on a I'égalité x; — x| =
x}, — x2. Notonsy ce vecteur. Comme; etF, sont des sous-espaces vectorielfdg = x; — x| e Fy ety = x, — x € Fo. Par
conséqueny € F1 nF,. MaisF; etF, étant en somme directe, ofanF, = {0} doncy = 0. Par conséquent; = xi etxy = xé
et l'unicité est prouvée.

Prouvons maintenant la réciproque. Soé#t FnG. Il existe alors deux couples dfex G permettant de décomposeren un
vecteur deF et un vecteur d& : (x,0) et (0,x). Par hypothese, elles sont égalds,0) = (0,x). Par conséquent = 0 et les
sous-espacasetG sont en somme directe.

PLAN 23.5 :| Pour montrer quB et G sont en somme direclh-‘-

Soitx e FnG.
xeF donc...

1
2

3 xeGdonc...
4 .. alorsx=0.

Exemple 23.14
— Danst, les sous-espace vectori€ls R et G = iR sont en somme directe :

1 SoitxeFnG.

2. xeFdoncx estréel.

3 xeG estimaginaire pur.

4 Le seul complexe a la fois réel et imaginaire purtedoncx = 0.

x+y—-z =0 x+y—-2z =0 .
etG= sont en somme directe.
2x-y+z =0 -y+z =0

« Montrons queF est bien un sous-espace vectorieRdeOn a :

— DansR3, les droites vectorielleB = {

+y- =0 +y-z =0
{x y-2 (:){x y-2 —x=0 et y=z

2x—-y+z =0 -y+z =0

donc
F:{(x,y,z)e[R{3|x+y—z=0 et 2x-y+z=0}={(0,y,y) | yeR} =Vecr(0,1,1).

« On montre de la méme fagon qGe= Vect(1,1,1) et doncG est bien un sous-espace vectorielde
o Ces deux droites vectorielles ne sont pas engendrées paectesirs colinéaires. Elles ne se coupent donc qu’en
O[RS'

— DansE = & (R,R), on consider& = {f €E | f(0) =0} etG = Vect (x— 1). On a montré dans l'item 5. de I'exemple
23.7 page 849 queest un sous-espace vectoriellléeCommeG est décrit par ulWect, c’'est un sous-espace vectoriel
deE. Remarquons qué est I'ensemble des applications constanteR dansR.

Soit f e FNnG.

feFdoncf(0)=0.

feGdoncil existeae R tel quef: x — a.

4 Maisa= f(0)=0doncf =0.

— Toujours dan& = .7 (R,R), les sous-espaces vectoriéls Vect (cos) et G = Vect (sin) sont en somme directe. Il est

clair queF et G sont des sous-espaces vectorielEdelontrons qu’ils sont en somme directe

w N P
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Soit fe FNG.
f eFdonc il existex € R tel quef = acos.
feGdoncil existef € R tel quef =Psin.

et il vient quevx e R, ocosx = psinx ce qui n'est possible que si=p = 0. En effet, comme précisé,
I'égalité précédente est vraie pour tout réeEn particulier, six = 0, alorsa = 0 et six = 7/2, on trouve que
p =0. Finalementf = 0.

A w N P

23.3.3 Sous-espaces supplémentaires

DEFINITION 23.7 Sous-espaces supplémentaires
On dit que deux sous-espaces vectofifeds G deE sontsupplémentairesi et seulement si ils vérifient :

FIGURE 23.1 — Décomposition d’un vecteur suivant deux sous-esgageplémentaires

L'intérét de disposer d’espaces supplémentaires est dmamé théoréme suivant. Il dit que si on dispose de deux sous-
espaces supplémentaire®t G dans unk-espace vectoridt alors tout vecteur d& peut étre décomposé de maniere
unique en la somme d’'un vecteur Het d'un vecteur dé.

THEOREME23.13 Caractérisation des sous-espaces supplémentaires
SoientF et G deux sous-espaces vectoriels diswespace vectoridE, +,-). On a équivalence entre :

1 E=FeaG (c'est-a-direF etG sont supplémentaires).

2 VxeE, 3l(x,x)eFxG: x=x+x; (cCest-a-dire[tout] vecteur det se décompose de mani
comme somme d’un vecteur #eet d’'un vecteur de.)

Démonstration

Supposons que etG sont supplémentaires. Saik E. CommeE = F + G, il existex) € F etx; € G tels quex = x; + xa. En
appliquant la proposition 23.12, commetG sont en somme directe, cette décomposition est unique.

Réciproquement, si pour towk E, il existe un unique couplec, x,) € Fx G tel quex = x1 +xp alors on a nécessairemént
F+G. On peut de plus appliquer a nouveau la proposition 23. 1&iehar que les deux sous-espatestG sont supplémentaires.
On a ainsi montré que=F & G.

PLAN 23.6 :‘ Pour montrerquE@GzEl

1 | Montrons que la somme est direc*e/oir le plan 57 page 854.

2 | Montrons qué =F+G : | Voir la remarque ci-dessous.

Remarque 23.11 La partie souvent difficile dans ce plan est souvent de mogtreE = F + G. Dans ce chapitre, on

utilisera une des deux techniques suivantes :

— Sion sait écrir@ et G sous forme d'uiVect, F =Vect (A), G = Vect (B), on peut, grace a la proposition 23.11, écrire
F+G=Vect(A)+Vect (B) =Vect (AUB). Reste alors a montrer qi¥ect (AuB) =E.

— Si cette technique ne fonctionne pas, on utilise alorsfimitién : Soit x € E. Posonsx; =.... Posonsg; =.... On a
bien :
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1 x;€eF. 2 x€eG. 3 x=x1+Xx.

La difficulté de cette méthode consiste en la déterminatian t x,. On procede souvent ainsi. Dans la pratique, il
est souvent facile de déterminer un des deux vectguosl x,, SUPpPOsONs que ce sait. On pose alors, = x— x;. I
suffit alors de vérifier que; € G.

— Onverra au chapitre 24 que grace a la formule de Grassmam24v19 page 907) on arrivera & traiter trés simplement
cette question dans le cas ou on travaille avec des espattesieis de « dimension finie ».

Exemple 23.15
— DansE =C, F=Vect ({1}) etG =Vect ({i}). On sait queF etG sont des sous-espaces vectorielEde
1 SixeFnG alorsx est a la fois réel et imaginaire pur done 0 etFnG = {0}.
2, F+G=Vect(1)+Vect(i)=Vect(l,i)=CdoncE=F+G.
On a montré qUE =F & G.

+y- =0 s .
et le planG d’équationz = 0 sont sup-
2x—y+z =0

plémentaires. Comme= Vect (0,1,1) etG = Vecr((1,0,0),(0,1,0)), F et G sont bien des sous-espaces vectoriels de
E.

— Dans I'espac& = R? la droite F donnée par le systé

x+y—-z =0
1 Si(x,,2z) € FnG alors(x,y,z) vérifie le systemg 2x—y+z =0 et on trouve quext = y = z = 0 donc
z =0

FnG={0}.
2 F+G=Vect(-4,1,-3)+Vect((1,0,0),(0,1,0)) = Vect((—4,1,-3),(1,0,0),(0,1,0)) = E car on vérifie, en util-

isant par exemple le produit mixte, que ces trois vecteusonepas coplanaires. lls forment ainsi une base de
R3.

On amontré quE =FeG.

— DansE = # (R,R), on poseF = { fonctions paireset G = { fonctions impaires On vérifie queF est un sous-espace
vectoriel deE. F est non vide, il contient par exemple la fonction identigeetmulle suR. Sia,peRetsif,geF
alors, en utilisant la parité dgetg, pour toutx e R :

(af +Bg) (—x) = af (—x) +Pg (—x) = af (x) +Pg (x) = (af +pg) (x)

doncaf +pg € F. On prouve de méme qugest un sous-espace vectorielltle
1 SoitfeFnGalorsVxeR, f(-x)=f(x) =—f(x) etdoncf =0. AlorsFnG = {0}.
2 Soit f € E. On cherche deux fonctions et f, telles quef; est pairef, impaire etf = f; + f>. Effectuons un
raisonnement par analyse et synthése.
Supposons que deux telles fonctions existent. Pourt@R, on sait quef(x) = fi(x) +
f2(x) et quef(—x) = f1(x) — fo(x). On tire de ces deux égalités que

fig =L TE0 o = {00
2 2
Synthése| Posonsf (x) = w et fo(x)= W On vérifie facilement que;

est paire, donc qué € F et quef, estimpaire, donc qug € G. On vérifie aussi qué = f + f>.
Finalement, on a montré qike=F+G.
On a donc (R,R) = Fe G. Que dire des fonctionsp, ch etsh ?
— Toujours dang = # [R,R), on poseF = {f €E| f (1) =0} etG = {x — ax | a€R}. On vérifie facilement qué etG
sont des sous-espaces vectoriel€deourG, on peut remarque que= Vect (idg).
1 Soitf e FnG. Commef €F, f (1) = 0 etcommef € G alors il existea € Rtel quef : x— ax. Alors f(1)=a=0
et doncf = 0. On a montré qu& NG = {0}.
2 Soit f € E. S'il existe fy e F et f, € G tels quef = fi + f» alors f (1) = f>(1). On est alors invité & poser
frx— fx. Il estclair quef; € G. Posonsfi = f — f>. Il est clair quefi; (1) = 0 donc f; e F. On a bien de
plusf = fi + fo. DOncE =F +G.

En conclusiorE =Fa G.
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23.4 Applications linéaires

Dans toute la suitég, +, ) et (E +,-) sont deuxX<-espaces vectoriels.

23.4.1 Définitions

(DEFINITION 23.8 QOO Application linéaire
Soient(E, +,-) et (E +,) deuxk-espaces vectoriels gt E — F. On dit quef estlinéaire si et seulement si :

1 Y(x,y)eE:, fx+y)=f@+f(y).
2 VLX) eKxE, fA-x)=A-f(x).
\(On dit aussi qug est unmorphisme d’espaces vectorigls

THEOREME23.14 QOQ Caractérisation des applications linéaires
Soit f:E —F. f est linéaire si et seulementsi :

V(x,y)eE* V(ap)ek? |f(oa-x+p-y)=a f)+p-f(y)

Remarque 23.12

Si f:E — F est linéaire alorg (0g) = 0r. En effetf(0g) = f(0g + 0g) = f(0p) + f(0g) donc par soustraction du vecteurs
f(0g) des deux cotés de cette égalité, il vigitdg) = Og.

PLAN 23.7 :‘ Pour montrer qugé: E — F est IinéairdI

1 Soiento,peR etx,y€E.
2. Montrons quef (a-x+p-y) =a- f(x)+p- f ()

PLAN 23.8 :‘ Pour montrer qug: E — F n’est pas IinéairJF

on peut :
1 montrer quef (Og) # Of.
2 outrouvern,BelK, x,y €E tels quef (a-x+p-y) #a- f(x)+p- f(y)

(DEFINITION 23.9  Forme linéaire, endomorphisme, isomorphisme, automorplsime
Soit f: E — F une application linéaire.
— SiF=K, on dit quef est undorme linéaire
— SIiE =F, on dit quef est unendomorphismdeE.
— Si f:E —F est bijective, on dit qu¢ est unisomorphisme dg& surF.
- Si f est a la fois un endomorphisme Bet un isomorphisme, on dit qyeest unautomorphisme dg.

Exemple 23.16

— Les applications linéaireg: R — R sont les applications — A-x ou A € R. Montrons qu’une telle application est
linéaire. Soienty,p e R etx,y e Ralorsf (ax+Py) =A(ax+Py) =arx+PAy = af (x) +pf (y). Donc f est linéaire.
Montrons que les applicationsde cette forme sont les seules qui soient linéaire®Rs&i f est linéaire sur alors
on doit avoir, pour touk € R, f (x) = f (x.1) = xf (1) doncf est de la forme indiquée avac= f (1).

E

— Dans urnk-espace vectoriel quelcongiieles homothétie : { v o Aex

ou A € K sont linéaires. La preuve

est identique a celle donnée dans l'item précédent.

— Les translations de vecteur non nul ne sont pas linéafasffet, dans uik-espace vectoridl, pouru € E tel que

E — E

u # 0, considérons la translatiag) : { + . On ary, (0g) = 0g + u = u # 0 donct, n'est pas linéaire.

— X+u

€'®R) — €"®

f — D()=r

af' +pg' =aD(f)+pD(g).

€%0,1,R) — R
f —  Jo f0dx

alorsg (af +pg) = fy (af +Bg) (0 dx=a fy f (1) dx+p fy g (0 dx=ap(f) +Pw (g).

— LadérivatiorD : { estlinéaire. Si,peRetf, g e €' R) alorsD (af +Pg) = (af +pg) =

— Lapplicationg : { est une forme linéaire. En effet,®ip e R et f, g € €°([0,1],R)
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R3S — [R?

—_ |’ i i . indai i i !yl ! 3
Lappllcatloncp.{ (69,2) — (x—y+22x+2) est linéaire. S, peR et si(x,y,2),(x',y,2') eR* alors

¢ (ax+px’,ay+Ppy,az+pz’)
= (ax+px'—(ay+Py)+az+pz,2(ax+px') +az+pz’)

¢ (a(xy2)+p(x,y,7))

= a(x-y+z2x+z)+p(x' -y +7,2x +2)
= ag(xyz2)+pe(x,y, 7).

23.4.2 Noyau, image d’'une application linéaire
Rappels Soientf :E —F etE' cE, F' cF. Par définition :

1 Limage deE’ parf estf(E')={f(x) | x€E}

2 Limage réciproque d&’ parf estf ! (F')={x€E| f(x) e F'}

THEOREME23.15 Q00 Image directe et réciproque d’une application linéaire

Soit f : E — G une application linéaire. Soiefif un sous-espace vectoriel @eet F' un sous-espace vectoriel e
alors :

1 f(E’) estun sous-espace vectorielile
2 f(F') estun sous-espace vectorieltle

Démonstration
1 Commeog € E' et quef est linéairepg = f (0g) € f(E') et f (E') est non vide. Soient,o’ € K ety,y' € f(E'). Il existe
x,x' € E tels quey = f (x) ety = f(x). Montrons quexy +d'y' € f(E'). En utilisant la linéarité def : ay+a'y’ =
af (x)+do f(x') = f(ax+d'x) et doncoay + o'y’ € f(E'). f(E') est donc bien un sous-espace vectorief de
2 De méme que précédemment, contipe F' et quef est linéairepg € f~' (F'). Soiento, o’ € K etx,x' € £~ (F'). Il existe
doncy,y’ e F tels quey = f (x) ety = f(x'). Donc, toujours par linéarité dg f (ax+o'x') =ay+a’y € F'. Il vient alors
queax+ao'x' € f~1(F').

(DEFINITION 23.10 QOO Noyau, Image

Soit f : E — F une application linéaire. On appelle :

— Noyau def et on noteKer f le sous-ensemble de: Ker f = {x€E | f (x) =0}
— Image def et on notdm f le sous-ensemble d&: Im f = {f (x) | x€ E}.

THEOREME23.16 OO0 Ker f etIm f sont des sous-espaces vectoriels

Soit f: E — F une application linéaire. Alorer f etIm f sont des sous-espaces vectorielEde

Démonstration C’est un corollaire immédiat du théoréme

Exemple 23.17
— Dans R®, F = {(x,,2)eR®|x+y—z=0} est un sous-espace vectoriel d&. En effet, posonsf :
R — R
{ (x,y,2) — x+y-z
plan vectoriel de vecteur norm@dl, 1,-1).
: C€'R — €"®

SOIID.{ f — D(f)=f

e KerD={fe€¢'®) | D(f)=0} quiest égal a 'ensemble des fonctions constanteR sur

o« ImD={D(f) | fe €' R} =%€"(R). Autrement ditD est surjective. Démontrons le. Sgit €° (R). Commef est
continue suR et queR est un intervallef possede une primitive: R — R. De plusF est dérivable et sa dérivée
est continue. DonE € € (R). On a bierD (F) = f etD est bien surjective.

. Alors, f est une forme linéaire & = Ker f. On peut étre ici plus précisE est le

.Ona:

THEOREME23.17 QOO Caractérisation des applications linéaires injectives
Soit f: E — F une application linéaire. Alors :

| f estinjective si et seulementEer f = {0}
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Démonstration

Supposons qug est injective. Rappelons que comifiest linéairef (Og) = Og. AinsiOg admet donc comme antécédegt
Mais f étant injectivedg, est le seul antécédent . Il est alors clair qu&er f = {0g}.

Réciproquement, supposons gie f = {0g} et montrons qu¢g est injective. Soient;, x, € E tels quef (x1) = f (x2). Par
linéarité def, on peut écrire qué (x1 — x2) = 0g. Doncx) — xp € Ker f = {0g}. Il s’ensuit quex; — x, = 0 et donc quex; = x.
f est donc injective.

Exemple 23.18
. ¢'R® — E®
— On reprend I'exemple recedem;{
P Pep f  — D(f)=r
fonctions que la fonction nulle, comme par exempter — 1.
RZ? — R?
- Soite:{
(x,y) — (x+yx-y)
et doncf est injective.

n'est par injective car son noyau contient d’autres

e . p . |Jx+y=0
. On vérifie facilement quKer f = {(0,0)} en résolvant le systerr{e y 0
xX—y=

Remarque 23.13 [Caractérisation des applications linéaires surjecli@st f : E — F une application linéaire. Par
définition, f est surjective si et seulementsi f =F.

23.4.3 Etude de¥ (E,F)

U Notation 23.19 On note< (E, F) I'ensemble des applications linéaireskldansF.

PROPOSITION23.18 (Z(E,F),+,-) est unkk-espace vectoriel
Le triplet (£ (E,F), +,-) est unk-espace vectoriel. En particulier, (i, g) € (£ (E,F))? et (a,p) € K? alorsaf +pg est
linéaire.

Démonstration CommeF est urik-espace vectoriel, 'ensembtg (E,F) des fonctions d& dansF a une structure dg-espace
vectoriel. Pour montrer que (E,F) est unik-espace vectoriel, il suffit alors de montrer g#&E, F) est un sous-espace vectoriel
de.7 (E,F). Il est clair que¥ (E,F) est non vide car il contient par exemple I'application idgumement nullef : x — Og. On vérifie
de plus facilement que $i g € £ (E,F) alorsaf +pg est linéaire. DoncZ (E,F) est bien un sous-espace vectoriell¢E, F).

23.4.4 Etude de¥Z (E)

U Notation 23.20 On note% (E) 'ensemble des endomorphismesighespace vectoridl.

COROLLAIRE 23.19 (& (E),+,-) est unk-espace vectoriel.
Le triplet (£ (E), +, -) est unk-espace vectoriel.

Démonstration C’est une conséquence directe de la proposition précédanté (E) = £ (E,F)

PrROPOSITION23.20 La composée de deux applications linéaires est une appli¢an linéaire
Soient(E, +,-), (E+,-) et (G, +,-) troisk-espaces vectoriels. $ie £ (E,F) etsige L (EG) alorsgo f € £ (E,G)

Démonstration La preuve, facile, est laissée en exercice.

DEFINITION 23.11 Identité de E

Soit (E, +,-) unkk-espace vectoriel. On définit la fonctiafentité dek parldg : { E — £

— X

[ DEFINITION 23.12 Homothétie deE

Soit (E, +,-) unK-espace vectoriel. On appel®mothétie vectorielle de rappokte K I'application iy = A-1d, hy, :
E — E

{ x — Ax’

Remarque 23.14
— Ces deux applications sont linéaires et sont donc des engtismes dé&.
— Toute homothétie vectorielle de rapplet 0 est injective.

ProPOSITION23.21 (&£ (E),+,0) est un anneau unitaire
Le triplet (£ (E), +,0) est un anneau unitaire (généralement non commutatif).

Démonstration On vérifie facilement que¥ (E), +,0) Vérifie les axiomes d’'un anneau unitaire.
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23.4.5 Etude deGL(E)

"' Notation 23.21 On noteGL(E) 'ensemble des automorphismeskle

PROPOSITION23.22 © Linverse d'une application linéaire bijective est linéare
Soit f : E — F un isomorphisme entre les espaces vectoHedsF alors f~! : F — E (qui existe carf est bijective) e
aussi linéaire, c’est-a-dire™! € Z (EE).

Démonstration Soientx,x’' €E ety,y' € F tels quey = f (x) ety’ = f(x'). Soiento,o’ e K. Ona:

f—l (O(y+(x’y/) _ f—l ((xf(x)+(x'f(x'))
= f1(f(ax+d'x')) carf estlinéaire
= ax+ad'x

= o )+ (Y

etf~1 est bien linéaire.

COROLLAIRE 23.23 © (GL(E),0) est un groupe
Le couple(GL(E),o) est un groupe (en général non commutatif) d’élément nédtr.eOn I'appellegroupe linéaire d
E.

Démonstration En utilisant la propriété précédente, on vérifie facilengprdGL(E) vérifie les axiomes d'un groupe.

Remarque 23.15 Pour prouver qu’'une applicatiofi: E — E est bijective on utilise souvent la propriété suivafitest
bijective si et seulement s'il exisge: E — E telle quefog = go f =Idg. Dans ce cag = 1.

Exemple 23.22Soient urR-espace vectoriél et un endomorphismee L(E) vérifiant :u% +u?+2idg = 0. Montrons que
u € GL(E) et déterminons son inverse!. En utilisant la linéarité de, 'égalité se factorise eno [—3 (u® + u)| = idg
ou encore-1 (u? + u) o u = idg. Doncu est inversible et = -1 (u? + u).

23.5 Equations linéaires

23.5.1 Définitions

On va expliquer dans cette section que I'ensemble des aptuti’'un systéme linéaire ou d’une équation différentielle
linéaire sont équipés d’'une méme structure.

-

DEFINITION 23.13 Equations linéaires

On appellegquation linéaireune équation de la forme(x) = b ou :

— u est une application linéaire définie entrekiwespace vectoriel E et uk-espace vectoriel Fu e & (E,F).
— b est un vecteur dB appelésecond membre de I'équation

|— Linconnuex est & valeurs daris

Exemple 23.23
— SoientE =K", F=K™, x=(x1,...,x,) €tb=(by,...,by). Soit

E — F
anxy+...+ainxn
a1 xX1+...+axpxy

X=(X1,..0,X0) —
aAmiX1+...+AmnXn

Alors u est linéaire et I'équation (x) = b est équivalente au systéeme d’équations :

anxy+...+aipxp = bl
a1 X1 +...+adxypXxn = bg

A1 X1+ ...+ AQmnXn = by,
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— SoientE=¢'®R,R), F=¢°(R,R), a,be €’ [R,R) et

0./ E — F
e — ag'+be °

Soit c € F. L'équation linéaired (¢) = ¢ d’inconnuey € €' (R,C) est une équation différentielle du premier degré.
— SoientE = €2 (R,C), F=%°(R,C), a,b,ceC et

0./ E — F
e — a9”"+be +cy

Soit d € F. L'équation linéaired (¢) = ¢ d’inconnuey € €2 (R,C) est une équation différentielle du second degré a
coefficients constants.

23.5.2 Structure de I'ensemble des solutions

Keru

O

\ b ) =

Imu

FIGURE 23.2 — Equationu(x) = b

PROPOSITION23.24 Structure de I'ensemble des solutions d’'une équation linéee

SoientE etF deuxk-espaces vectorielg,e Z (E,F) etb € F. On note¥ I'ensemble des solutions de I'équation linégire
u(x) = b et # I'ensemble des solutions de I'équation sans second memlbxg= 0. On a :

— S est un sous-espace vectorielklget donc est non vide!).

— SiS#ZgetsixgeS alorsS={xo+h | heSp}=xy+So

Démonstration L'ensemble# est le noyau da, c’est donc un sous-espace vectorieEd#apres le théoréme 23.16 page 858.
Soitxg € S, c’est-a-dire un élémenty deE tel queu(xy) = b. Montrons ques = {xo + h | h € So}. Pour ce faire, effectuons un
raisonnement par double inclusion :

SoitxeS. Alorsu(x—xp) =u(x)—u(xg)=b—b=0. Doncx—xyg=heSy etx=xg+h aveche Sy etxe xy +Sy.

SoitheSy. On au(xy+h) = u(xy) +u(h)=b etdoncxy+heS.

Remarque 23.16 Autrement dit, toute solution d’'une équation linéaire @ssdmme d’une solution de I'équation
homogéne associée et d'une solution particuliére de I'gguéinéaire. Les théorémes 5.6 page 202 et 5.16 page 213

du chapitre 5 sont des cas particuliers de ce théoreme. @muvetra ce théoréme dans le cas des systémes linéaires au
chapitre 25 section 25.11, proposition 25.56 page 981.

23.6 Projecteurs et symétries

E désigne la encore uK-espace vectoriel.

23.6.1 Projecteurs
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FIGURE 23.3 — Projection sui,; parallélement &,

(DEFINITION 23.14 © Projecteurs )

SoientE; et E, deux sous-espaces vectoriels supplémentairds:dé = E; @ E,. Pour toutx € E, il existe donc ur
unigue coupléxi, x2) € E; x E, tel quex = x; + x,. Soit

. E — E
p: X=X1+XxX — X1

| L'application p est bien définie et est appel@®jecteur deE surE, parallelement &. )

(PROPOSITION23.25 © Propriétés des projecteurs )

SoientE; et E; deux sous-espaces vectoriels supplémentairgs de = E; @ E, et soitp le projecteur de& sur E;
parallelement &, alors :

1 pestlinéaire pe # (E).

2 Kerp=E;.

3 Imp=E;.

4 p(x)=x< xeE; (E; estI'ensemble des vecteurs invariants par

Démonstration
1 Soientx =x; +x, €E; ®Ey =E etx’ = x| + x}, € Ey ® E; = E ainsi que deux scalairesa’ e K. Ona:

ax+ao'x' = (o + o' %)) + (axz + o' x5) € By @ By,

€k €Ey
et:
.7 !,
plax+a'x’) = oax+do'x]

ap (x) +d p(x')

ce qui prouve que est linéaire.
2 Soientx=x1+xy€Ei®Ey;=E.Ona:
px)=0<=x1=0=x=xp <= x€Ey.
Par conséquenterp =E,.
3 Soientx=x;+x €E1®Ey=E.Ona:
xelmp < ' =x]+x,eE10E: x=p(¥)
— x:xieEl
<~ xekE;.
Donclmp =E;.

4 Soitx=x1+xy€eEi®E;=E.Ona:
pX)=x<—=x=x1 <= x€ek;
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PROPOSITION23.26 © Caractérisation des projecteurs
Soitp € £ (E). Alors p est un projecteur si et seuleme (c’est-a-dire si et seulementsiestidempotente

Dans ce cay est le projecteur suKer p parallélement &m p.

Démonstration
Si p est un projecteur et si € E, alors en appliquant la proposition précédeptey) € E, et commeE; est stable pap,
p(p ) =px). Doncpop=p.
Réciproquement, gi est un endomorphisme @evérifiantpop = p : posonsE; = Imp etEy = Ker p et montrons que ces
deux sous-espaces vectorielstdgont supplémentaires dahs
— Soitx € By nEy. Alors, on a a la foig (x) =0 carx € Ey =Kerp etx = p(x') oux' € E carx € Ey =Imp. Par conséquent :
0=px) =p(p(x)). Mais commepop =p, onap(p(x')) = p(x') = x et doncx = 0, ce qui prouve qu&, etE, sont en
somme directe.
— SoitxeE.Ona:

x=p@)+(x-p@)
N~ ——
=X1 =X2
etx; € Ey (carx; = p(x) eImp) etx € B (carp(xz) = p(x—px) = px) - p?(x) = p(x) - p(x) = 0). Par conséquent :
E=E{+E»
DoncE =E; ®E,. Six = x) + x2 € E; ®E = E, commex) € E1, p(x1) = x1 et commex, € Ep, p (x2) =0. Par linéarité de,
p(x)=p(x1)+ p(x2) = x1. p est donc bien le projecteur @8esurk, parallelement &,.

PROPOSITION23.27 ©
SIiE=E; ®Ey, si p est le projecteur dE surE,; parallelement &; et siq € £.(E) alors on a équivalence entre :

1 g estle projecteur dB surE, parallelement &;.

2 |[p+g=idg |

Démonstration

— Supposons que est le projecteur de surEy parallélement &;. Six = x1 + xp € Ey ® Ep alorsp (x) = x; etq(x) = xo. Donc
x=p(x)+q(x) etonabierp+q =idg.

— Réciproquement, 9+ q = idg et six = x; + x, € E; @ By alors q(x) = x— x; = xp donc q est le projecteur d& surEp
parallélement &; .

23.6.2 Symétries

FIGURE 23.4 — Symétrie par rapport parallelement &,

(DEFINITION 23.15 © Symétries A

SoientE; et E, deux sous-espaces vectoriels supplémentairds:de = E; @ E,. Pour toutx € E, il existe donc un
unique coupléxi, x2) € E; x E; tel quex = x; + x,. Soit

E — E
S
X=X1+X2 — X1—X2

s est bien definie et est appelggnétrie par rapport &; parallélement &, ou plus simplemergymétrie
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(PROPOSITION23.28 © Propriétés des symétries )

SoientE; etE, deux sous-espaces vectoriels supplémentairés:de= E; & E; et soits la symétrie par rapport B,
parallelement &, alors :

1 Lapplications est linéaire s€ £ (E).
2 Sip estle projecteur dB surE; parallélement &, alors| s =2p —1dg I

3 s estinvolutive c’'est-a-dire sos=1Idg.

Démonstration Soitp le projecteur d& surE, parallelement &,. Soitx=x, +x, € E;®Ex =E. Ona :p(x) = x et
(2p-ldg) (x) =2p (x) —x =2x] — (X1 +X2) = X] — X2 = $(X)

ce qui démontre le second point. Commest linéaire et qu’'une combinaison linéaire d’ applicadidinéaires est linéaira, est
linéaire et le premier point est aussi démontré. Enfin, disatit la linéarité et I'idempotence qe:

sos = (2p-ldg)o(2p-Ildg)
= 2po(2p-1dg)-(2p-1dg)
= 4p2—2p—2p+IdE
= 4p-4p+ldg
= ldg

et le troisieme point est démontré.

PROPOSITION23.29 © Caractérisation des symétries
Soit s € £ (E). Si s est involutive, c’est-a-dire 1 sos=1dg I alorss est la symétrie par rapport® = Ker (s —1dg) et
parallelement &, = Ker (s + Idg)).

Démonstration Supposons queest linéaire et involutive. PosoRs = Ker (s —1dg) etEy = Ker (s + 1dg). Montrons que ces deux

sous-espaces vectorielsElsont supplémentaires dahs

— Soitxe E1nEy. Onadonc 5(x)—x =0 ets(x) +x = 0. Soustrayant ces deux égalités, on obtieato, doncE, etE, sont en
somme directe

— SoitxeE.Ona: ) )
x:—i (s(x)—x)+£ (s(x)+x)

€k €Ep

et doncE =E; +E,.
On en déduit quE = E; ® E,. De plus, six = x; + xp € Ey ®Ep =E alors : commex; € Ej, on a :s(x) = x; et commex; € Ep, on
a aussi s(xp) = —xp . Par linéarité da, on en déduit ques(x) = s(x1) + s(x2) = x1 — x. L'applications est donc bien la symétrie
par rapport &, et parallélement B,

Ker(s +idg)

Ker(s—idg)

Og px)
Imp

s(x)
(a) Décomposition associée a un projecteur (b) Décomposition associée a une symétrie

FIGURE 23.5 — Projecteur, symétrie
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En résumé

1 Les différentes définitions de ce chapitre doivent étre aesravec la plus grande précision.

2. \Vous devez étre capable de donner différents exemplesatespectoriels, de sous-espaces vectoriels, de sous-
espaces supplémentaires. Il faudra passer du temps adeptes différents exemples de ce chapitre.

3 Les notions de projecteurs et symétries doivent étre bieméées.

4 Ne vous découragez pas. Les premiers pas en algebre liséatrsouvent difficiles. Le temps et le travail aidant,
ces nouvelles notions vont vite s'éclaircir.
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23.7 Exercices

23.7.1 Espace vectoriel

Exercice 23.1  ©
Les ensembles suivants sont-ils des espaces vectori®s?sur

1. (R}, e,®) 00
o | RIXRI — R}
(arb) — adb=ab
[ RxRY — R:
Aa) — A®a=a

2. (R?,e,8) oU:
_ R? x R? — R?
*1 (@b, (d.V) — (abe(d b)=(a+d,b+D)
| RxR? — R?
®\ W@b) — Ae(ab) =Mab)
Solution :

1. Vérifions les différents axiomes.

(a) ® admeti comme élément neutre etsib € R%, il est clair quea® b~! € R*. DoncR* est un sous-groupe
du groupe commutatifR*, x) et(R%,®) admet alors bien une structure de groupe commutatif.

(b) Soient,p eR etx,yeR:. On vérifie que :
i (a+p)ex=x"P=x*P=qaexepex
ii. (axp) ®x=x%P= (xﬁ)a =a®(pex)
jii. a®(xey)=(xy)"=x*y*=avxoa®y.
iv. 1ex=x'=x.
2. Laloi externe n’est pas distributive. En effet-2) ® (1,2) = (3,2) etl® (1,2) 2®(1,2) = (1,2) & (2,2) = (3,4).

23.7.2 Sous-espace vectoriel

Exercice 23.2  ©
On considéer& = €° (R,R) 'ensemble des fonctions continues définies®a@t a valeurs dar®. Indiquer parmi les

ensembles suivants lesquels sont des sous-espaceselsater® (R, R)

1. L'ensemblé, des fonctions polynomiales de degrétin € N.

2. L’ensemble, des fonctions polynomiales de degré au plusin € N et a coefficients dart.
3. L’ensembld&; des fonctions dérivables sBr
4. L’ensembler, des fonctiong vérifiant telles qu'il existek € R tel quef estk-lipschitzienne.
5. L’ensemblés des fonctiong dérivables suR telles quef (0) =1
6. L'ensemblé& des fonctiong dérivables suR telles quef (0) =0
7. L'ensembler; des fonctiong € €' (R) solutions dg/' —y = 0.
8. L'ensembleFg des fonctiong € €' (R) solutions de/teR, y'(t)—y(t) =t.
Solution :

1. L'ensemblé, est clairement une partie @ecar toute fonction polynomiale est continue RuiElle ne contient
par contre pas la fonction nulle car le polynéme correspotekt de degréoo. Ce n’est donc par un sous-espace
vectoriel deg.

2. L’ensembld, est clairement une partie @ell est évident qu&, est non vide et qu'une combinaison linéairg de
polynémes de degré n est encore un polynéme de degré doncF, est un sous-espace vectorielile

3. Toute fonction dérivable s® est continue suR doncFs c E. F3 est par ailleurs non vide et une combinaison
linéaire de fonctions dérivables est encore dérivable Bgrast un sous-espace vectorielitle
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8.

. Toute fonctiork-lipschitzienne est continue (et méme uniformément comfirsurR doncF, est bien une part

deE. Si on considére une fonctigh k; -lipschitzienne et une fonctiofy k,-lipschitzienne sur aveck;, k; € R}
et siay,a; € R alors, pour touk, x' € R, on a, par application de I'inégalité triangulaire :

[(a1fi + a2 f) (x) = (o1 fi + az fo) ()| < (ol ki + 2] ko) [ x — |

etdonax; fi + oy f> estlay| ki + laz| ko -lipschitzienneF, est donc bien un sous-espace vectoridt de

. La fonction nulle n’est pas élémentBedoncFs n'est pas un sous-espace vectorieEde
. L'inclusion deFg dansE est évidente car toute fonction dérivable Buest continue suR. Fg est clairemen

non vide, la fonction identiquement nulle en est un élémeat.ailleurs, une combinaison linéaire de fonct
dérivables nulles em est encore dérivable et nulle emloncFg est bien un sous-espace vectoriekde

. F; est non vide car la fonction nulle sBrest%' surR et solution de I'équation différentiellg — y = 0. Toute

fonction€' surR est continue suR doncE; est bien une partie d& On vérifie de plus que toute combinais
linéaire de fonction®! surR solutions de I'équation différentielle est encafé surR et solution de I'équatio
différentielle.F; est donc un sous-espace vectorieEde

La fonction identiquement nulle n’est pas solutionyle y = tdoncFg n’est pas un sous-espace vectorieEde

1)

—

ons

on

=

Exercice 23.5 Q

SoitE = .7 (R,R) I'espace vectoriel des fonctions définies R valeurs danR. Les parties suivantes sont elles des
sous-espaces vectoriels #eR,R).

[
©

1. L'ensembld; des fonctions bornées sRr

L’ensemblé&, des fonctions monotones SRir

L’ensemblérs des fonctions qui s'annulent au moins une fois®ur

L'ensembler, des fonctions qui ne s’annulent jamais Rur

L'ensemblérs des fonctions qui s'annulent une infinité de fois Rur

L’ensemblérg des fonctions qui valemten1.

L’ensemblér; des fonctions qui valenteno.

L’'ensemblé&g des fonctions dérivables sBr

L'ensemblery des fonctions paires s®&:

L'ensemblé,, des fonctiong -périodiques oll est un réel strictement positif fixé.

© 0O NGO AWDN

Solution :
1.

10.

. On considére les fonctio:fs:{ +

. On considére les fonctiorfs:{ ﬂj

. La fonction nulle n’est pas élémentEgdoncF, n’est pas un sous-espace vectorieEde

. Les fonctiongh :{ +

. On montre facilement qu& est un sous-espace vectorielitle
. La fonction nulle n’est pas dafis. Ce n’est pas un sous-espace vectoridl.de
. Une combinaison linéaire de fonctions dérivables esvaldle etFg est non vide don€g est un sous-espa

. Fg est non vide. Sf etg sont deux fonctions paires et sont deux scalaires réels alors, pour toaR :

Une combinaison linéaire de fonctions bornées est boméest non vide donE, est un sous-espace vecto
deE.

R — R R — R .

B et fo: { v o— oy fi etf, sont monotones (croissantes)
ce n'est pas le cas dg - f, comme on peut le vérifier facilemeift n’est donc pas un sous-espace vectorie
E.

R

— X

R — R
etfg : { ¥ — x-1
une fois sulR mais ce n’est pas le cas @le- fi. DoncFs n’est pas un sous-espace vectorieEde

. f1 etf, s’annulent toute deux au moi

R — R R — R , o . .
x sinx_l S annulent une infinité de fois sl mais cq

etfg:{ !

n'est pas le cas df - f> = 3. Fs n’est pas un sous-espace vectorietde

—  sinx

vectoriel deE.

(af +Bg) (—x) = (af +Pg) (x)

et doncFg est stable par combinaison linéaire. On en déduit que cfesbus-espace vectoriel e

On vérifie facilement qui,, est non vide et qu’une combinaison linéaire de fonctibip@riodiques est enco
T-périodiqueF,, est donc un sous-espace vectorieEde

riel

ais
| de

re
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Exercice 23.4 O
On noteE = # ([0,1]1,R) I'ensemble des fonctions définies $urb] a valeurs danR. Les parties suivantes sont-elles

des sous-espaces vectorielEde

1. Fi={fe€ (10,1,R) | f (0 = f' (L} 3. ng{fe%o([o,l],[R{) | folf(t)dtzl}
2. F,={fe€°(0,1],R) | Yx€[0,1], f=0}. 4. F4={fe<€°([0,1],ﬂ1?)Ifolf(t)dt=0}
Solution :

1. L’ensembleF; est clairement un sous-ensembleRle&F; est non vide car il contient la fonction nulle. Soigent
f,g € F1, a,p € R. On combinaison linéaire de fonctiof#s sur0,1] est encorés! sur(0,1] et (af + ﬁg)' 0) =
(af +Bg)’ (1). F; est donc bien un sous-espace vectoriet de

2. Une combinaison linéaire de fonctions positives n'est fucément positive. Il s’ensuit qu& n’'est pas unm
sous-espace vectoriel He

3. L'intégrale entré® et1 de la fonction nulle est nulle. Cette fonction n’est donc glgsnent d&f; etFs ne peu
étre un sous-espace vectorielitle

4. L’'ensembleF, est clairement une partie non vide BeDe plus, une combinaison linéaire de fonctions d’inté-
grales nulles est d’intégrale nulle etf5ig € F4, o,p € R alors, par linéarité de I’intégralef(')1 (af +pg) (1) dr =
« fol fde+p fol g (1) dr = 0. F4 est donc bien stable par combinaison linéaire et c’est hiesous-espace vec-
toriel dekE.

Exercice 23.5  ©
On notekE = . (R) I'espace vectoriel des suites réelles. Parmi les enserabieants, lesquels sont des sous-espaces
vectoriels de¥ (R) ?

1. Fy ={(un) € Y R) | (un) est bornéé oul est un réel fixé non nul.
2. Fp ={(up) € R) | (u,) est monotong 6. Fs={(un) €. ®) | (uy) estdivergente
3. F3={(un) € R) | (u,) estconvergente 7. F7={(up) € S R) | (u,) est géométriqug
4. Fy ={(un) €. (R) | (un) est convergente veg 8. Fg={(un) € ) | (uy) est géométrique de raisan}
5. Fs5 = {(un) € ®) | (un) est convergente veis ol a est un réel fixé.
Solution :

1. Une combinaison linéaire de suites bornées étant enooné®, on vérifie facilement qiie est un sous-espage

vectoriel det.

2. En considérant par exemple les suites) et (v,) de terme général,, = n> etv, = 4n—1 on vérifie que(u,)
et(vy,) sont croissantes mais qug — v, n’est pas monotone (il suffit de calculer lkepremiers termes de cefte
suite).F, n’est donc pas stable par combinaison linéaire et ne forme gas un sous-espace vectorieEde

3. L'ensembl&s est clairement une partie non videXlePar le théoréme d’opérations sur les limites, on sait ¢l
combinaison linéaire de suites convergentes est encovexgemte. Don€s est un sous-espace vectorielitle
4. L'ensemblé&, est une partie non vide de Par le théoréme d’opérations sur les limites, on sait qeiaombinaid
son linéaire de suites convergentes Weest encore convergente v@rDoncF; est un sous-espace vectoriell de
E.

5. La suite nulle ne converge pas végs0 et doncFs ne peut étre un sous-espace vectoridt de

6. La suite nulle n’est pas divergente et donc n'appartiagtgbs qui ne peut du coup étre un sous-espace vectoriel
deE..
7. Une combinaison linéaire de suites géométriques n'estqgaément géométrique dolig n'est pas un sous
espace vectoriel de.
8. L’ensemblérg est une partie non vide de On vérifie facilement qu’un combinaison linéaire de suitesaisor
a est encore une suite géométrique de raisetFg est donc un sous-espace vectorieEde

7

un

Exercice 23.¢ O
Les parties suivantes sont-elles des sous-espaces eéxtigiR> ?
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1. Fi={(x,y) eR? | 2x+ y =0} 3. F3={(x,y)eR? | y=x}
2. F={(x,y)eR? | ?+y*=1} 4. Fy={(x,y)eR? | x—2y =3}

Solution : Rappelons qu’une partie @& est un sous-espace vectorielRfesi et seulement si c’est le singlet@,
une droite vectorielle oR? tout entier.

1. Le couplg0,1) est élément dB; mais ce n’est pas le cas du couflie-1) qui lui est pourtant colinéair&, n’est
donc pas stable par combinaison linéaire et ce ne peut égeusiespace vectoriel #é.

2. Le couple nu(0,0) n’est pas élément dg et doncF, ne peut étre un sous-espace vectoriektle

3. On vérifie facilement quE; est une partie non vide d&. Si(x,y),(x',y') € Fs et sia,p € R alors on vérifie
facilement quexx+px’' = ay+py’ et donc que(x,y)+p (x',y’) € F5. F5 est donc un sous-espace vectorieRéld

4. Le couple nul0,0) n'est pas élément dg et doncF, n’est pas un sous-espace vectorigkde

Exercice 23.7  ©
SoientF ={(x,y,z) eR® | x+y+z=0} etG={(s—t,s+1,0) eR® | 5, € R}.

1. Montrer queF etG sont des sous-espaces vectoriel®te
2. DétermineFnG.

Solution : Rappelons qu’une partie @& est un sous-espace vectorielRfesi et seulement si c’est le singlet,
une droite vectorielle, un plan vectoriel B tout entier.

1. F est une partie non vide d¥. Si(x,y,z),(x',y',Z') € F et sia,p € R alors on vérifie facilement que le triplet
a(x,y,2)+p(x',y', ) vérifie 'équationc+ y+z = 0. F est donc stable par combinaison linéaire et forme un gous-
espace vectoriel d@® (on aura reconnu que est un plan vectoriel de I'espace). On vérifie aussi Quest un
sous-ensemble non vide B et si(s—t,s+t,1) et(s'— ¢, s’ + ¢, ') sont deux éléments de(avecs,s', 1,1’ €R)
et si alorax,p R alors :

als—t,s+6,0+p(s'—1,s'+1,¢')=S-T,S+T,T)

avecS = as+ps’ etT =ar+pt’ et doncG est aussi stable par combinaison linéaire (On aura la emeorarqué
queG est un plan vectoriel de I'espace).

X+y+z=0
. . ) ) . L Jx=s-1t . !
2. Pour déterminef n G il suffit de résoudre le systeme . et on obtient comme ensemble solutjon

y=s+
z=t

3

x=—-t
2

celui paramétré par < y= % ¢ (on reconnait I'équation paramétrée d’une droite vecliepie

z=1

Exercice 23.&  QOQ
On considére ulK -espace vectoridél et un sous-espace vectorfetleE. On suppose quk # {Og} etA #E. Montrer
que la partié8 = (E\ A) U{0g} n’est pas un sous-espace vectorieEde

Solution :  Par I'absurde, supposons gBeest un sous-espace vectoriel leSoienta € A et b € B deux vecteurs
non nuls. Posons = a+b. CommeE est un espace vectorial,est élément dé et commeE = AUB, soitx € A, soit
x€B. SixeA alorsb = x— a est élément da carA est un sous-espace vectoriel. Mais B = {0} donch = 0 ce qui
est contradictoire avec notre hypothese de départ. De n#me,B alorsa = x— b e B eta = 0 ce qui est aussi urje
contradiction. En conclusiol, ne peut étre un sous-espace vectoridl de

23.7.3 Opérations sur les sous-espaces vectoriels

Exercice 23.¢  ©
SoientF etG deux sous-espaces vectoriels diwespace vectoriél. Montrer que :

FNG=F+G<—=F=G
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Solution :
- SoitxeF. Alorsx=x+0€eF+G=FnG. Doncx € G. Ce qui prouve quUE = G. On montre de la méme fagpn

queG c F et donc qué& = G.

= Trivial.

Exercice 23.1C  ©
SoientF etG deux sous-espaces vectoriels digrespace vectori@l. Montrer quef u G est un sous-espace vectoriel
deE si et seulement $ic G ouGcF.

Solution :

- Supposons quB¢ G et queG ¢ F. On peut alors trouver deux vecteurs non musF\G ety € G\F. x+ y ne
peut étre élément deu G : sinon on auraik +y € F (oux + y € G) et doncF étant stable par combinaison linégire
y = x+y—x Serait élément de (on fait le méme raisonnementst y € G) ce qui n’est pas possible par hypothése|Par
conséquerit UG n’est pas un sous-espace vectorieEdéa premiére implication est ainsi prouvée par contrapgsée

= Trivial.

Exercice 23.11  ©
On considére ulx -espace vectoridl, et I'on note¥ (E) I'ensemble de tous les sous-espaces vectoriels @n se
donne un sous-espace vectoxiel 7 (E) et I'on définit I'application

JvE — V(E)
V1 X — XNV

Montrer que
(i) @y injective < (ii) v surjective< (iii) V=E

Solution :
1. (i) = (iii) : il suffit de prendreX; = E etX, = V. Alors commeyp (X;) = ¢ (X) =V et queg est injective
X1 =Xp, c'est-a-diréV =E.
2. (iii) = (i) : le résultat est clair car dans ce gas= id.
3. (ii) = (iii) : commeE € ¥ (E) et quey est surjective, il posséde un antécédentV (E) et I'égaliteXnV = E
n’est possible que 8i =E.
4. (ii) = (i) : clair car dans ce cagg = id.

Exercice 23.12  Q
On considére ul -espace vectori@, et I'on notey’ I'ensemble de tous les sous-espaces vectoridls @ se donne
un sous-espace vectorniet v et I'on définit I'application

| VE — V(B
V'l X  — X4V

Montrer que
(i) @y injective < (ii) v surjective<= (iii) V ={0g}
Solution :
1. (iii) = (i) et(iii) = (ii) sont claires puisque Si={0g}, gy = idy ).
2. (i) = (iii) : par 'absurde, sV # {0g}, il existev e V tel quev # 0g. En prenank; = {0g} etX, = Vect(v), on
aboutit a une contradiction cgrX;) =V = ¢ (Xz).
3. (ii) = (iii) : par I'absurde, sV # {0g}, il existev € V avecv # 0. En posan¥ = {0}, on ne lui trouve pas
d’antécédent papy .
Exercice 23.15 QO
Soit unkk -espace vectori@ et quatre sous-espaces vectorilB, C etD deE. Montrer que
1. An(B+C)=AnB+ANC. 3. An(B+(AnC))=(AnB)+(ANC).
2. A+(BN(A+C))=(A+B)n(A+C); 4. AnB=CnD = (A+BNC))N(A+BND))=A;
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Solution :

1. Considérong e AnB+ANC. Il existexe AnB ety e AnC tels quez = x + y. Mais commex,y € A et que
A est un sous-espace vectoriek A. CommexeB etyeC, z=x+ye A+C. En conclusionz e An (B+C).
Réciproquement, gsice An (B+C) alorsze A et il existexe B ety e C tels quez = x+y.

2. D'aprés la question précéderte;+ B)n(A+C) =ANA+ANC+BNA+BNC=A+ANB+ANC+BNC=A+BnC
carA est un sous-espace vectorieAetB,AnCc A. De mémeA+ (BN (A+C))=A+(AnB+BnC)=A+BnC.
On en déduit I'égalité.

3. Toujours d'apres la premiere question (B+ (AnC))=ANB+ANANC=ANB+ANnC etAn(B+(AnC)) =
(AnB)+(AnCQC).

4. Supposons quenB=CnD. Alors

(A+(BnC))n(A+(BnD))=AnA+AanD+AanC+BnCnD=A+CnD+AnB=A+AnB=A
N—— N——~ N——
CnD cnD ANB

carA est un sous-espace vectoriel et gueB c A.

Exercice 23.1¢  QQ
Soit unkk -espace vectorid et trois sous-espacesG etH deE. On suppose que

F+G=F+H
FNnG=FnH
GcH

A-t-on toujoursG=H ?

Solution : Montrons qués = H. On sait déja qué& < H. Il suffit donc de montrer I'inclusion réciproque. Sait H.
Alors he F+H=F+G. Donc il existef € F etg € G tels queh = f + g. Mais commef = h— g, queh—g € H (car
heH, ge Gc H etH est un sous-espace vectoriel) alprsFnH=FnG. Doncf € G eth= f + g€ F. Ce qui prouve
queH cF. En conclusio = G.

23.7.4 Sous-espace vectoriel engendré par une partie
Exercice 23.1¢  ©
Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espateseals en les décrivant sous la foriviect (%) :
1. Fi={(x,y)eR? | x—y =0}
2. F,={(x,y)eR? | 2x-y =0}
3. Fs={(t,-21) | te R}

Solution :
1. F1={(x,y)eR?| x—y=0} = {(x,x) eR? | xe R} = Vecr((1,1))
2. Fp={(x,y) €R?| 2x—y =0} ={(x,2x) € R? | x e R} = Vect((1,2))
3. F3={(t,-21) | rte R} =Vect ((1,-2))

Exercice 23.1¢  ©
Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espateseals en les décrivant sous la foriviect (%) :

1. Fi={(x,5,2) eR® | x+y—-2z=0} 4. F4 =FnG avecF = {(x,,z) eR® | x—y—2z=0}
2. Fa={@s+t,s—t,5+0) | (5,0) eR?} etG={(x,y,z) eR® | 3x-y -z =0}
3. F3={(x,y,2) eR® | x-y+2z=0 et x+y—-z=0} 5 F5={21,35,0) | teR}

Solution :

1.F = {(xy2)eR|x+y-2z=0} = {(x,y,x+y)eR®|x,yeR} = {x(1,0,D+y©0,1,1)eR®|x,yeR} =
Vect((1,0,1),(0,1,1)).

2. F={@s+t,s—t,s+0) | (DR} ={s2,1,)+1(1,-1,1) | (5,0) €R?} =Vect((2,1,1),(1,—-1,1)).
3. F3={(x,5,2) eR® | x-y+z=0 et x+y—z=0}={(0,5,y) eR®| yeR} =Vecr((0,1,1)).
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4. Fy={(xy,2) eR® | x-y—-2z=0}n{(x,5,2) eR® | 3x—y—2=0} ={(x,5,2) eER® | x—y—22=0 et 3x—y—3

={(x,5x,-2x) €eR® | x e R} = Vect ((1,5,-2)).

5. F5 ={(2t,3¢t,1) | te R} =Vect((2,3,1)).

Exercice 23.17  ©

Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espateseals en les décrivant sous la foriviect (%) :

1. F =Ry [X] 5 Fs={PeRy[X] | P(1)=P(2) =0}
2. F,={PeRs[X] |[P(1) =0} 6. Fo={PeR,[X] | P'=0}
3. F3={P' | PeR,[X]} otineN 7. F,={PeR3[X] | P"=0}

4. F={a(X®*-1)+b(X?>-2)+c(X+4) | (a,bc)eR?} 8. ng{PeRZ[X] | folP(t)dtzo}

Solution :

1.

F1 =R [X] = Vecr (X?,X,1).

2. F,={PeR3[X] [P =0={X-1)P | PeRy [X]} =Vect((X— DX2,X-DX,X-1) 1).

a N W

&)

. F3={P' | PeR, [X]} =Rp—1 [X] = Vect (1,X,..., X" 1).
CFa={a(X®*-1)+b(X?-2)+c(X+4) | (a,b,c) eR3} =Vect (X3 —1,X2-2,X+4).
B =PeRX] |[PD)=P@2)=0={X-1)X-2)P|PeR:[X]}

=Vect(X* X-1)(X-2),XX-1) X-2), X-1) X-2)).

. F¢={PeR;[X] | P’ =0} = Vect ().

7. F;={PeRs[X] | P" =0} = {aX+ bla,be R} = Vect(X,1).

8. SoitP = aX? + bX+c € Fg olla,b,c € R. On a : [} P (1) dt = 0 si et seulement Sa+3b +6c = 0 . DoncFg =

{aX2+bX+cl abceR et 2a+3b+6c=0}={aX?+bX— 4 -2l abeR} =Vecr(x?-1,X-1).

Exercice 23.1¢ Q

Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espatesele en les décrivant sous la foriviect (F) :

1. Fi={fe€'®RR) |y -2ry=0} 3. F3={fe€’RR) | f'+2f" +f=0}
2. F={fe€’RR | f"+0?f=0} olweR: 4. F4={fe€*RR) | f"—4f =0}
Solution :
. . . R — R .
1. Les fonctions solutions dé — ry = 0 sont les fonctiongy : { ; we ota e R.DoncF; =Vect (¢1).
2. Les fonctions solutions d&' + w? f = 0 sont les fonctiongg : R — R oua,PpeR
) 1 — acos(wi) +psin(wr) ’ ’
DoncF, =Vect (t— cos(wt), t— sin (wt)).
. . . R — R 5
3. Les fonctions solutions dg' +2f' + f = 0 sont les fonctiong : { oua,B €R. Donc

I — oael+pre’!
F3=Vect(t—e !, t— te™").

. On montre de méme qlig = Vect (tr— e*!,t— e™2!).

Exercice 23.1¢ Q

Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espatesele en les décrivant sous la foriviect (F) :

1. L’ensembld&; des suites réelles constantes.

2. L'ensembl&, des suites arithmétiques.

3. L'ensembl&; des suites géométriques de raigon

4. L’ensembler, des suites réelles nulles a partir du rang

Solution :

1.
2.
&
4.

F1 =Vect((1)).

Fy =Vect((1),(n))

F3 =Vect ((2™)

F4 =Vect((1,0,0,0,...),(0,1,0,0,...),(0,0,1,0,...))
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Exercice 23.2( ©
Dans I'espace vectori€l=R3, on considére les vecteurs= (1,1,0) ete, = (1,2,1). Détermineiect(ey, es).

Solution : On trouve que
Vect(ey, e2) = {(x,,2) ER3 | x— y+z=0}

C’est un plan vectoriel.

Exercice 23.21  Q
On noteE = {f € Z®R,R) | I(a,p) € R? : Vx € R, f(x) = acos(x — @)} Déterminer une partia de & (R,R) telle que
E =Vect(A).

Solution : Gréce a la trigonométrie, on a les équivalences :

f€eE
I(a,p) ER*: VX ER, f(x) = acos(x—¢)
I(a, P) ER?: VxeR, f(x) = acos@cosx+ asingsinx

1ol

Jo,peR: VxeR, f(x) =acosx+Psinx

Donc| E = Vect(cos, sin) |.

Exercice 23.22  ©
SoitE = Z (R,R) le R-espace vectoriel des fonctions d’une variable réelle. €fimit les systémes de vecteurs

S=(x~—1,x—cosx,x—cos2x) T=(x— l,chosx,choszx).

Montrer quéVect(S) = Vect(T).

Solution : Comme pour tout € R, cos2x = 2cos? x — 1, il est clair quex — cos2x € Vect(T). Il s’ensuit queVect (S) <
Vect (T). De méme, pour tout € R, cos? x = (1+cos2x) /2 et doncx — cos? x € Vect(S). DoncVect (T) < Vect(S). En
conclusiorVect (S) = Vect (T).

Exercice 23.2: QO
DansR*, montrer que les vecteurs = (1,0,0,1) etv, = (2,1,—1,0) engendrent le méme sous-espace vectoriel que les

vecteursyz = (3,1,-1,1) etvy = (5,2,-2,1).

Solution : Commevs = v] + v, et quevy = vy +2v2, il est clair quevs et vy, sont éléments déect (vy, v2). Donc
Vect (vs, vq) < Vect (vy,v2). On remarque de plus que = 2vs — vy et quev, = vy — v3. Donc de la méme fagon
Vect (v1,v2) € Vect (v3, v4). En conclusioWect (vy, v2) = Vect (v3, vg)

Exercice 23.24¢ QO
SoitE unR-espace vectoriel & un sous-espace vectorielHeOn pose\ =E\F.

1. MontrerquedxeF,VyeA, x+y€A.
2. En déduire que §i#E, alorsVect(A) =E.

Solution :

1. Soitx e F ety e A. Par I'absurde, sk+y ¢ A, alorsx+y € F et il existef € F tel quex+y = f mais alors
y = f—y€F (carF est un sous-espace vectoriel), ce qui n’est pas possible.

2. Supposons que# E. Par conséquent, il exisies A. Montrons alors quE < Vect(A). Soitx € E. Six € A, alors
x € Vect(A). Supposons donc queZ A. Alors x e F et d’'apres 1. x+ y € A. On écrit alors

x=x+y)-y

Et doncx est combinaison linéaire des vectews y) ety qui appartiennent A. Par conséquent,e Vect(A).

Exercice 23.25 ©
SoientA etB deux parties d’ufk —espace vectoridl.

1. SiA c B, montrer quélect(A) c Vect(B).
2. SiF est un sous-espace vectorieltjenontrer qué/ect(F) = F.
3. Montrer quévect(Vect(A)) = Vect(A).
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Solution :

1. Commeévect(A) est le plus petit sous-espace vectorikdmntenanA et queVect(B) est un sous-espace vectotiel

deE qui contientB et doncA, on a forcémerifect(A) < Vect(B).
2. De méme, commie est le plus petit sous-espace vectorieEdmntenanF doncVect(F) = F.
3. On applique la question précédente dvecvect(A). On obtieniVect(Vect(A)) = Vect(A).

Exercice 23.2¢  QQ
SoientA etB deux parties d'uik-espace vectori@. Montrer que :

Vect(A uB) = Vect(A) + Vect(B)

Solution :
- Vect(A) + Vect(B) est un sous-espace vectorielidqui contientA etB. Il contient dond/ect(A U B).

- Soit x € Vect(A) + Vect(B). Il existe xa € Vect(A) et xg € Vect(B) tels quex = xp + xg. Le vecteurxy est com

binaison linéaire de vecteurs de xg est combinaison linéaire de vecteursBléPar conséquent est combinaisop

linéaire de vecteurs deet de vecteurs d. Le vecteurc est donc bien élément tlect(AuB).

23.7.5 Sous-espaces vectoriels supplémentaires - Somnreate

Exercice 23.27  ©
SoientF = {(s,0) | se R} etG={(0, ) | t € R}. Prouver qu& & G = R?.

Solution : CommeF =Vect (1,0) et queG = Vect (0,1), F etG sont des sous-espaces vectorielRHeSi(x,y) e FNG
alorsy =0 car(x,y) € F etx =0 car(x,y) € G. DoncFnG = {0}. Si(x,y) € R?, alors(x,y) = x(1,0) +y (0,1) et on a bier|
décomposéx, y) en la somme d'un vecteur @eet d’un vecteur d&. DoncF + G = R?. En conclusionf & G = R?.

Exercice 23.2¢  ©
SoientF = {(s,1) eR* | s+t =0} etG ={(s, ) e R? | s—t = 0}. Prouver qu& & G = R?.

Solution :  On vérifie queF = Vect (1,-1) et queG = Vect(1,1) donc ce sont deux sous-espace vectorielR’deSi

AT L |s+t =0 . .
(x,¥) e FnG alors ce couple vérifie le systen{es . 0 dont 'unique solution esf0,0) doncFn G = {0}. Pourn
S— =

(x,y) € R?, cherchonss, t) € F et(s', ') € G en sorte quéx, y) = (s, 1) + (s, ¢'). On doit avoir :

S+ S =X
t+t =y
s+t =
s—t =0

On résout ce systéme et on trouvg) = 5 (x—y,—x+y) et(s',t') = § (x+y,x+y). En conclusionf & G = R?.

Exercice 23.2¢  ©
Vérifier si les espaces suivants sont supplémentairesiiaiis

F={(xy,2)eR®|2x—y+2z=0} et G={(t—t1)|teR}

Solution :  On vérifie facilement quE etG sont des sous-espaces vectoriel&dPour déterminef n G il suffit de

2x-y+z=0
a L lx=t . N .
résoudre le systé B ce qui amen&n G = {(0,0,0)}. F etG sont donc en somme directe. Commg
z=t1

droite vectorielle n’est pas incluse dans le plan vectari¢é plus petit sous-espace vectorieltleontenanF etG est|

P la

E et doncF + G =E. On a ainsi montré ques G = E.
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Exercice 23.3C O
Vérifier si les espaces suivants sont supplémentairesiiaiis

F={(xy2)eR’|x—y+2z=0 et 2x+y+z=0} et G={@3t2t,t|teR}

Solution :  On vérifie facilement qUE etG sont des sous-espace vectorielEdéour déterminef n G il suffit de
x—y+z=0
2x+y+z=0
résoudre le systemex = 3t ce qui améen&n G ={(0,0,0)}. F etG sont donc en somme directeetG étant
y=2t
z=1
des droites vectorielles de I'espace, le plus petit sopagssvectoriel d&3 les contenant est un plan vectorielet G
ne sont donc par supplémentaires d&hs

Exercice 23.31  Q
SoientF = {(x,y,z) eR® | x— y+z=0} etG={(x,y,2) € R® | x+ y — z=0}. Ces deux sous-espaces sont-ils en somme
directe dan®® ?

Solution :
On montre facilement queé= Vect((1,1,0),(0,1,1)) et queG = Vect((1,0,1),(0,1,1)). Ce sont donc deux sous-espace
vectoriels deR®. F etG sont en fait des plans vectoriels&é Leurs équations ne sont pas proportionnelles, donc {ls ne

xX—y+z=0

sont pas confondus. Leur intersection est une droite dié@uaartésienn et n'est donc par réduitela

xX+y—2z=0

{0}. F etG ne sont donc pas en somme directe dghs

Exercice 23.32  Q
Vérifier si les espaces suivants sont supplémentairesitams [X]

F={PeRy[X] |[P'=0} et G=Vect(X,X?)

Solution :  CommeF = Vect (1) etG = Vect (X,X?), ces deux ensembles sont des sous-espace vectorigldlast
clair queF n G = {0} car siP € F alorsP est un polynéme constant qui ne peut étre combinaison timéak etX? que
sSi les coefficients de cette combinaison linéaire sont nliést aussi clair que tout polynéme 8es’écrit comme la
somme d’un polynéme constant et d’une combinaison linégkeetX?. On a donc bienE =F e G.

Exercice 23.35 Q©
On considere daris= R, [X] les sous-ensembleg = {P € E | P est pai} et.# = {P €E | P est impai}.

1. SoitP € E. Montrer queP € & si et seulement si les coefficients de ses termes de degré sopanuls.
2. SoitP € E. Montrer queP € .# si et seulement si les coefficients de ses termes de degregpdinuls.

3. Montrer que? et.# sont des sous-espaces vectoriel& de

4. MontrerqUE =P & .#.

Solution :

1. Supposons que= a;X* + asX® + a,X? + a;X + ap avecay, a, as, az,as € R. SiP est pair alor® (-X) = P (X) et
(14X4 + (13X3 + (12X2 +a1X+ay = (14X4 - a3X3 + aZXZ —a1 X+ ay dOI’)Ca3X3 +a;1X=0ce QUI aménag =a; =0 car
un polynéme est nul si et seulement si ses coefficients sdsitlres coefficients des termes de degré impalr fle
sont donc bien nuls. Réciproquement, on vérifie facilemartdjas = a; = 0 alorsP est pair.

2. Méme raisonnement que dans la question précédente.

3. Ontire des deux premiéres questions gueVect (1,X?,X*) et.# = Vect (X,X3). Ces deux ensembles sont donc
des sous-espaces vectorielEde

4. SoitP e 22n #. Alors les coefficients des termes de degré pair et les cmgifticdes termes de degré impairkde
sont nuls. Don® est nul et??, .¢ sont en somme directe. Bi= a;X* + asX3 + a;X? + a1 X + ag € E alors

P= a4X4 + a2X2 +ap+ a3X3 + a1 X

P (=2

doncE =2 +.#. En conclusionE = #? & .#.
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Exercice 23.3¢  ©
Vérifier si les espaces suivants sont supplémentairesttans (R, R)

F={feE|f(1)=0} et G={feE|JacR:VxeR, f(x)=ax}

Solution :  On vérifie facilement qQUE est sous-espace vectorieldeOn remarque qué = Vect (idr) et doncG est|
un sous-espace vectoriel BeSi f e Fn G alors il existea € R tel quef : x — ax. Mais commef (1) = 0, il vient que
a=0 etdonc quef = 0. L’ intersection de&F etG est donc réduite a la fonction identiquement nulle®uNotonsy la
fonction constante égalelasurR. Soitf € E. On a, pour touk e R : f(x) = f(x)— f (). (x) + f (1) . (x). Il est clair
quef —f () eF et quef (0)p € G. On en déduit quE =F + G. En conclusion, on a biéh=F & G.

Exercice 23.35 O
Vérifier si les espaces suivants sont supplémentairesidans' (R, R)

F={fe€¢' ®RR) | f0)=f'(0)=0} et G=Vect(x~ 1,idg)

Solution : Il est clair queF et G sont des sous-espaces vectorielsaldR,R). Il est aussi facile de montrer qlie
FnG = {0}. En effet, sif e FnG alorsf est une fonction affine qui s'annule eret dont la dérivée s’annule aussilen
0. f est donc nécessairement identiquement nulle. Par aillstits €' (R,R) alors notant g : x — k' (0) x + h(0), on
ah-geF cequimontre qUE=F&G.

Exercice 23.3¢  ©
Vérifier si les espaces suivants sont supplémentairesidang’ ([-1,1],C)

1
F:{fe‘go([—l,ll,C)lf f(t)drzo} et G={fe¥’(-1,11,0) | f est constanie
-1

Solution : On montre facilement queetG sont des sous-espaces vectoriel%8¢/-1,1],C). L'intersectionf NG est]
réduite au vecteur nul. En effet, si la fonctipr FnG alorsf est une fonction constante égale a un réélintégrale
nulle sur(-1,1] ce qui aménéc = 0, c’est-a-direc = 0. f est donc identiquement nulle. De plushsi 6€° (-1,1],C),

en posantx = f_ll f (1) dt et en désignant pag la fonction constante sur1,1] égale ax, on vérifie facilement gqu|
h—geF etdonE =F+G. En résuméF etG sont supplémentaires dafs

)

Exercice 23.37 QO
E=Z(R,R) etF={f €E; f(0) = f(1) = 0}. Montrer queF est un s.e.v. dB et trouver un supplémentaire HelansE.
Indication 23.23 : Considérer I'ensemble des fonctions telles gue R\ {0,1}, f(x) =0.

Solution : On montre que la fonction nulle est dahset queF est stable par combinaison linéaire. Soit
G={feEVxeR,x#0,x#1,f(x) =0}

On montre sans probléeme qGeest un sous-espace vectorielltleAlors| Fn G = {0g} | (c’est clair). Montrons ensuite
queE =F+G : soit f € E. Définissons

R — R
R — R .
0 six=00ul et fO six=0
= x= etfs: .
fe X — . fa — f@) six=1
f(x) sinon .
0 sinon

On a bien¥x eR, f(x) = fr(x) + fo(x) et fr €F, fc € G. FinalementE =F & G.

Exercice 23.3¢ VIV
SoitE =R" on considére
H={(x1,....,xp) €E| x1+---+x, =0}

Montrer quet est un sous-espace vectorielltlet trouver un supplémentaire #e Le supplémentaire trouvé est-il
unique ?
Indication 23.23 : Faire un dessin dé lorsquen =2 etn=3.

Solution : On montre sans probléme qHeest un sous-espace vectoriel. Considéwwonsl,...,1) e R". Alors a ¢ H.
Montrons quU& = Vect(a) @ H.
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1. |Vect(a) nH = {0} | : Soitx € Vect(A) nH : il existe € R, tel quex = Aa = (A,...,A). Mais commex € H, nA =0
doul=0etx=0.

2. |E=Vect(a) +H| : Soit x = (x1,...,x,) € E. En supposant le probléeme résolu, il existe R et h € H tels que

x=Aa+ h. Alors il faut quex —Aa = (x; — A,...,x, —A\) € H et donc que\ = u

X]+-+ Xp

Posons dong = eth =x—Aa. On vérifie quec = Aa+ h et queh € H, Aa € Vect(a).

Le supplémentaire trouvé n'est pas unique (cf dessin ®ahs il suffit de prendre un vecteur ¢ H et alorsk =
Vect(a) @ H.

Exercice 23.3¢  OQ
SoitE un K-e.v. etA,B deux sous-espaces vectorielsideSoit C un supplémentaire denB dansB. Montrer que

A+B=AeC.

Solution :
1. Montrons que la sommfe+ C est directe. Soit € AnC, puisquexe A etxeB (carCcB), xe AnB etxeC.
Comme(AnB) e C =B, il vient quex = 0.
2. Montrons ques + C = A+ B. CommeC c B, il estimmédiat qués + C < A+ B. Montrons donc qua+Bc A+C.
Soitx € A+B. Il existexy € A etxg € B tel quex = xa +xg. CommeB = (AnB) +C, il existexang € ANB etxc e C

tel quexp = xpnp + xc. Alors
X = (XA + XanB) + XC

avecxa + xang € A etxc € C.

Exercice 23.4C QOO
SoitE unkk-espace vectoriel &t B, C trois sous-espace vectoriel Hevérifiant

E=AeBetAcC

Montrer queC=A® (BN C).

Solution : Soitx e An(BnNC) alorsx e AnB = {0} carA etB sont en somme directe. Donc= 0 et les deux sou$
espaces vectoriefs etBn C sont bien en somme directe. Montrons glie A+ (BN C). Soitx € C. Commex € E et
gueE = A e B, il existe un unique couplexa, xg) € A x B tel quex = x5 + xg. CommeA c C, xa € C et commeC est|
un sous-espace vectoriel Hex — x5 € C. Il vient doncxg € C ce qui prouve queg € BnC. On a alors montré qye
x€A+BnNC) etdonaC=A+BnNC). EnrésuméC=A® (BnNC).

Exercice 23.41 QO
On définit dans I'espadé des suites réelles :

F={(xp) EEIVREN, Xp13—Xp+2— Xp+1+ X, =0}

G={(xp)€eE|VneN, x,+1+x,=0}
H={(xx) EE|VREN, Xp42—2Xp+1+x, =0}

Montrer quef = Ge H.

Solution: On montre d’abord qua c F. Si(x,) € G etsin e N alorsx,+1+x, =0 €tx,+3+xXn+2 = 0 dONCXp 13— Xpi2—
Xn+1 + Xn = =2 (Xp+2 + Xn+1) = 0. On montre aussi qud c F. Soit(x,) € H etn € N. Alors xp13 — Xp12 — Xn+1 + Xn =
Xn+2 —2Xp+1 + Xn = 0.
1. Montrons qué&nH = {0g}. Soit(x,) e GNnH. Commex,) € G, on montre qu&neN, x, = (-1)"xy. En écrivan
que(x,) € H, on trouve qué/neN, (-1)"xy[1+2+1] =0 ce qui montre que, =0 et par la suite(x,) = Og.

2. Montrons qué& = G+H. On a déja prouvé que c F etH c F. Par conséquent + H < F. Il nous faut montrey
queF c G+ H. Soit(x,) € F. En effectuant une partie recherche(ssj) = (u,) + (v,) avec(uy) € G et(vy) € H,
puisque(uy,) € G, il existe e R tel que(uy,) = )\((—1)”). En écrivant quévy,) = (x,) — (uy), puisquevy,) € H, il

L, X0 — 2)61 + Xo
faut quev, — 2v1 + vy = 0 et par conséquent, on trouve que —
Partie rédaction : Posons$/n e N,

X0 —2X1 + X
Up = f(—l)”
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Xo—2X1 + X2
Un=Xpn— f(—l)n

On a bienuy) + (vy) = (x,), et(uy,) € G. Montrons quév,) € H. Soitn e N,

Un+2 — 2Un+1 + Up = (Xna2 — 2Xp41 + Xn) — (%0 — 2% + x2) (-1)"

On montre par récurrence sui(car(x,) € F), que cette quantité est nulle pour tout entier

Exercice 23.42 QO
Soit unk -espace vectoridl et deux sous-espaces vectoriglstB deE. On suppose qu'il existe un supplémentaire

A’ deAnB dansA et un supplémentai® deAnB dansB. Montrer que

A+B=(AnB) & (A’ +B)

Solution :

1. La somme est directe : montrons e B) N (A’ +B') = {0g}. Soitxe (AnB)n (A’ +B'). Commexe A’ +B/, il
existe(a',b’) e A’ xB' tels quex=a'+b'. Alorsb' = x—a’' € A et doncb’ e AnB. Puisque la somm&nB+ B’ est
directe, il vient québ’ = 0g. On montre de la méme maniere quie- O et donc ensuite que= Og.

2. (AnB)+ (A’+B') c A+B est claire. Soitc € (AnB) + (A’ + B'). Il existe (y,a’,b’) € (AnB) x A’ x B’ tels que
x=(y+a)+b eA+B.

3. A+Bc (AnB)+ (A’ +B'). Soitx € A+B. Il existe (a,b) € A x B tels quex = a+b. CommeA = (ANB) + A/,
A(y1,d') € (AnB) x A’ tels quea = y; + a’. De méme3(y»,b’) € (AnB) x B’ tels queb = y, + b'. Alors x =

!/ !/ ! ! ! !/
y+a+y+b _(y1+y2)+(\a/+\b’_‘) etdoncxe (AnB) + (A" +B).
cANB eA’ €eB’

23.7.6 Applications linéaires

Exercice 23.45  Q
Vérifier si les applications entfe-espace vectoriels suivantes sont linéaires ou pas.

l.f3{ (Ezy) : E—y 6.9:{ ﬁ’(;lf,ﬂ'\?) : 5(1)
] = T T
3'f:{ (Ezy) — [Fiw,x—y) 8'6:{(60}”(@ — ilf(t)dt
4'f:{ (xyﬂiﬂ — [F;—yyxﬂ) 90 { {A(S) — [ijo,ul)
57 oy — e w0.0:4 1 TG e

Solution :

1. Soiento,a’ € R etu = (x,y),u’' = (¥,y') e R% On a : f(au+a'v') = f(ax+a'x,ay+do'y) = (ax+o'x) -
(ay+a'y)=a(x—y)+d (x'—y)=af (w) +a f («'). f est bien linéaire.

2. f(0,0) =1. f n'est donc pas linéaire.

3. Soiento,o' € R et u = (x,y),u/ = (¥,)) € R%. On a : flau+d'u) = flax+o'x,ay+d'y) =
(ax+o'x)+(ay+a’y), (ax+d'x) = (ay+d'y)) =a(x+y,x—y)+ (X' + Y, x' =y ) =af W+ f (). f est
bien linéaire.

4. Par un calcul analogue au précédent, on montref (gst linéaire.

5. Soienfx,y,z) eR3. Ona :f (2(x,y,2)) = f (2x,2y,22) =2%xyz #2f (x,,2). f n'est donc pas linéaire.

6. Soient,peR etf,ge.Z RR). Ona:0(af+pg)=(af +pg) (1) =af (1) +Pg 1) =ab(f)+pO(g). 6 est bien
linéaire.

7. Soiento,p € R et f,g € €' (R). On a, par linéarité de la dérivatiord(of +pg) = 2(af +pg) + (af +pg) =
al2f+f)+P(2g+g')=ab(f)+pO(g). O est bien linéaire.
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8. Soienty,peR etf,g € €° [R). On a, par linéarité de l'intégral®{af +pg) = f, (af +Pg) () dr=af, f(t) dt+
B fi g(t)dr=ab(f)+p0(g). 0 est bien linéaire.
9. Soientx,peR etu,ve.7 [R). Ona B (au+pv) = (aup +Pvo, auy +Pv1) = a(ug, u1) +P (vo, v1) = ab (1) +p0 (v).
0 est bien linéaire.
10. Soient,peR etPbQeR[X]. Ona B (aP+pQ)=(X*+1)(aP+pQ)=a(X2+1)P+p(X?+1)Q =ab (P) +p6(Q).
0 est bien linéaire.

Exercice 23.4«  ©
On considere

R? — R?
f'{ (6)) — (Z(x-9),L(x+y)
1. Montrer quef est un automorphisme @8.

2. Déterminer son automorphisme réciproque.
3. Interpréter géométriquemefit

Solution :

1. On vérifie facilement qug est linéaire. Montrons qugest bijective : SoitX,Y) € R?. Il suffit de montrer qu'il ex
Y2(e_ =X

iste un et un seul coup(e, y) € R* tel quef (x,y) = X,Y). Cela revient & résoudre le syste‘n{ejz (x=7)
2
On trouvex = @ X+Y) ety=- @ (X-Y) et f est bien bijective. En résumg,est un automorphisme @8.

R — R?

2. En utilisant les calculs de la question précédente, ofTa:: .
questionp o { ®xy — (Lx+v,-Lx-v)

(x+y) =Y

RZ — R? . .
x . f estdonc la rotation vectorielle d’ap-

x,y) — (cosfx—sinfycosfx+sindy)
gle ;. On reconnait par ailleurs qufe ! est celle d'angle-7, ce qui est cohérent.

3. Remarquons quq::{ (

23.7.7 Image et noyau d’'un endomorphisme
Exertu:éts:e 23.i£ Rﬁg
st/ | (612 — (£0,50,20)
1. Prouver qu¢ est linéaire.
2. Déterminer le noyau dg.
3. Déterminer I'image d¢.

Solution :
1. Facile.
2. Soit(x,y,z) e R3. On a :(x,y,z) € Ker f < f(x,,2) = 0 <> (x,0,3,0,2,0) = (0,0,0,0,0,0) <> (x,y,2) =
(0,0,0) doncKer f = {(0,0,0)} et f est injective.
3. Imf={f(xy2) | (xyz) R} ={(x010270) | (x,5z2) cR}=Rx {0} xR x {0} x R x {0}.

Exercice 23.4¢ O

) RZ — R?
So:tf.{ (x,y) . (2x—y,x+y)

1. Prouver qug est linéaire.
2. Déterminer le noyau et I'image dfe

Solution :
1. On vérifie facilement qug est linéaire.
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2. Montrons qug est bijective. On en déduira qiler f = {0} et quelm f = R?. Soit(X,Y) € R2. Il suffit de montref
S . . 2x—y= .
qu'il existe un et seul coupler, y) € R* tel quef (x,y) = X,Y). Pour ce faire, resolvon{: s v L'unique
X+y=
. X+Y 2Y-X . L
solution es{x . ) et f est donc bien bijective.
Exercice 23.471  Q
Déterminer le noyau et I'image de I'application linéaire
RB — R?
: { x,y,2) — x+y—-2z,x-y+22)
Est-elle injective ? Surjective ?
. x+y—-z =0 z =-2x ,
Solution :  On a(x,y,z) € Keru < = doncKeru = Vect (1,-3,—2). u n’est dond
x—-y+2z =0 y =-3x

pas injective. Par ailleurBnu = {(x+ y—z,x—y+22) | (x,5,2) eR3} ={x(L, D +y(1,-1) +z(-1,2) | (x,5,2) eR3} =
Vect((1,1),(1,-1),(-1,2)) = R? car les vecteurd, 1), (1,—1) sont non colinéaires et ils engendrent donc le plaest,
donc surjective.

Exercice 23.4¢ Q0

.| RXI — R
U e

1. Prouver qué € £ (R [X],R3).
2. Montrer qué est injective.
3. Montrer queéd est surjective.
Indication 23.23 : Un polynbéme de degré = 0 admet au plug racines.

Solution :
1. On vérifie facilement que est linéaire.

2. Montrons quéd est injective. SoilP € Ker6. On a donc a la fois degP <2 etP(0) =P (1) =P(2) =0. Le
polynébmeP est donc un polynéme de dege€ qui admet au moin3 racines. Ceci n’est possible quePsk 0.
DoncKer 6 = {0} et6 est injective.

3. Avec les outils du chapitre « Dimension d’un espace veéadter il sera trés facile de montrer qeest surjective

gréce a la formule du rang et a un raisonnement sur les diorendes espaces ici considérés. En attendant de

connaitre ces résultats, il faut procéder a la main :(sgitu) € R®. On cherche un polynénie= aX? + bX + ¢ tel
c=S$

que(P (0),P (1),P(2)) = (s, t,u). Ceci amene le systéeme& a+b+c=t qui admet comme unique solutio
4a+2b+c=u

(s/2—t+ul2,-3/2s+2t—ul2,s). L'application® est donc surjective. En résunté,est un isomorphisme de

R, [X] dansR3.

Exercice 23.4¢  Q
. RX] — RIX]
So:te.{ P — OP=PX+1)-PX) °

1. Prouver qué est linéaire.
2. 0 est-elle bijective ?

Solution :

1. On vérifie facilement que est linéaire.

2. L'image d’un polynéme constant paest un polynéme nul. Par suite, le noyalbdee contient pas que le vectd
nul et dond n’est pas injective.

Exercice 23.5C ©
. R,XI — R,X]
So:te:{ "P . P,"
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1. Prouver qué est linéaire.
2. Calculer le noyau de.
3. Calculer I'image dé.

Solution : On montre facilement qugest linéaire, quEer6 est le sous ensemble des polynémes constaris, g
et queim6 est donné paR,,—; [X].

Exercice 23.51  ©
Soit
e-{ € (-1,11,R) — R
' f — JLfwde
1. Prouver qué est une forme linéaire.
2. 0 est-elle injective ?

3. Démontrer qué est surjective.

Solution :
1. On montre facilement queest linéaire. Comme est a valeur darig, c’est une forme linéaire.
2. Ona f_ll tdt =0 doncid;-1,1; € Ker8. 6 n’est donc par injective.

3. Montrons qué est surjective : soik € R. Montrons qu'il existef € €°([-1,1],R) telle que f_ll fde=a. ll
suffit de considérer par exemple la fonction constgntf{ [_lt’ 1 : E . On a bier® (f) = a. 6 est dond
2

surjective.

Exercice 23.52 ©
Soit
[ ECRR) — E®RR)
' f — ['=2f'+f
1. Prouver que est un endomorphisme.
2. Calculeer .

3. ¢ est-elle injective ?

Solution :
1. Soienta,p € R, f,g € € [®R,R). Utilisant la linéarité de la dérivationg (a+pg) = (a+pg)" —2(a+pg) +
(a+pg)=a(f"=2f"+f)+p(g"-28" +g)=ae(f) +Py¢(g). ¢ est bien linéaire.
2. Soitf € € [R,R). f € Ker f si et seulement §i" —2f'+ f = 0. En appliquant le théoréme de résolution des égua-
tions différentielles linéaires du second degré a coefftsieonstants, on obtierKer f = Vect (t — te’,t— e").

3. Il est alors clair que n’est pas injective.

Exercice 23.5¢ O
SoientX un ensemble non vide ete X. SoientE unkk-espace vectoriel et
0- { F(XE — E

1. Prouver qué est une application linéaire.
2. Déterminer I'image de, et dire sid est surjective.
3. Déterminer le noyau d&, et dire si est injective.

Solution :

1. On montre facilement quieest linéaire.

2. Soitv € E. On veut montrer qu'il existe une applicatigre % (X,E) tel que :f (a) = v. Il suffit de considérer

E

I'application constant¢ :{ . " . B est donc surjective.

3. Il est clair quker6, = {f € Z (X,E) | f (a) =0}. L'application® n’est donc pas injective.
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Exercice 23.5¢ QO
On considéer€ comme urR-espace vectoriel. Saite R et

f:{C — C

z — (A+ia)z+(1-ia)z

1. Montrer quef est linéaire.

2. DétermineKer f et le représenter dans le plan complexe (on preadra).

3. Déterminefm f et le représenter dans le plan complexe (loragad ).

4. Lorsquea = 1, trouver les antécédents tigar f et représenter I’ ensembfé= ({1}).

Solution :
1. On vérifie sans peine gifeest linéaire.
2. Soitz € Ker f. Alors f(z) = 0. En notantu = 1 + ia et en remarquant quf(z)

. L A
obtient queRe (uz) = 0. Donc il existe\ e R tel queuz =i\, et doncz = E
u

(uz)+§ﬁ§i= 2Re (uz), on

. On Vvérifie qud

@,
1+a2 1+a?

réciproquement, tout complexe de cette forme est Hang. Par conséquent,

| Ker f = Vect(a +1) |

3. SoitZ e C. Cherchong € C tel quef(z) = Z. PuisquéeZ. = 2Re (uz), il faut nécessairement qide= R. Réciproque}

ment, siZ. e R, alorsf(Z/(2u)) =Re (2uZ/(2u)) = Z. Par conséque.

i\ 1-i 1+1i . .
=d : — = ) +A—L. C'est une droite affine passant |
2(1+1) 2(1+1) 4 4

L 1= s . .
le pomtTl et paralléle a la droite vectorielker f.

4. LorsqueZ =1 eta=1, on trouve que =

par

Exercice 23.55 QO
SoitE I'espace vectoriel des fonctions continues®uOn définit

R — R
E — E N shx .
Lp.{f — o) oup(f): o Tf(x) Six#0
£(0) six=0

1. Montrer quep est bien définie et qug e L(E).
2. DétermineKer g etimg.

Solution :  En utilisant les équivalents usuels (ou plus simplementemant le taux d'accroissement e en0), on

shx . .
montre que— — 1. La fonctiong(f) est donc continue enet donap(f) € E.

X x—
Cherchon&er ¢ : Soit f € Ker. AlorsVx #0, ¢(f)(x) =0 et doncvx #0, f(x) =0 et commef est continue en, il
vient également qug(0) = 0. Par conséquent,= 0g. DoncKer ¢ = {Og}.
Montrons qudm g = E. Soitg € E. Définissons

R — R
X .
f: P Eg(x) SIx#0
g(0) Six=0

On vérifie quef est continue en, donc quef € E et quep(f) = g. Par conséquering =E.

Donc| ¢ € GL(E) |.

Exercice 23.5¢ O
SoientE, E G troisK-espace vectoriel, gte L(E,F) etg € L(EG). Montrer que :

1. Ker(gof) = f©V (Ker g)
2. Ker f cKer(go f)
3. Imgofclmg
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Solution :

1. Soitx € Kergo f alors commeg (f(x)) = 0, f(x) € Kerg et doncx € f~!(Kerg). Réciproquement, st €
f 1 (Kerg) alorsf (x) e Ker g etg(f (x)) =0 ce qui s’écrit aussi e Kergo f.

2. SixeKer f alorsf (x) =0 etdoncg (f (x)) =g (0) =0. Alorsx e Kergo f.

3. Siyelmgo f alors il existex € E tel queg (f (x)) = y. Il est alors clair que € Im g (un antécédent deparg est
f).

Exercice 23.57  Q
SoitE unik-espace vectoriel ete L(E) un endomorphisme. On pose

P={x€eE|ulx)=ux}
1. Montrer que® est un sous-espace vectorieltle
2. Montrer que la somiiger u + P est directe.

Solution :

1. Il suffit de remarquer que= Ker(u —id) et on obtient immédiatement qBeest un sous-espace vectorielitle
2. Montrons qué® nKer u = {0g}. Soitx € PnKeru, on au(x) = x etu(x) =0 d’od x = 0.

Exercice 23.5¢  ©
Soientf etg deux endomorphismes d’irespace vectoriél.
1. Montrer qudm f cKerg < gof =0.
2. Montrer quefog = gof — Ker g est stable paf.
3. Montrer quegof =id = f injective.

Solution :

-.

1. Silm f c Kerg alors pour touk € E, f (x) € Im f c Kerg doncg (f (x)) =0. Doncgof = 0. Réciproquement, §
gof=0etsiyelmf alors il existex € E tel quey = f (x) etg(y) = g(f (x)) =0 doncy € Ker f. On a alors bie
Im f cKer f.

2. SoitxeKerg. Alorsg(f (x)) = f (g (%)) = f (0) =0 doncf (x) € Ker g etKer g est stable paf.
3. Sigof =id etsixeKer f alors0 =g (0) = go f (x) =id (x) = x. Doncx =0 etKer f = {0}. On en déduit qué est|
injective.

Exercice 23.5¢ (VIV)

Soientt etF deuxiK-espaces vectoriels & £ (E,F). Montrer que pour toute partledek, f (Vect(A)) = Vect(f (A)).

Solution :  Effectuons un raisonnement par double inclusion :

- Vect(A) est un sous-espace vectoriel Tgqui contientA. f (Vect(A)) est donc un sous-espace vectoriel Fapii
contientf (A) car I'image d’un sous-espace vectoriel par une applicditiéaire est un sous-espace vectoriel. Comme
Vect(f (A)) est le plus petit sous-espace vectorieFdmntenany (A), on a nécessairemefitVect(A)) > Vect(f (A))

dekK tels quey = f

n n
> )\l-x,-). Par linéarité, on ay:= Y_ A, f (x;). Doncy est élément deect(f (A)).
i=1 i=1

Exercice 23.6( (VIV)

On considére troik-espaces vectoriel5F,G et deux applicationg - F - G telles que :
1. l'applicationu est linéaire et surjective ;

2. l'applicationvou est linéaire d& versG.
Montrer que I'applicatiorv est linéaire.

Solution : Montrons quev est linéaire. Soity,, y») € F? et (A, ) € K?. Puisqueu est surjective, il existéx,, x,) € E?
tels quey, =

u(x1) ety, = u(xz). Alors v(Ayr + py2) = v(Aux) + puxz)) = v(udx + pxz)) (caru est linéaire
=Avou(xy) + pvou(xy) (carvou estlinéaire Av(y1) + uv(y2).
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Exercice 23.61 QO
Soient troid -espaces vectoriels F, G et deux applications linéairgs L(E,F), g € L(EG). Montrer que :

1. Ker(gof) =Ker f < KergnIm f = {Og};
2. Im(gof)=Img < Kerg+Imf =F.

Solution :
1. (a) (i) = (ii) : Soity e Im f nKerg, alors il existex € E tel quey = f(x). Commey e Kerg, go f(x) =0 et
doncx € Ker(go f). Doncx € Ker f et par conséquent(x)=y=0;
(b) (ii) = (i) : On a toujourKer f c Kergo f (le vérifier!). Montrons ici queéKergo f < Ker f. Soitx €
Kergo f. Alors g(f(x)) = 0. Mais en posang = f(x), yeImf ety e Kerg et d’aprégii), y = 0. Donc
f(x) =0 ce qui montre que € Ker f.
2. (a) (i) = (ii): SoityeF. Posong = g(y) eImg. Commedmg =Imgo f, il existex € E tel quez = go f(x).
On écrit alors
y=-f@)+fx)
avecf(x) e Im f et puisqueg(y— f(x)) =g() —go f(x) =0, (y— f(x)) eKerg;
(b) (ii) = (i) : Onatoujourdmgo f c Im g (le vérifier!). Montrons donc queng c Imgo f. SoitzeImg. Il

existey € F tel quez = g(y). Mais puisqué& = Ker g+Im f, il existe(y,, y») € Ker gxIm f tels quey = y1+y».
Commey, € Im f, il existex; € E tel quey, = f(x,). Alorsz = g(y1+y2) = g(y1)+8(y2) = gof(x2) eImgof.

Exercice 23.62 QO
SoientE unik-espace vectoriel et un endomorphisme de

1. On suppose dans cette question gtie 0.
(a) Montrer quém u c Ker u.
(b) Montrer qudadg +u est un automorphisme de

2. (a) Montrer queImunXKer u = {0} < Ker u? = Ker u.
(b) Montrer que Ker u+Imu=E < Imu? =Imu.

Solution :
1. (a) SoityeImu- Il existe doncc € U tel queu (x) = y. Par conséquent:(y) = uo u(x) =0. Doncy € Ker u.
(b) On a(id+u) o (id—u) = (id—u) o (id+u) = id doncid+u est bijective d’inverséd —u. id+u est donc uf
automorphisme de.

2. (a) — Supposons quen unKeru = {0}. Si x € Keru alors naturellement € Ker u?>. Réciproquement, $
x € Ker u? alorsu (x) € Imu etu (u(x)) = 0. Donc, par application de I'hypothésex) = 0, doncx € Ker u.
= Sion a Keru? =Keru et siy e ImunKeru = {0} alors il existex € E tel quey = u(x) etu(y) =

u(u(x)) =0. Doncx e Keru? =Keru ety=1(x)=0.
(b) — Supposons quEer u +Imu = E. Soity € Imu. Alors il existex € E tel queu (x) = y. Appliquant
I'hypothése, il existéx,, x;) € Keru x Imu tel quex = x; + x,. On a alorsy = u(x) = u(xz). Comme
xp € Imu, on a :y € Imu?. Réciproquement, sie Im u? alors évidemmenty € Im u.
- Supposons maintenant queniu? = Imu. Siy € E il existex € E tel queu(y) = u(u(x)). Commg
u(y—u@)=u(y)-u*@ =u(y)—u(y) =0, y—u(x) € Keru et on peut décomposgren la somme
d’un vecteur d&er u et d’un vecteur dému : y =y —u(x) + u(x). DoncKeru+Imu =E.

=.

Exercice 23.65  OQ
Soit unk espace vectorié et deux endomorphismes, v) € L(E) qui commutent :

uov=vou
1. Montrer qudm u etKer u sont stables par, c’est a dire
v(Keru) cKeru etv(Imu) cImu
2. Sil'on suppose de plus qite= Ker u @ Ker v, montrer que

ImucKervetlimvcKeru
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Solution :
1. Montrons qué&er u est stable paw. Soitx € Ker u, montrons que(x) € Ker u. Pour cela, on calcule

u(v(x)) = uov(x) = vou(x) = v(u(x)) = v(0g) = O

Donc on a bierv(x) € Ker u.
Montrons quém u est stable pav. Soity € Imu. Montrons ques(y) € Imu.
Commey e Imu, 3x € E tel quey = u(x). Alors

v(y)=vou(x)=uov(x)=u(v(x)) elmu

2. Montrons qudmu < Kerv : Soit y € Imu ; 3x € E tel quey = u(x). CommeE = Ker u + Ker v, 3(xy, x,) €
Keru x Ker v tel que
X=Xy + Xy

Mais alors
v(y) = v(u(xy + x)) = v(u(xy)) = vou(x,) = uov(x,) = u(0g) = Og

etdoncy € Kerv.
L'autre inclusion se prouve de la méme facgon.

Exercice 23.64  QQQ
Soit un K-espace vectori@l et un endomorphisme € L(E) tel queVx € E, le systéme de vecteuts, u(x)) est lié.
Montrer que I'application: est une homothétie.

Solution :  Par hypothése, pour toute E, il existeA(x) € K tel queu(x) = A(x).x. Il faut montrer que I'applicatio
A :E — K est constante. Soient deux vecteurs non flg) € E2. Nous allons montrer quE(x) = A(y). Commsg
I'applicationu est linéaire, on @&(x + y) = u(x) + u(y) et donc\(x+ y).(x+ y) = A(x).x + A(y).y. Donc

(Ax+y) = A@).x+ (Ax+y) —A())).y = 0§ (23.1)

Etudions deux cas :

— Sile systéméx, y) est libre, on tire de la relation (23.1), ghex) = A(x+ y) = A(3).

— Sile systéemeéx, y) est lié, I'un des vecteurs est combinaison linéaire denéa8i par exemple, il existee R, a # Ok
tel quey = a.x, comme queu est linéaireu(y) = u(a.x) = a.u(x) et donc

A@).y = (axA(x).x

d’ou puisquey = a.x,
(xx A(y) = A(x))).x=0g

et commex # Og, eta # 0k, on obtient également dans ce cas §ue = A(y).
On a donc montré que la fonctianétait constante stit\ {0g} : il existe\ € K tel quevx € E\ {0g}, A(x) = A. On peu
poser\(0g) = A également et done = A.idg. Par conséquent, 'endomorphismest une homothétie vectorielle.

Exercice 23.65 Q00
SoitE unkk-espace vectorigl € L(E) un endomorphisme. On définit

] L(B) — LB
Pr u — fou—-uof

1. Montrer quep € L(L(E)).

2. Montrer que sf est nilpotent, alorg ; est aussi nilpotent.

Solution :
1. Soientu,v € L(E) eta,p e K. ¢ (au+pv) = fo(au+pv)—(au+pv)of=a(fou—uof)+p(fov-vof) =
ag s (u) +Pyy (v) par linéarité def. Doncyy est linéaire.
2. Soitu e L(E). Ona(pif(u)=Lpf(fou—u0f)=f20u—2fou0f+ u0f2,puiSLpii(u)=f30u—2f20u0f+fo
uof?—flouof+2fouof?—uofd=pflou—-3f2ouof+3fouof’>—uofi SoitneN*. Supposons qu
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n

Lp]’l(u) = (Z (-1 f"~*u k. Montrons que la formule est encore valable au rarg.. On a (pour simplifief
k=0

les calculs, on n’écrit pas les symboles de composéjan

w(f (:)(—l)kf”"“uf’“)

k=0

(p?+1 (M)

I
=
>

(_l)k (fn—k+1ufk _ fn—kufk+1)

k=0
= k pn—k+l, ok v [T k pn—k., pk+1
= Zk(—l)f uf—Zk(—l)f uf
k=0 k=0
_ v |n vk pn—k+1 k_"+1 no\ o k-1pn—k+1,, ck
= 2|, |CDT T - Y CDF T
i=o\k =1 \k—1
_ n+1 ¢ _ Nk n n n+l-k,  ck , (1yn+l n+1
= Mu+) (-1 + f uf+=0""" uf
= k| \k-1
n+1
-y n+l (=1 ety pk
=0\ k

d’apreés la relation de Pascal. La formule est donc vraie agna 1. On termine en appliquant le théoréme de
récurrence.

Si p est l'indice de nilpotence dg, alors en posant =2p, et en considéraritte [0, n], soitk = p soitn—k = p.
Donc dans tous les cag! *uf* =0 et commep’; (u) = X}, (N Dk fr=kufk, il vient, pour toutu € L(E) que|
ij’l () =0 ety est bien nilpotent..

Exercice 23.66¢ Q00
SoitE unik-espace vectoriel @te L(E). On définit :

.{L@)—ﬁ L(E)
L f — gof
On admettra que dans un espace vectoriel, tout sous-espetogi®l admet un supplémentaire.

1. Montrer quep est linéaire
2. Montrer quep est injective si et seulementgiest injective

3. Montrer quep est bijective si et seulementgiest bijective.

Solution :
1. Facile.

2. Supposons que soit injective. Soitx, € E tel queg (x) = 0. Par I'absurde, supposons qug# 0. Poson$
F=Vect (xg) et considérons un supplémentdiredeF danst. Considérons aussi I'application linéajfe L (E)
donnée par

| E=FeG — E
f'{ X=0Qaxg+xg — Oaxg

Alors ¢ (f) = go f =0=¢(0). Commey est injective, il vient qug = 0 ce qui n’est pas possible. Dorg= 0
etg est injective.

Réciproquement, g est injective et s'il exist¢ € L (E) telle queyp (f) =0 alors pour touk € E, go f (x) =0
et donc pour touk € E, f(x) € Kerg = {0}. Il vient alors quevx € E, f (x) = 0 autrement dit qug = 0. En
conclusionyp est injective..

3. Supposons qug est surjective. Sojt € E. Il existef € L(E) tel quey (f) =id. Doncg (f (y)) =y ety e Img.
On a prouvé qug est surjective.

Si g est bijective, montrons qu'il en est de mémegdeOn sait déja que est injective. Il reste a montrer

qu’elle est surjective. Sojf € L(E). Commeg est bijective, pour tout € E, il existe un uniquecy € E tel que

g(xf) = f (x). On définit ainsi une applicatiofy : { I;:C . Cette application est linéaire. En effet| si

— X
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x,x' €E eta,o € K alorsfy (ax+a'x') = (ax + (x'x')f avec(ox + (x'x')f tel que

g (((xx + (x’x')f) f(ax+a'x") par définition defocx + o/ x') ,
= af (x)+d f(x') parlinéarité def
= ag(x)+a'g(x’) par définition der etx;

= g(axf+o<’x}) par linéarité deg

donc par injectivité deg, (ax+o'x') FEoxp+ (x’x'f et fo(ax+a'x') = afo (x) +Bfo(x'). On en déduit que
fo € L(E). De plus, par constructioge fo = f ety est bien surjective.

Exercice 23.67 QO
SoitE unR-espace vectoriel & un sous-espace vectoriel HeOn poséds = E\F. Soit f € L(E) tel que

VxegG, f(x)=2x

Montrer quef = 2id.

Solution : Soientx € F etx' € G. Alors x+ x' € G car sinonx + x' € F et commex € F et queF est un sous-espage

vectoriel deEB, x' € F ce qui n’est pas possible.
Par linéarité def, f(x+x') = f(x) + f(x') et donc2(x+x') = f(x) +2x'. On en déduit qug (x) = 2x et donc que
fir =2id. En conclusionf = 2id.

Exercice 23.6¢  ©
SoitE unik-espace vectoriel gte L(E). Soitp e N*.

1. Montrer queKer f =Ker fP = Ker f =Ker f" pourne [1,p].
2. Montrer qudm f =Im f? = Imf=Imf" pourne [1,p].

Solution :
1. On vérifie facilement quier f c Ker f? c ... c Ker fP. Donc siKer f = Ker f? les inclusions précédentes devign-
nent des égalités.

2. De méme, il est clair quen fP cIm fP~! c...cIm f? cIm f donc siim f = Im f?, ces inclusions deviennent|la
aussi des égalités.

Exercice 23.6¢ Q00
SoitE unK-espace vectorieh e N* et f € L(E).

1. Montrer queKer f = Ker f> = Ker f = Ker f”* pourn = 2.
2. Montrer qudm fP =Im fP*! = Im f” =Im f” pourn= p.

Solution :

1. On effectue un raisonnement par récurrence. La pro@#étepar hypothese, vraie au rahgsupposons qu’el
est vraie au rang pourn =2 et prouvons la au rang+ 1. On sait déja qu&er f < Ker f"*!. Si x € Ker f"*!
alorsf™ (f (x)) = 0 et doncf (x) € Ker f* = Ker f. Donc f? (x) = 0 et x € Ker f2 = Ker f. La propriété est alo
aussi vraie au rang+ 1. On termine en appliquant le théoréme de récurrence.

2. Montrons par une récurrence sue p+1 quelm f" = Im fP. La propriété est vraie par hypothése au nang
p+1. Soitn = p+1. Supposons quien f" = Im f” et montrons quém f"*! =Im f”. On a toujourdm f"**! c
ImfP. Siy e ImfP alors il existex € E tel quey = fP (x). Commelm fP = Im fP*!, il existe x' € E tel queg
y = fP(x) = fP*1(x'). Mais d’apres I'hypothése de récurrence , il existe E tel quef™ (x") = fP (x"). Donc
y=f(f"x)=f""(x") et dondm fP < Im f"*1. On termine en appliquant le théoréme de récurrence.

)

n

Exercice 23.7¢C  QQ
SoitE unkk-espace vectoriel gte L(E). On pose

N = Ujen Kerfi

1. Montrer queN =Ker f = Ker f +Im f est directe.
2. Etudier la réciproque.
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Solution :

1. Supposons que=Ker f. Alors pour tout € N*, Ker f i c Ker f. Comme par ailleurs, on a toujoter f < Ker f*,
il vient que pour toui € N*, Ker f* = Ker f. Soitx € Ker f nIm f. Alors il existex, € E tel quex = f (xo) et par
ailleursf (x) = 0. Commef (f (xo)) = 0 et queKer f = Ker f2, il vient quex, € Ker f et doncx = 0. La somme est
bien directe.

2. Supposons quker f +Im f soit directe. Remarquons qu’on a toujoliks f < Ker f2. Soit x € Ker f2. Alors
f(f ) =0. Mais f (x) € Im f nKer f = {0} doncf (x) = 0. Alors x € Ker f. On a montré quier f = Ker f%. On
en déduit quder f? = Ker f3, ... et donc quéN = Ker f.

Exercice 23.71  OQ
SoitE unk-espace vectoriel gt g € L(E). On suppose que

fogof=f, et gofog=g

Montrer que
E=Kerfelmg

Solution : Soitx e Ker f nImg. Alors f (x) = 0 et il existexy € E tel quex = g (xp). Doncgo f o g (xy) = x mais on 4
aussigo fog(xp) = go f(x) =0 doncx =0 etKer f, Im f sont en somme directe.

Soitx € E. On peut écrirec= x—go f (x) + go f (x) et commef (x—go f (x)) = f(x) = fogof(x)=f(x)— f(x) =0, il
vient quex— go f (x) e Ker f. Par ailleurs, il est clair qugo f (x) e Img doncE =Im f + Ker f.

En conclusionKer f etIm f sont bien supplémentaires dahs

Exercice 23.7: VIV
Soit f € L(E). On note
A(f)={geL(E)| fogo f=0ux}

1. Montrer ques(f) est un sous-espace vectorielldg).
2. Montrer que sf est injective, alors

A(f)={geL(E) |Imf cKerg}
3. Montrer que sf est surjective, alors

A(f) = {g € L(E) | Im g  Ker f}

Solution :
1. L'endomorphisme nul est clairement dax{g’) doncA(f) n’est pas vide. Soier, g’ € A(f) eta,o’ € K. Alors
par linéarité def :
folag+a'g)of=afogof+a/fogof=0
carg, g’ € A(f). DoncA(f) est stable par combinaison linéaire. C’est bien un souaeesyectoriel dé.(E).

2. Supposons qug soit injective. Sig € L(E) est tel qudm f c Ker g alors pour toutc € E, fogo f(x) =0 (car
f(x) e Kerg) doncg € A(f). Réciproquement, g € A(f) alors pour toutc € E, g(f (x)) € Ker f. Mais commg
Ker f = {0}, il vient queg (f (x)) = 0 et donc quém f < Ker g.

3. Supposons maintenant gfiest surjective. & € L(E) est tel quém g c Ker f alors pourtouk € E, fogof (x) =0
carg(f(x) eImg < Ker f. Doncg € A(f). Réciproquement, g € A(f) et siy € Img alors il existex € E tel
queg(x) = y et commef est surjective, il exista’ € E tel quex = f(x'). Alors go f(x') = y. Mais f(y) =
fogof(x')=0carfogof=0.DoncyeKerf etimgcKerf.

23.7.8 Endomorphismes inversibles

Exercice 23.7:  ©
Soient urik-espace vectoridl et deux endomorphismasv € L(E).

1. Développetu + v)? .
2. Développetid—u) o (id+u) .
3. Siu? =0, montrer queid —u) est bijective.
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Solution :
1. On utilise la linéarité da etv et on trouve (u+ v)? = u? + uo v+ vou+ v?. Attention, en généraljo v # vou.
2. De mémeid —u) o (id + ) = id —u?
3. Siu? =0, alors(id —u) o (id +u) = (id +u) o (id —u) = id et (id —u) est bijective d'invers&l +u.

Exercice 23.7¢ Q
SoitE unik-espace vectoriel gte L(E) vérifiant(f —id)o(f +2id) = 0. Montrer quef est inversible.

Solution :  Comme(f —id)o(f +2id) = 0 et quef est linéaire, il vient que? + f —2id = 0 ce qui s’écrit ausg

fo (id;f) =id ou encoff( id2+f) o f =id. Doncf est inversible d'inversef ™" = id;f '

Exercice 23.78  Q
SoitE uniK—espace vectoriel at € L(E). On suppose qu'il existe des scalaitgs..., a, tels queagid+au+--- +
ay,u™ =0, avecay # 0 etay # 0. Montrer queu est un automorphisme de

Solution : Commeayid+aiu +--- + a,u™ =0, on a—(a,u"+...+aju) = apid et u(—Z—gu”‘l—...—Z—;id) =
. . . . _ a _ a .
(—Z—Zun_l—...—z—éld)MZId doncu est inversible etu 1=—(—"u” 1+...+—11d) |
agp ao

Exercice 23.7¢  Q
On considére les deux endomorphismeg deR? suivants :

[RZ . RZ [RZ . [RZ
”{ %y — (3,0 et”'{ ®y — 0

1. Calculeruov, vou, u? etv?. Conclusion ?
2. Montrer que I'endomorphismial —u) est inversible et déterminer son inverse.

Solution :
1. Pour{x,y) € R?, on calcule

— uov(x,y)=u(0,x) = (x,0). - u?(x,y) =u(y,0) = (0,0).
—vou(x,y)=v(y0)=(0y). - v (x,y)=v(0,%) = (0,0).

doncuo v est la projection sur les abscisses,u est la projection sur les ordonnéesi#t= v> = 0.
2. On utilise I'exercice 23.73. Commé =0, id—u est inversible et d’inversé +u.

Exercice 23.77  ©
Soit uniK-espace vectori@ et un endomorphismiee GL(E). On considére I'application

J LE) — LE)
Pk u +— kou

Montrer quep;. € GL(L(E)) puis que I'application

' { GL(E) — GL(L(E)
' kK — ¢

est un morphisme de groupes injectif.

Solution :  On vérifie quepy. est linéaire. Soient,p € K etu, v € L(E). On a@y (au+pv) = ko (au+pv) =akou+
Bkov=a@y (u)+ Py (v) par linéarité de.

L'applicationgy. est bien a valeurs dahs$E) car la composée de deux applications linéaires est encexaie.
Enfin, ¢ est bijective. En effet, commieest inversible, on @ o @;-1 = @i-1 0@y = idyE) -

Soientk, k' € GL(E). On ay (ko k') = pror = 9k o doncy est un morphisme de groupes. De plus; siKery alors|
v (k) = idg doncyy = idg ce qui n’est possible que ki= idg doncKer v = {idg} ety est injectif.
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Exercice 23.7¢ Q

SoientE unK-espace vectoriel gt un endomorphisme deé nilpotent. Prouver quial - f est inversible et exprimer

son inverse en fonction dé

Solution :  Supposons qug est nilpotent d’ordrer e N*. Alors par linéarité de¢ il vient que :

(i[d=fo(id+f+f2+...+ ) =(id+f+ 2+ + )= (f+ 4.+ + ) =id

par télescopage et caf® = 0. De méme(id+f+ f2+...+ f" 1) o (id—f) = id doncid-f est inversible et

(id—f) " =id+f+ f2 4.+ 171

Exercice 23.7¢ QO
On considér& comme urR-espace vectoriel. Sgite C. On définitf : C — C parf(z) = z+ pz. Vérifier quef € L(C)
puis détermineKer f. A quelle conditionf est-il un automorphisme ?

Solution :  f est linéaire (vérification immédiate). Cherchons son noysait z € C :
fl2)=0 = z=-pz

En prenant le conjugug,= —pz et doncz = |p|*>z d’oti (1 - |p|*)z=0.
1. Silp| #1, alorsz = 0. Par conséquerier f = {0}.
2. Silpl=1 alors3a € [0,2n] tel quep = e®. Par ailleursr =0, 36 € [0,2n|, tels quez = re’®. Alors

z=-pz = &0 =M = 9= MTH +kn(kez)
DoncKer f est une droite vectorielle :
QLT
Ker f = Vect(u), u=e'2)

On peut déja conclure que|gi = 1, alorsf n’est pas un automorphisme.
Lorsquelp| = 1, on a vu quef était injective. Vérifions qu’elle est surjective. Saite C. Cherchon € C tel que|

z+ pZz = u. En prenant le conjugué et en multipliant parwn trouve quez +|p|*z = pu. En éliminangk, on trouve que

u—pu L. PP
2= 7 |p 2 qui réciproquement vérifie bief(z) = u.
—Ip

En conclusior*,f eGL(C) = Ipl#1 |

Exercice 23.8C  OQ
SoitE unR-espace vectoriel gte L(E) tel quef? =id. Soitb € E etA € R\{1,—1}. Montrer que I'équatior+A f (x) = b
posséde une unique solution.

Solution : Supposons que € E est solution de I'équationx + Af(x) = b et en appliquanf, on akx + f(x) = f(b).

- . Ly 1
En multipliant la seconde relation p&r et en éliminantf (x), on trouve quex = W(b_ f(b) (1-A% #£0). Donc
si 'équation posséde une solution, elle est forcémentuailyérifions que le vecteurprécédemment trouvé est b

solution : .

—\2

1 1

—_ — 2 =
AR Fey (1-A%)b=b

(f(b) - f2(b)) | = !

en

Exercice 23.81  OQ
Soient deux endomorphismes g) € L(E)? tels queE = Ker f @ Ker g = Im f @ Im g. Montrer que(f + g) € GL(E).

Solution :

1. Montrons qué&er(f+g) = {0g}. Soitx € Ker(f+g). CommeE = Ker(f)+Ker(g), il existe(xy, x,) € Ker(f) xKer(g)
tels quex = x1 + xp. Alors f(x) = f(x2) etg(x) = g(x1). Comme(f + g)(x) =0, on en déduit qué(x,) + g(x1) =0,
c'est-a-direz = f(x;) = —g(x1) € Im fnIm g. Mais puisque la sommien (f) +1Im (g) est directelm (f)NIm(g) =
{Og} et doncf (x2) = g(x)) = Og ce qui montre qué (x) = g(x) = Og, c'est-a-direx € Ker(f) nKer(g). Mais puisque
la sommeKer(f) + Ker(g) est directe, finalement= Og.

2. Montrons qué& =Im (f+g). Soity € E. CommeE = Im (f) +Im(g), il existe(x;, x,) € E? tel quey = x; + x;. Mais
commeE =Ker(f) + Ker(g), il existe(x11, x12, X21, x22) € Ker(f) x Ker(g) x Ker(f) x Ker(g) tels quex; = x11 + x12

1]
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etxy = xo1 + X20. Alors f(xl) = f(xlz) etg(xz) = g(le). Posonsc = x12 + x21. On calcule(f+ g)(x) = f(xlz) +
g(x12) + f(x21) + glx21) = f(x12) + g(x21) = y.

Exercice 23.82 Q00
Soit unR-espace vectorid@ et un endomorphismee L(E). Soient deux réels distincta, b) € R? tels que :

(u—aid)o(u—bid) =0

1. Montrer qu& = Ker(u— aid) @ Ker(u— bid).
2. Déterminer la restriction de aKer(u — aid) et aKer(u — bid).

Solution :
1. Remarquons tout d’abord qiier(u — aid) et Ker(u — bid) sont bien des sous-espaces vectoriel® dmar ce
sont des noyaux d’applications linéaires. So# Ker(u — aid) nKer(u — bid). Alors u(x) = ax et u(x) = bx.
Commea # b on a forcémenk = 0 et les deux sous-espaces sont en somme directe. Remarquens g—
a)X—a)+1/(a—b) X—b)=1doncl/(b-a) (u— aidg)+1/(a—b) (u— bidg) = idg. De plus, en vertu du fait qye
(u—aid)o (u—bid) =0, Im1/(b—a) (u— aidg) < Ker(u— bid) etim1/(a—b) (u— bidg) c Ker(u— aid). De plus,

pourtoutce Eona:

X = - (u(x) —ax) + ;b (u(x) — bx)
.

€Ker(;r—bid) EKer(;.r—aid)
doncE = Ker(u — aid) + Ker(u— bid). En conclusion, on a bighi= Ker(u — aid) ® Ker(u«— bid).

2. Déterminons la restriction de a Ker(u — aid). Six € Ker(u— aid) alorsu(x) = ax donc wer(u-aiq) €St UNQ
homothétie de rappodt. De mémeu xeru—bia) €St Une homothétie de rappért

23.7.9 Transformations vectorielles

Exercice 23.85  Q
Dans I'espac&®?, on considére les sous-espaggs- Vect(1,1,1) etE, = {(x,y,2) € R® | x+ y + z = 0}. Déterminer
I'expression analytique du projectepisurk, parallélement & .

Solution :  On vérifie facilement qu&, etE, sont supplémentaires daBs= R3. On notee = (e}, e2, e3) la bassg
deE formée dee; = (1,0,0), e> = (0,1,0) etes = (0,0,1). On remarque quE, = Vect(fi) avecfi = (1,1,1) et qug
Ey =Vect(f2, f3) avecf, = (1,0,-1) et f3 = (0,1,—1). En utilisant les outils du chapitre 3, on montre dugf,, f5 ne
sont pas coplanaires et qu'’ils forment donc une lfadeE. Soitv € E. On note(x, y, z) les coordonnées dedanse et

x =P+«
(o, B, Y) Ses coordonnées dafisDe I'égalitév = xe; + ye, + zes = afi +Pf2+ Y f3 ontire le systéme y =y +a
z =—Pf-y+a
p =30@x-y-2
qui est équivalentgy =3 (-x+2y+z). Commefi € E; et quef, f3 € E, on doit avoir
a =3(x+y+2)
1 1
p(v):ﬁf2+yf3:5((2x—y—z)(1,0,—1)+(—x+2y+z)(0,l,—1))=5(2x—y—z,—x+2y+z,—x—y)

etdong p (x,y,z) =§(2x—y—z,—x+2y+z,—x—y) .

Exercice 23.8¢  ©
Dans I'espac®?, déterminer I'expression analytique de la symétrie papoapau sous-espadg parallélement au
sous-espace; ou :
E; = Vect((1,0,0),(1,1,1)) etE, = Vect(1,2,0)

Solution :  Soit s cette symétrie et soiemt= (1,0,0),v = (1,1,1) etw = (1,2,0). Soiente; = (1,0,0),e, = (0,1,0) et
e3 = (0,0,1) les vecteurs de la base naturelleide
Onasw)=uets(v)=v.s(w)=-—w. Onae; =u,e; = %(w— u) etes3=v-— %(w+ u).
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On en déduit(e;) = e; = (1,0,0), s(e») = —%(w+ u) =(—1,-1,0) ets(e3) = v+%(w—u) =(1,2,1). Finalements(x, y, z) =
X=x+y+z
(x—y+2z,—y+2z2) etl'expression analytique des'écrit :{ y' = y+2z

Z=z

Exercice 23.85 O
Soit:
0 RX] — RX]
’ p — 0(P)
oub (P) est le polynéme donné par :

O (P) (X) = P

1. Prouver qué est linéaire.

2. Prouver sur I'ensemble des polynémes pairs est stable par

3. Montrer queéd o6 = 6. Que peut-on en déduire podur

4. DétermineKer0 etIm0. En déduire les éléments caractéristiques.de

Solution :
1. Facile.
2. On montre aussi facilement quePsést pair, il en est de méme d€P).
3. SoitP un polynéme a coefficients réels, on a :

PX)+P(-X 1 (PX)+P(-X P(-X)+PX
BOG(P)(X)ZB( X)+P( )):_( X)+P( )+ (=X)+P(X)

J=0@

2 2

doncb est un projecteur.

4. SioP) =0 alors¥X e R, PX)=-P(-X) doncP est impair. Réciproquement Bi est impair alor® (P).
Ker® = {PeR[X] | P atous ses termes de degré pair hutdn a par ailleur® (P) est pair pour touP € R[X].
Réciproquement, & est pair, alor§ (P) = P donclm6 = {P e R[X] | P a tous ses termes de degré impair huls

Exercice 23.8¢  ©
SoientE unkK-espace vectoriel gte £ (E).

1. Montrer quep est un projecteur si et seulementdstp I'est.
2. On suppose que est un projecteur. Exprimer aloits: (id —p) etKer (id—p) en fonction dém p etKer p.

Solution :

1. Commeid— p)2 =id—2p + p?, p est un projecteur si et seulemenidsi-p est un projecteur.

2. On aKerp =1Im (id—p). En effet, six € Ker p alorsp (x) =0 et(id—p) (x) = x. Doncx € Im (id —p). Réciproquef
ment, six € Im (id—p) alors il existex, tel quex = (id—p) (xo) Doncp (x) = p (xo) — p* (xp) = 0.

Exercice 23.87  OQ
SoientE unk-espace vectoriel gt, q € & (E). Montrer I'équivalence entre :
1. pog=petgop=gq.
2. p etq sont des projecteurs Bér p =Ker g.

Solution :

Comme
p*=pogopoq=pogoq=poq=p,
——
=q

p est un projecteur. On montre de méme quest un projecteur. Sie Ker p alorsq (x) = go p (x) =0 doncx € Ker q

etKer p c Ker g. On montre de méme qier q < Ker p. DoncKer p = Ker q.
Commegq est un projecteuier p etImp sont supplémentaires daBs Soit x € E. Il existe un unique coup

(x',x") e Kerg x Im q tel quex = x' + x". Alors

poq(x) :poq(x”) :p(x”) et px) :p(x'+x"):p(x")

carKer p =Kerq et queq(x") = x". Doncpo q(x) = p(x) etpoq = p. On montre de méme qup> p = q.
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Exercice 23.8¢ QO
Soit un projecteup d’'un K-e.v.E. Montrer que

VAeK\{0,1}, p—AideGL(E)

Indication 23.23 : On fera deux démonstrations. Pour la premiére, utilisegliion polynomialepo p = p. Pour la
deuxiéme, écrire quie = Ker p @ Im p, et résoudre I'équatiotp — Aid) (x) = y, en décomposant sier p etImp les
vecteursg ety.

Solution : Premiére démonstration.On apop = p, doncp?—p =0, etalors(p—Aid)o (p+(A-1)id) +A(A—1)id =0
donc si\ ¢ {0,1}, on peut écrire

AA-1)

(p-Mid)o| (p+A-Did)] =id

ce qui montre quép — \id) est inversible.

Deuxiéme démonstration.Soit y € E. On décomposg = y; + y» avecy; € Kerp ety, e Imp. Soitx = x; + x, € E.
Alors (p—Aid)(x) = y < x2—A(x1+x2) = Y1+ Y2 < —Ax; = y1 et(1-AN)xz = y» (on a utilisé le fait que la somme est

Y2, C’est-a-dire

directeet donc que la décomposition est unique). On trouve une eraglutionx; = — N etx; = T
qu’il existe un unique antécédanyar l'application(p — Aid). Cette application est donc bijective.

Exercice 23.8¢  QQ
Soit unkK -espace vectorié et deux projecteurs, q deE vérifiant :
poeq=qop

1. Montrer quep o q est un projecteur :
2. Montrer qudm (poqg) =Impnlmgqg;
3. Montrer qu&er(po q) =Kerp+Kerg.

Solution :
1. Calculons
(poq)®=pogopoq=popogoq=p’oq*=poq
Doncp o g est un projecteur.

2. Im(poq) cImpnlmgq : soity e Im(poq). 3x € E tel quey = po q(x). Commey = p(gq(x)), y € Imp. Mais
puisquepo g = go p, on a également= q(p(x)) e Img. Doncy e ImpnImg.
ImpnImq cIm(pogq). Utilisons la caractérisation de I'image d’un projecte8pitx € Im pnImq. Alors p(x) =
q(x)=x. Alorspo q(x) = p(q(x)) = p(x) = x et par conséquent,c Impoq.

3. MontronsKer p +Ker g c Ker(po q) : Soitx € Ker p +Ker g ; 3(xp, x4) € Ker p x Ker g tels que
X = xp ar .X'q
Alors
poq(x) =p(qxp) +q(xy) = p(qxp) = q(p(xp)) = q0) =0
doncxeKer(poq).
Montrons queKer(p o q) < Kerp +Kerq. Soit x € Ker(po q). Posonsx, = q(x) et x, = x— q(x). On a bier

X=Xp+xq €1
plxp)=poq(x)=0 = xp€eKerp

q(x—q(x) =qx) - G (x)=qx)—qx) =0 = xq € Kerg

Exercice 23.9C OO
Soient urik-espace vectori@ et deux projecteurs, q dek vérifiantpoq=0. On pose = p+q— qop.

1. Montrer que- est un projecteur;
2. Montrer qu&Kerr =KerpnKergqg,
3. Montrer qudmr =ImpeImg.

Indication 23.23 : Interpréter la relatiop o g = 0 en fonction des images et noyauxey. Dans les démonstrations,
on pourra utiliser le fait que si est un projecteur, ete E, xe Imr < r(x) = x.
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Solution :
1. Calculons

r’=p*+pq-pap+ap+q4°-4°p-ap*-qprq+qpap=p+qp+q-qp-qpr=p+q-qp=r

(on a utilisé quey? = p, > = q etpq = 0). Doncr est un projecteun-(est linéaire).

2. Kerr c KerpnKerq : soitx € Kerr, alorsp(x) + q(x) — gp(x) = 0, et en appliquanp, on trouve quey?(x) +
pq(x)—pqp(x) =0, d’ou p(x) =0, c’'est-a-direx € Ker p. De méme, en appliquagt on montre que € Ker q.
Ker pnKer g = Kerr, c'est évident.

3. ImpnImg=1{0} : soitxeImpnImg, alorspq(x)=0 = p(x) =0 (carxeImgq) et alorsx =0 ( p(x) = x, car|
xeImp). La somme est donc directe.

ImrcImp+Imgq : Soitx € Imr, puisquer est un projecteur,(x) = x et donc

x=px)+q(x) - qpx) = px) +g[x— p(x)]

etp(x) eImp, g(x—p(x)) €Imgq.

Imp+ImgcImr :SoitxeImp+Imgqg, 3x; € Im p,3x, € Im g tels quex = x1 + xz. Alors, r(x) = p(x1) + p(x2) +
q(x1) + q0) — gp(x1) — gp(x2) = x1 + X2 + p(x2) + q(x1) — gp(x1) — gp(x2). Maispoq =0 = Imgq < Kerp,
doncp(xz) =0. Alors r(x) = x+ q(x1 — p(x1)), mais puisque;; € Imp, on sait quep(x;) = x1, et doncr(x) = x.
Commer est un projecteur,(x) = x = x€Imr.

Exercice 23.91 QO
SoitE unik-espace vectoriel @t un projecteur d&. Résoudre I'équatiop(x) +3x=y ouy€E.

Solution : Commep est un projecteur, les sous-espakesp etImp sont supplémentaires daBsDonc il existe
un unique coupléx’,x"") € Ker p x Im p tel quex = x' + x" et il existe un unique coupleg’',y") € Kerp x Imp tel que|
y=y'+y". llvient:

Sx’ = y’ yl 1"
N+3x=y=x"+37+3x"=y+y = 3x' +4x" = y + ) = S x==+=
p(x) y Yy I = TV 4x" =y 3 4
€Kerp €lmp  eKerp elmp
. ) y L _y-r() P
par unicité de la décomposition des vecteurs daa¥er p @ Im p. En conclusior, x = 5 + —

Exercice 23.92 OO
SoientE unkk-espace vectoriel gt un projecteur d&. Calculerid +p)" ol n € N.

Solution : Commeid et p commutent, on peut appliquer la formule du binbme et

dd+p” = Y ["pt=id
p" = P =id+
k=0

5 (']Z)) =[id+(2"-1)p

carp? = p.

Exercice 23.95  QQ
SoitE unk-espace vectoriel ete L(E). Soitp un projecteur d&.
Montrer queu etp commutent si et seulementisi p etKer p sont stables patr.

Solution :

Supposons que etp commutent. Soiy € Imp. Maisp (u(y)) = u(p(y)) = u(y) cary e Imp. Doncu(y) e Imp
etImp est stable pan. Six € Ker p alorsp (u(x)) = u(p (x)) = 0 doncu (x) € Ker p etKer p est aussi stable par
On supposém p etKer p sont stables par. Commep est un projecteuk = Ker p @ Im p. Soitx € E. Il existe un
unique coupléx’,x") € Ker p x Imp tel quex = x’ + x". Il vient queuo p (x) = u(x") et quepo u(x) = p(u(x")) =

u(x"). On a montré queo p (x) = pou(x) doncu etv commutent.

Exercice 23.9¢ QOO0
[Décomposition du noyau] Soient @respace vectori@ et un endomorphismge L(E) vérifiantf? = —idg. On note

F={xeE|f(x)=ix}etG={xeE]| f(x)=—-ix}
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Montrer queE = Fo G et exprimer le projecteur s@irparallelement &.

S#lution: Pour toutx € E, on ax = -4 (f (x) +ix) + 4 (f (x) - ix) et on vérifie quef (x) +ix € F, f (x)—ixeG. En
effet :
Ff+ix)=fP@+if()=—ix+if () =i(f ) +ix)

Ff@-ix)=fP@-if()=—if)—if @) =—i(fx)-ix)

DoncE =F+G. Sixe FnG alors on a en méme temppsgx) = ix et f (x) = —ix ce qui n’est possible que si= 0. Donc
F etG sont en somme directe. En conclusigni; F e G.

Montrons quep = —% (f+iid) est le projecteur suf parallélement &. Soitx = x; + x, € F& G. Alors p(x) =
—L(f )+ f ) +i(x +x2)) = =L (ix1 —ixz + ix1 +ix2) = x1, ce qu'il fallait montrer.

Cet exercice est un cas particulier du théoréme de décotigpogdil noyau que vous verrez en deuxiéme année.

Exercice 23.95  QQQ
Soient deux projecteurs et g d’un espace vectoridl. Montrer que I'endomorphisme + q) est un projecteur
deE si et seulement si I'on @oq = qgop =0. Si c'est le cas, montrer qu'aloks (p + q) = Imp & Imq et que
Ker(p+q) =KerpnKerg.

Solution :

— On suppose que+q est un projecteur. Aloflp + q)2 = p+q et en développant, on obtigpit+g>+ poqg+qgop = p+q.
p, q étant des projecteurs, on @* = p etq® = q et doncpo g+ qop =0. On va montrer quém q < Ker p ce qui
amenergpoq =0 et doncqop = 0. Soity € Imgq. Alors p(y)+ q(p(y)) = 0. CommeE = Kerq & Img, il existe
X eKerq etY eImgq tel quep (y) =X+Y. AlorsX+Y + q(X+Y) =0 soitX +2Y = 0. Par unicité de la décompositipn
d'un vecteur sur une somme directe, il vigint Y = 0 et doncp (y) = 0. On a prouvé quim g < Ker g et la premiere
implication est démontrée.

— Pour la seconde, supposons quej = gop =0 alors(p + q)2 =p’+qg*>+poq+qop=p+q carp etq sont des
projecteurs.

— On suppose dans la suite qer q) est un projecteur de.

— Montrons quém (p + q) =Imp ®Imgq. Soitx e ImpnImgq. Alors p (x) = g (x) = x et il vientq(p (x)) = x. Mais
gop=0doncx =0. Donclm p etlmq sont en somme directe. 8 Imp+q alorsx = (p+q) (x) = p(X) + g (x) €
Imp+Img etimp+q < Im p+Im q. Six € Im p+1Im q alors il existex; € Im p etx, € Im q tel quex = x; +x,. Mais
(p+g)(x)=px1)+p(x2) + q(x1) + q(x2) = x1 + x2 carlm g < Kerp etlmp c Kerq en vertu dgpoq=gop =0.
Doncx € Im p + g et on prouve ainsi par double inclusion que(p + q) =Imp &Imgq.

— Montrons maintenant quéer(p + q) = Ker p nKer q. On montre facilement qui€er p nKer g < Ker(p + q). Soit
xeKer(p+q). Alors p(x) + q(x) =0 et p(x) = —q(x). Posong = p(x). On sait alors que € Im p et quey € Img.
MaisImp c Kerq etImq c Kerp doncy e Kerqg ety € Kerp. CommeE =Kerp®Imp etE = KerqgoImg, ceci
n’est possible que 3i=0. Doncx € Ker p nKer g et I'égalité est prouvée par double inclusion.

23.7.10 Formes linéaires

Exercice 23.9¢  ©
SoientE unkk-espace vectoriel gt g € E* deux formes linéaires telles qide € E, f(x)g(x) = 0x. Montrer quef =0
oug=0.

Solution :  Siil existea € E tel quef(a) #0 etb e E tel queg(b) #0, alors
0=f(a+bgla+b)=f(ag@+f(a)gb)+f(b)g@+f(b)gb)=f(a)gb) +f(ga.

Donc f (a)g (b) = —f (b) g (@) et commef(a) # 0 , g(b) # 0, nécessairemerft(b) # 0 et g(a) # 0. Il vient alors que
f (a) g (a) #0 ce qui est contraire & notre hypothése de départ. [fene ou g = 0.

Exercice 23.97  Q
SoientE un espace vectoriel atun vecteur d&. Soitgp une forme linéaire sut. On définitu(x) = x+@(x)a. Vérifier
queu est un endomorphisme &g puis calculen?. A quelle conditioru est-elle injective ?

Solution : Soienta, o’ € K etx, x' € E. Par linéarité de
ulax+o'x)=ax+a'x' +@(ax+o'x)a=a(x+p@a)+o (x' + 9" a) = aux) + o’ u(x')

doncu est linéaire.
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Soitx€E.
W@ =u(x+ea)=u@+e@u@=x+exa+¢ ) (a+e@a)=x+2+¢@)pxa

L’applicationu est injective si et seulement si son noyau est réduit au weotd deE. Maisu (x) =0 < x+¢ (x) a=
0 < x = —¢ (x)a. Donc un vecteux est élément du noyau desi et seulement si il existe € K tel quex = aa et
¢ (x) = —a. On a alorsxa = —a (a) a ce qui s'écrit aussi (1 - ¢ (a)) a = 0. Pour que le noyau de ne soit pas trivia
il faut donc quep (a) = —1, dans quel cas; n'est pas injective. Sinon, gi(a) # —1, ¢ est injective.

Exercice 23.9¢  Q
SoitE I'ensemble des fonctions dérivables §yi | etS:{ ]; : ?,(0) .

1. Montrer quéE est uriR-espace vectoriel.
2. On posdél = Kerd. Trouver un supplémentaire #fedanst.

Solution :

1. On montre facilement quB est unR -espace vectoriel en prouvant que c’est un sous-espaceriggale
Z (10,1, R).

2. Montrons que I'ensemble des fonctions affines[8uin, notél, est un supplémentaire @edansE. Soit f € E.
Alors f = (f - f'(0)x) + f'(0) x. Il est clair quex — f— f'(0)x € H et quex — f'(0)x € 1. DoncE = H+1. Si
feHnIalorsf’(0) =0 et il existea R tel quef : x— ax. Alorsa =0 et f =0. DoncH etl sont en sommge
directe. En conclusioft, =He1.

Exercice 23.9¢ QO
Soit uniK -espace vectori@l. Pouru € L(E), on définit
. { E* — E*
u:
Lp —_— Lp ou

1. Montrer quéu € L(E*).

2. Si(u,v) € L(E)?, calculer (uov).

3. Montrer que l'application
e-{ GL(E) — GL(E*)

r
u — oyl

est un morphisme de groupes.
4. LorsqueE = R?, montrer qué est injectif.

Solution :
1. Soitg,y € L(E) eto,p € K. Alors ‘u(ap +py) = (ap+Py)ou = apou+Pyou = o’ uly) + P uy). Donc
Tu e L(E™).
2. Soitp e E*. Calculons
"olu(g)="vipou) =go(uov)="(uov)(¢)
Par conséquerftiuov) =tvolu.

3. 0 est bien définie. Soif € GL(E). Commef est inversible, il existef~! € L(E) vérifiant f o f~! = idg. Mais
en transposani‘f‘1 o!f ='idg = idg~. On montre de méme qu¢ o' f! = idg«. Ce qui montre quéf ~1 est|
inversible dan&.(E*). On vérifie sans probleme qbeest un morphisme de groupes en utilisant 2.

4. Soitf € Kerf. AlorsY¢ e E*, ' f~1(¢) = ¢ et donc

VLPEE*, (pof_l =¢

En considéranp, etg, les deux projections sikct(e;) etVect(e,), on montre qug = idg.
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