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Corrigé de Série N=06

Corrigé 1. 1èreméthode :
Calculdesrésidus :f(z)=1

z2(z2−1)

• pour z0 = 0 est un pôle double (N=2).

Res(f, z0) =
1

(N − 1)!
lim

z→z0

(

(z − z0)
Nf(z)

)(N−1)
,

Res(f, 0) =
1

1!
lim
z→0

(

(z)2
1

z2(z2 − 1)

)′

,

= lim
z→0

−2z

(z2 − 1)2
= 0

• pour z0 = 1 est un pôle simple (N=1).

Res(f, 1) =
1

0!
lim
z→1

(

(z − 1)
1

z2(z − 1)(z + 1)

)(0)

= lim
z→1

1

z2(z + 1)
=

1

2

• pour z0 = −1 est un pôle simple (N=1).

Res(f,−1) =
1

0!
lim

z→−1

(

(z + 1)
1

z2(z − 1)(z + 1)

)(0)

= lim
z→−1

1

z2(z − 1)
=

−1

2

2ème méthode:

1. Le développement de Laurent de f au voisinage de z0 = 0

f(z) =
1

z2(z2 − 1)
= −

1

z2

1

1 − z2
,

= −
1

z2

∑

n≥0

(z2)n, |z| ≺ 1,

= −
1

z2

(

1 + z2 + z4 + z6 + · · ·
)

,

=
−1

z2
− 1 − z2 − z4 − z6 + · · · .
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z0 = 0 est un pôle double, Res(f, 0) = b1 = 0

2. Le développement de Laurent de f au voisinage de z1 = 1

f(z) =
1

z2(z2 − 1)
=

A

z
+

B

z2
+

C

z − 1
+

D

z + 1
,

=
−1

z2
+

1

2(z − 1)
−

1

2(z + 1)
,

Développons la fonction 1
z+1 en série de Laurent au voisinage de 0.

1

z + 1
=

1

2 + z − 1
=

1

2(1 + z−1
2 )

,

=
1

2(1 − 1−z

2 )
=

1

2

∑

n≥0

(

1 − z

2

)n

,

∣

∣

∣

∣

1 − z

2

∣

∣

∣

∣

≺ 1

=
1

2

(

1 +
1 − z

2
+

(1 − z)2

4
+ · · ·

)

,

=

(

1

2
+

1 − z

4
+

(1 − z)2

8
+ · · ·

)

,

=

(

1

2
−

z − 1

4
+

(z − 1)2

8
+ · · ·

)

.

Développons la fonction 1
z

en série de Laurent au voisinage de 0.

1

z
=

1

1 − (1 − z)
=

∑

n≥0

(1 − z)n , |1 − z| ≺ 1

= 1 + (1 − z) + (1 − z)2 + (1 − z)3 + · · · ,

= 1 − (z − 1) + (z − 1)2 − (z − 1)3 + · · · ,

−1

z2
=

(

1

z

)′

= −1 + 2(z − 1) − 3(z − 1)2.

ceci implique que

f(z) =
−1

z2
+

1

2(z − 1)
−

1

2(z + 1)

=
1

2(z − 1)
+ (−1 + 2(z − 1) − · · · ) −

1

2

(

1

2
−

z − 1

4
+ · · ·

)

,

=
1

2(z − 1)
+

(

−
5

4
+

17

8
(z − 1) −

49

16
(z − 1)2 + · · ·

)

.

alors z1 = 1 est un pôle simple et le Res(f, 1) = 1
2 .
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Corrigé 2. 1.Les points singuliers isolés sont zk = kπ, k ∈ Z, Res(f, kπ) = 1, et z0

dans l’interieur de γ

∮

|z|=1
coth zdz = 2πi

n
∑

i=1

Res(f, z0) = 2πi

2.Soit I2 =
∫

|z|=2 ze
3

z dz, on a

e
3

z =
∑

n≥0

(

3
z

)n

n!
= 1 +

3

z
+

9

2z2
+ · · ·

ceci implique que

f(z) = ze
3

z = z + 3 +
9

2z
+

27

3!z2
+ · · ·

Alors z0 = 0 est un point singulier essentiel et Res(f, 0) = b1 = 9
2 , d’ou

I2 =

∫

|z|=2
ze

3

z dz = 2πiRes(f, 0) = 2πi
9

2
= 9πi.

Corrigé 3. 1.Montrons que I1 =
∫ 2π

0
dθ

(5−3 sin θ)2
= 5π

32

Supposons que

{

z = eiθ,
sin θ = 1

2i

(

z − 1
z

)

,
=⇒

{

dz = ieiθdθ.

sin θ = 1
2i

(

z2−1
2

)

ceci implique que
∫ 2π

0

dθ

(5 − 3 sin θ)2
=

∮

|z|=1

−4zdz

i (3z2 − 10iz − 3)2

Les points singuliers isolés de −4zdz

i(3z2−10iz−3)2
sont z0 = i

3 et z1 = 3i, on a

{

|z0| ≺ 1 ⇒ z0 ∈ Int(γ),
|z1| ≻ 1 ⇒ z1 /∈ Int(γ).

Calculons Res(f, i

3)

Res(f,
i

3
) = lim

z→ i

3

d

dz

(

(z −
i

3
)2

−4zdz

(z − i

3)2(z − 3i)2

)

= lim
z→ i

3

−4(z − 3i)2 + 8z(z − 3i)

(z − 3i)4
,

= lim
z→ i

3

−4(z − 3i) + 8z

(z − 3i)3
=

5

64i
,

3
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Alors

I1 =

∫ 2π

0

dθ

(5 − 3 sin θ)2
= 2πi

n
∑

i=1

Res(f, zi) = 2πiRes(f,
i

3
) = 2πi(

5

64i
) =

5π

32
.

2.Montrons que I2 =
∫ 2π

0
cos(3θ)dθ

(5−4 cos θ) = π

12
Supposons que

{

z = eiθ,
cos(3θ) = 1

2

(

z3 − 1
z3

)

,
=⇒

{

dz = ieiθdθ.

cos(3θ) = 1
2

(

z6+1
z3

)

,

ceci implique que

∫ 2π

0

cos(3θ)dθ

(5 − 4 cos θ)
=

1

−4i

∮

|z|=1

z6 + 1dz
(

z3(z − 1
2)(z − 2)

)

Les points singuliers isolés de z6+1dz

(z3(z− 1

2
)(z−2))

sont z0 = 0 est un pôle d’ordre 3,z1 = 1
2

est un pôle simple et z2 = 2 est un pôle simple, on a







|z0| ≺ 1 ⇒ z0 ∈ Int(γ),
|z1| ≺ 1 ⇒ z1 ∈ Int(γ),
|z2| ≻ 1 ⇒ z2 /∈ Int(γ),

Calculons Res(f, 0), Res(f, 1
2)

Res(f, 0) =
1

2!
lim
z→0

(

z6 + 1

z2 − 5
2z + 1

)′′

=
21

4
,

Res(f,
1

2
) = lim

z→ 1

2

(

z6 + 1

z3(z − 2)

)

=
−65

12
.

Alors

I2 =

∫ 2π

0

cos(3θ)dθ

(5 − 4 cos θ)
= 2πi

n
∑

i=1

Res(f, zi) = 2πi

(

Res(f, 0) + Res(f,
1

2
)

)

= 2πi(
21

4
+
−65

12
) =

π

12
.

Corrigé 4. 1.Soit I1 =
∫ +∞
−∞

dx

(x2+4)2
dx posons x = z ce qui implique I1 =

∫ +∞
−∞

dx

(x2+4)2
dx =

∫ +∞
−∞

dz

(z2+4)2
dx nous avons

{

p(z) = 1,
q(z) = (z2 + 4)2,

=⇒

{

deg(p(z)) = 0.
deg(q(z)) = 4.

=⇒ deg(p(z)) − deg(q(z)) = 4 ≻ 2

4
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• p et q sont premier entre eux.

q(z) = 0 ⇒ z2 + 4 = 0 ⇒ z0 = 2i ∨ z1 = −2i

• q(z) n’a pas de zéro réel, z0 = 2i ∈ demi plan superieur, z0 = 2i /∈ demi plan
superieur.

Calculons Res(f, 2i):

Res(f, 2i) = lim
z→2i

(

(z − 2i)2f(z)
)
′

,

= lim
z→2i

(

(z − 2i)2
1

(z − 2i)2(z + 2i)2

)′

,

= lim
z→2i

(

−2

(z + 2i)3

)

=
1

32i
.

Alors

I1 =

∫ +∞

−∞

dx

(x2 + 4)2
dx = 2πi

n
∑

i=1

Res(f, zi) = 2πi (Res(f, 2i))) = 2πi(
1

32i
) =

π

16
.

2.Soit I2 =
∫ +∞
−∞

dx

(x2+1)n dx posons x = z ce qui implique I2 =
∫ +∞
−∞

dx

(x2+1)n dx =
∫ +∞
−∞

dz

(z2+1)n dx nous avons

{

p(z) = 1,
q(z) = (z2 + 1)n,

=⇒

{

deg(p(z)) = 0.
deg(q(z)) = 2n.

=⇒ deg(p(z)) − deg(q(z)) = 2n ≥ 2

• p et q sont premier entre eux.

q(z) = 0 ⇒ z2 + 1 = 0 ⇒ z0 = i ∨ z1 = −i

• q(z) n’a pas de zéro réel, z0 = i (pôle d’ordre n) située dans le demi plan
superieur, z1 = −i /∈ demi plan superieur.

Calculons Res(f, i):

Res(f, i) =
1

(n − 1)!
lim
z→i

dn−1

dzn−1
((z − i)nf(z)) ,

=
1

(n − 1)!
lim
z→i

(

(−1)n−1(2n − 2)!

(n − 1)!(z + i)2n−1

)

,

=
(−1)n−1(2n − 2)!

((n − 1)!)2(2i)2n−1
.
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Alors

I2 =

∫ +∞

−∞

dx

(x2 + 1)n
dx = 2πi

n
∑

i=1

Res(f, zi) = 2πi (Res(f, i))) = 2πi(
(−1)n−1(2n − 2)!

((n − 1)!)2(2i)2n−1
).

I2 =

∫ +∞

−∞

dx

(x2 + 1)n
dx =

(2n − 2)!π

((n − 1)!)222n−2

Corrigé 5. Soit l’intégrale
∫ +∞
−∞

sin x

x2+2x+2
dx.

posons f(z) = eiz

z2+2z+2
, on a deux pôles simples z0 = −1+ i située dans le demi plan

superieur (ℑ(z0) ≻ 0) et z1 = −1 − i /∈ demi plan superieur (ℑ(z1) ≤ 0). Calculons
Res(f,−1 + i):

Res(f,−1 + i) = lim
z→−1+i

((z + 1 − i)f(z)) ,

= lim
z→−1+i

(

((z + 1 − i))
eiz

(z − (−1 + i))(z − (−1 − i))

)

,

=
ei(−1+i)

(2i)
=

e−1−i

2i
.

Finalement

∫ +∞

−∞

eiz

z2 + 2z + 2
dz = 2πi

e−1−i

2i
= πe−1(cos(1)−i sin(1)) = (πe−1 cos(1))−i(πe−1 sin(1)).

D’où
∫ +∞

−∞

sin x

x2 + 2x + 2
dx = (−πe−1 sin(1)).

De plus
∫ +∞

−∞

cos x

x2 + 2x + 2
dx = (πe−1 cos(1)).
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