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Corrigé de Série N=06

Corrigé 1. 1°"*méthode :
Calculdesrésidus :f(z):lm

o pour zo = 0 est un pole double (N=2).

Res(f,z0) = ﬁ zh—>Hzlo ((z — ZO)Nf(Z))(N—l) ’
R 0) = 1 li 2 1 '
es(f,0) = 71 lim ((z) m) ,
= lim i -0

z—0 (2’2 — 1)2 o

e pour zg = 1 est un péle simple (N=1).

Res(f,1) = ~1im (= — 1) ! R
estds _O!z—>1 & 22(2—1)(Z+1) _z—>122(z+1)_2

e pour zp = —1 est un pole simple (N=1).

Res(f,—1) = = tim (s 4 1)y — R
TN\ T2 ey T 2 (1) 2

2¢eme méthode:

1. Le développement de Laurent de f au voisinage de zg = 0

1 1 1
f(z)izQ(zz—l) T 2122
1
. T
n>0
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20 = 0 est un péle double, Res(f,0) =b; =0

. Le développement de Laurent de f au voisinage de z; = 1

£(2) 1 A+B+ C n D
)= ———— = — — - R
22(22 = 1) z 22 z—=-1 2z+41
-1 1 1

2 Toe ) Tzt

Développons la fonction ZJ%I en série de Laurent au voisinage de 0.
1 B 1 B 1
z+1 24z-1 201+
1 1 1—2\" |1-2
- EEN > ) 2 |7
2(1-3%) :

Développons la fonction % en série de Laurent au voisinage de 0.

1 1 n
- = 71_(1_2):2(1—@ Jl—2 <1

;_21: G) = —1+42(z-1)-3(z-1)%

cect implique que

-1 1 1
1@ = Z45 -0 D
= ﬁ+(—1+2(z—1)—~-)—%<%—Z;1+-.~>,

— ﬁ—i—<—Z+1§7(2—1)—?—2(2§—1)2+”'>.

alors z1 = 1 est un pole simple et le Res(f,1) = %
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Corrigé 2. 1.Les points singuliers isolés sont z, = km, k € Z, Res(f,km) =1, et 2z
dans linterieur de ~y

% coth zdz = 2mi Z Res(f,z0) = 2mi
|z|=1

i=1

2.50it I = [, zetdz, on a

3 n

2 (2) 3.9

z = _ 1 —_ —_— DY
c Z n! + z * 222 *

n>0
ceci implique que
3 9 27

f(Z)—ZGZ—Z+3+§+w+

7

Alors zog = 0 est un point singulier essentiel et Res(f,0) = by = %, d’ou
9
Iy = / zetdy = 2miRes(f,0) = 2mwi— = 9mi.
|2|=2 2

2m df __ 5w

Corrigé 3. 1.Montrons que I = |; G3sing)? — 32

Supposons que

= et dz = ie'dp.
{sin@ = %(z—%), = sinf) = %(%)

ceci implique que
/2” de B f —4zdz
0o (5—3sin0)* Ji=1i (322 —10iz — 3)*
9

msontm:g et z1 = 3i, on a

Q)

Les points singuliers isolés de

|20l <1 = 29 € Int(y),
|z1] =1 = 21 ¢ Int(7).

Calculons Res(f, %)

Res(f, %) = lim 4 ((z - i)2 ‘_4Zdz >

z— L dZ 3 (Z — %)2(2 — 3Z)2
—4(z — 3i)? + 82(z — 3i)

w

= 1
! (z — 3i)1 7
— lim —4(z—3)+8 5
i (2=30)3 0 64d]
3
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Alors

2T do
L :/ ) 2
0o (5—3sin0h)

2.Montrons que Iy = 2” cos(30)dd _ m

(5—4cosh) — 12
Supposons que

5 5w

i
"y = oomi(2y = 2T
) =2mi(Gy) = 55

= 27riZRes(f, zi) = 2miRes(f, 3

i=1

; T dz = iedo.
{cos<39> = (- d) T eos30) = ().
ceci implique que
/2” cos(30)dd 1 28+ 1dz
o ( —4i Jiz121 (53(2 - 3)(2 - 2)
1

5—4cosf)

; - ; ; 5 25+1dz _ A ’ _ 1
Les points singuliers isolés de 1)) sont 29 = 0 est un pole d’ordre 3,21 = 5
est un pole simple et zo = 2 est un pole simple, on a

|20l <1 = 20 € Int(v),
|21l <1 = 2z € Int(y),
|zo| =1 = 29 ¢ Int(y),

Calculons Res(f,0), Res(f, %)

1 2 4+1 21
Res(f,0) = 5212% <z2—%z+1> =
1 20 +1 —65
—) = 1l = .
Res(f,35) = lim <z3(z - 2)) 12
2
Alors
27 n
cos(36)do , , 1 21 —65 T
L= [ S8, ) =2 , ) =2 A
2 /0 (5= 4cos0) m;Res(f,z) ! (Res(f 0) + Res(f 2)) i(— 1 + G ) B
Corrigé 4. 1.80it I, = fjozo md:{: posons x = z ce qui implique 1 = fjozo (xzdﬁ)zdx =

“+o00
. 22+4 —2__dx nous avons

p(z) = 1, deg(p(2))
{q<z> — (22447, :‘{

deg(q(2)) ; 4: = deg(p(2))

—deg(q(z)) =4 > 2



F.Chita, Analyse compleze, 2°™¢ année maths, Université de Djilali Bounaama, 22-23.

e p et q sont premier entre eux.

@2)=0=22+4=0=2=2iVz = —2i

e q(z) n'a pas de zéro réel, zy = 2i € demi plan superieur, zo = 2i ¢ demi plan
superieur.

Calculons Res(f,2i):

/

Res(f.2i) = lim ((z—2)°f(2)) |

. -2 1
= lim|—= ) =—.
2—2i <(z + 21)3> 32i

Alors

s

+oo d n ,
I = /_OO ﬁdm - QWi;ReS(ﬂ 21) = 2mi (Res(£,20)) = 2mi(g3) = 1o

2.S0it Iy = fj;o (xg‘l%)ndx posons x = z ce qui implique Iy = fj;o (:B;l%)ndx =

fj;o (zg‘iizl)nd:v nous avons
{ 28 - tﬂ +m, T { SEEEZE% _ (Q)'n' — deg(p(2)) — deg(q(2)) = 2n > 2

e p et q sont premier entre eux.

q(2)=0=>22+1=0=>2=iVz = —i

e q(z) n'a pas de zéro réel, zo = i (pole d’ordre n) située dans le demi plan
superieur, zy = —i ¢ demi plan superieur.

Calculons Res(f,1):

n—1
Res(f.i) = ogyylim oy (G = 7)),
B o (1) 1(2n — 2)!
 (n—1)! EL% ((n -z + i)Q”_1> ’
(=1)"(2n —2)!
((n = D2 (20)>n—1




F.Chita, Analyse compleze, 2°™¢ année maths, Université de Djilali Bounaama, 22-23.

Alors
I —/+°O A 90> Res(f. ) = 2mi (Res(f,))) = 2mi( L Cn =2t
A =R ) e A B (R V) EICTE
T dx (2n —2)In
I — =
=)L e
Corrigé 5. Soit Uintégrale [17° 582 dx.
posons f(z) = ﬁ;@’ on a deux poles simples zg = —1+1 située dans le demi plan
superieur (3(z0) > 0) et z1 = —1 —i ¢ demi plan superieur (3(z1) < 0). Calculons
Res(f,—141):
Res(f,—1+41) = lirrll+'((z+1—i)f(z)),
eiz
g 1
S (e D)
i)l
(20 2
Finalement

+o0 etz 6—1—1
/OO mdz = 27 5 = me (cos(1)—isin(1)) = (me ! cos(1))—i(me tsin(1)).

D’ou oo .
sSinx —1 .
/OO mdl’ = (—ﬂ'e sm(l)).

“+o00o
/ 2 = (re ' cos(1)).
oo TEH 22+ 2

De plus



