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Module: Analyse Complexe
Eenseignante : Fouzia Chita
Chapitre 76 ” : Théoreme des résidus et ses applications

L’une des applications les plus remarquables de l'intégration dans le plan complexe en
général et du théoreme de Cauchy en particulier, est la possibilité d’utiliser les techniques
d’analyse complexe pour calculer des intégrales et des séries réelles qui sont tres difficiles a
calculer par les méthodes d’analyse réelle.

0.1 Théoreme des résidus.

Définition 1 Soit f une fonction holomorphe sur U et zo un pole de f. On appelle résidu
de f en zy et l'on note Res(f,zy) le coefficient by
de f en z

by = Res(f,z0) = jif(z)dz, C={z€C:|z—2|=r1}

Remarque 1 D’aprés le théoreme de Laurent, la fonction f admet un développement en série
de Laurent centré en zg.

B by b1
f(z)=..+ CENE + = ) +ag+ai(z—2) + ...
o1 .
oo L T
210 Jo, (w — )"t

En particulier pour n = —1, on trouve

1

by = 97 f( )dw = Res(f,z).
e

Ainsi peut étre obtenu directement du développement de f en série de Laurent.

0.2 Calcul des résidus.

Théoreme 1 Si zy est un pole d’ordre N pour f, alors

del

Res(f.20) = Ty Jim Sl = 20/ ()

En particulier si zy est un pole simple de f, on a

Res(f,z0) = lim f(z)

z—20

Exemple 1 Soit la fonction f(z) = 22, on a z = —1 est un pole double d’ordre N = 2.

(z+1)27
1 . , 22 =22
ReS(f, — 1) = m lef{ll ((Z -+ 1) (Z I 1)2)
1
= 1 zlim1(22 —2)=—-4.
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Théoréme 2 (théoréme des résidus de Cauchy) Soient C' un conteur simple ferm et zy,zs,...,2,]
un nombre fini de points singuliers tous ['intrieur de C, f une fonction holomorphe sur C,
alors

f f(2)dz = 2mi Z Res(f,z) = Z f(z)dz
c k=1 k=1 Chk

L’intégrale étant calculée dans le sens positif, C' parcouru une fois .

Exemple 2 Calculons ['intégrale 990 i%g(;zztll)) dz, ou C est le cercle |z| = %
La fonction f(z) = % a deux poles simples zy = 0 et zo = %, situés lintérieur de C,

pour 29 on a

e L log(z4+1) 1 . log(z+1) 3
R&S(f,—) - i:n%(z - 5)22(22 _ 1) - 5;1_1:% 2 - Qlogi
Pour z; on a
. log(z+1) .. log(z+1) 1 1
lim ooelz ) X ——— = —1 = Res(f,0).
02 —1) ST 2 221 “2xo0-1 es(/.0)

Ainsi | . . 5
]{ Md,z = 2mi | Res(f,0) + Res(f,é)} = 2mi {—1 + log 5}
c

22(2z — 1)
0.3 Applications au calcul et a la sommation des séries

0.3.1 Les fonctions périodique entre 0 et 27

Soit I = fo% F(cosf,sin#)df ou F est une fonction rationnelle de sin 6 et cos @, Si on pose

4 , d
z=e"% =cosf +isinh = dz = ie"dh = df = —Z
1z
1 1
0=— -
cos 5 <z + z)’
1 1
inf=—1z—-].
sin 5 (z z)
L’intégrale I devient
I= j{ f(z)dz = 2mi Z Res(f,zr)
c k=1
ou C' est le cercle d'unité et z sont les poles de f a intérieur de C.
Exemple 3 Calculons I = 027r mdﬁ posons
i - . if dz
z=1¢€" =cosf+isinf = dz =ie"”df = df = —
1z
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I devient
1 dz

L= /73—2(§(z+§))+(%(2—§)>5

= . . ~dz.
5 22(1 = 24) + 6iz — (1 + 2i)

Les poles sont z1 =2 —i ¢y z=1(2—1i) €y

Res(f,z2) = lim (<Z—z2)<1—2z')( 2 )

2=z z—21)(z — 29)
1
2i
alors, d’aprés le théoréme des résidus I=2ir Res(f,z9) = m*
Certains types d’intégrales généralisées:

Définition 2 On dit que [ est d’ordre #, p € R sl existe une constante k > 0, telle que:
1f(2)] < %, pour |z| assez grand.
Théoreme 3 Supposons que f admet un nombre fini de poles sur le demi plan supérieur et

qu’elle est holomorphe sur tout ['axe réel.
Supposons aussi que f est d’ordre #, p € R alors:

+o00 n

f(z)dx = 2mi Z Res(f,z)
& k=1

Ou les zj, sont les poles de [ dans le demi plan supérieur.

Théoréme 4 Si f(z) = % ou P et Q) sont deux polynomes premiers entre euz et Q(z) n'a

pas de zéro réels.

Si deg(Q) — deg(P) > 2 alors

+o0 n
/ flz)de = 27riZRes(f,zk)

o0 k=1

Ou les z, sont les poles situées dans le demi plan supérieur.

Remarque 2 Si f(z) est paire

+oo 1 +oo n
f(x)ds = 3 flz)dr =i Z Res(f,zr)
0 —00 k=1
Exemple 4 Calculons 'intégrale I = f_Jr;o ($2+1)2&22+2$+2) dz.
Soit f(z) = 58 = m, les poles situées dans le demi plan supérieur z; = i@

poles d’ordre 2 et zo = —1 41, pole simple.

Res(f,i) =lim,_; £((z —i)2f(2)) = 2=12.

Res(f, — 141i) = lim,_._11(z — (=1 +9)(f(z)) = 3.

+oo i iy _
f_"o fla)dz = 27”(910(1)2 + 32; ) = Z,_o.
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Théoréme 5 Soit f(z) = 58 ou P et Q) sont deuz polyndmes premiers entre eux et Q(z) n'a
pas de zéro réels et si deg(Q) > deg(P), m > 0, alors

—+00

f(x)e™ dy = 2mi Z Res(fe"™ z)
e k=1

Ou les zsont les poles de f(z)e™ situées dans le demi plan supérieur.

Remarque 3 Les poles de f(z)e"™? ne sont autre que les racines de Q(z) = 0, dans le demi
plan supérieur ce qui permet de calculer intégrales:

+00 +o0
f(z) cosmaxdzx, f(z)sinmadx

Exemple 5 Calculer: [ = fj;o %ﬁ%ﬁix'

les pdles sont: z1 = i,z9 = 2i;m = 1 posons f(z) = 267 ) En calculant les rsudus de la

(2241)(2%2+4
fonction f(z), on obtient

1 —1
Res(f,i) = @,Res(f,%) =
- ve ' : . ux’
/Oo @+ 1) + d)de = 2mi(Res(f,i) + Res(f,2i)) = @@ —1)

d’ou

]_/+°° xrsinz ~mle—1)
) (@24 D)(22 4+ 4)dr 32

0.4 Exercices

1
. . . . . . . ;. 22
Execice 1 déterminer la nature des points singuliers puis calculer les résidus de ﬁ, coth 2,5 I

Execice 2 Appliquer le théoréme des résidus pour calculer les intégrales suivants:

(1)/ coth zdz,(Q)/ zesdz
|z|=1 |z|=2

Execice 3 Montrer que:

2 do 5m [*  cos30 ™
g = oay —df = —,
o (bh—3sinh)?2 32" J, 5—4cosb 12
/-l—oo dr /+oo dr Lo
oo (@A (@D T

T ging T cosa
/ _smz / _cosT .
e T2 H 242 e T2 H 242

Execice 4 Cualculer:

Execice 5 Cualculer:



F. CHITA, Analyse complexe, Université de Djilali Bounaama. 2022-2023

0.4.1 Exercices Supplmentaires

Execice 6 On considere la fonction f(z) = (e )

1. Trouver les résidus de f(z) en tous les poles.

2. Par application du théoreme des résidus, calculer fc mdz ou C' désigne le cercle

2| = 2 dans le sens direct.

Execice 7 On considere la fonction f(z) = e ey

1. Trouver les résidus de f(z) en tous les pdles.

2. Par application du théoréeme des résidus, calculer fC 0 ~=—dz ou C désigne le cercle

z—2)(2—3)
|z| = 4 dans le sens direct.

2z
2241
1. Trouver les résidus de f(z) en tous les poles.

Execice 8 On considére la fonction f(z) =

2. Par application du théoreme des résidus, calculer fo ;ﬁdz ou C désigne le cercle |z| = 2
dans le sens direct.
1

222+45iz—2

1. Trouver les résidus de f(z) en tous les poles.

Execice 9 On considére la fonction f(z) =

2. Par application du théoréme des résidus, calculer fC 2ZQJFﬁdz ou C désigne le cercle
|z| =1 dans le sens direct.



