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Module: Analyse Complexe
Eenseignante : Fouzia Chita
Chapitre 74” : Le Calcul intégral

Ce chapitre contient certains des résultats les plus importants de ’analyse complexe. On
cite parmi ces résultats le théoreme de Cauchy-Goursat et la formule intégrale de Cauchy. Un
résultat fascinant déduit de la formule intégrale de Cauchy est que si une fonction complexe est
dérivable une fois en un point, alors les dérivés de n’importe quel ordre existent et ces dérivées
sont elles mémes analytiques. Autres théormes importants de ce chapitre sont, le théoreme de
la valeur moyenne de Gauss, le théorme de Liouville

0.1 Intégrale curviligne

Définition 1 Soit D un domaine du plan complexe C, et soit C une courbe paramétrée par le
chemin:

tel que v (t) existe et continue.
Soit f une fonction complexe continue et définie sur D:

f:D — C
v — f()

On définit ["intégrale de f le long de la courbe C par

b
[jmm:[fmmn@ﬁ

Remarque 1 — L’intégrale le long d’une courbe est aussi appelée intégrale le long d’'un
chemin, ou intégrale curviligne complexe.

— Si la courbe C' est fermée et orientée dans le sens trigonomitrique on note fo f(2)dz au

liew [, f(z)dz

Proposition 1 Si f(z) = u(z,y) + iv(zy) et 2(t) = z(t) + iy(t), Vintégrale [, f(z)dz peut
étre exprimée sous la forme suivante

/Cf(z)dz = /C(u + ) (dz + idy) = /C(udx —vdy) + i(vdz + udy)
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Exemple 1 Soit C le segment entre O(0,0) et A(3,1) qui est défini par
C={v(t) € Ctelque ~(t)=(1—-t)O+tA, 0<t<1}

C ={y(t) € C telque ~v(t)=(1—-1t)(0+40)+t(3+14), 0 <t <1}
C ={y(t) € C telque ~(t)=3t+it, 0 <t <1}
Calculons Uintégrale [, Zdz (f(z) = Z).

On a dy =~ (t)dt = (3 +14)dt, Alors

/zdz-/ f(y /Oly(t)fy’(t)dt:(3+z‘) /01(3t—z't)dt:5

Exemple 2 Calculer [, f(z)dz ot f(z) = 2°

C':est le segment entre le point O(0,0) et le point A(1,0) suivi du segment entre le point
A(1,0) et B(1,1).

— Il faut d’abord trouver le paramétrage du segment vy : [OA] et du segment ~y, : [AB].

7 :[0,1] — C
t — mt)=01-)0+tA=(1-t)(0+4.0)+t(1+14.0) =

v :[0,1] — C
t — mt)=1-t)A+tB=(1-t)(1+:.0)+t(1+:1) =1+t

/Cf(z)dz SR dz+/f
= /fyl )7, (t dt+/fw )7 (1
— /tht+/ i(1 4+ it)2dt.
(i+z’>3 0

3
Exemple 3 Calculer [, f(z)dz o f(z) =

C':est le quart de cercle de rayon 2 reliant les points (2,0) a (0,2) ie

dz = : "(t)dt = %2“.2'%:4' * ity — g
/Cf(z)z /Ofw)mt)t / o 2icidy / '

C = {7(t) € C telque ~(t) =2e"0<t <

ol
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Propriétés des courbes
Définition 2 — Toute application continue 7y : [a,b] — C S’appelle chemin (courbe)

— v(a) et y(b) sont origine et 'extrémité du courbe respectivement.
— Siy(a) =v(b), on dit que v est une courbe fermée ou est un lacet

— Si la restriction de Uapplication v sur lintervalle Ja,b| est injective, on dit que la courbe
est stmple.

— Toute courbe fermée est simple, est appellée courbe de Jordan.

- C ={~(t);t € [a,b]} s’appelle courbe paramétrée dans le plan complexe par ’application
7.

— La courbe v est de classe C' par morceauz s’il existe un nombre fini de points a < t; <
to <+ <ty < b tels que Uapplication v(t) posséde des dérivées a gauche et a droite de
chaque points t; et toutes ses restrictions ]tj,tj+1[l> C sont de classe C".

— L’application continue v~ : [a,b] — C définie par v~ (t) = y(a +b—1t) s’appelle chemin
inverse du chemin 7.

— Toute courbe paramétrée poura étre parcourue suivant deux sens soit de y(a) vers y(b)
ou bien de y(b) vers y(a)
*le parcourt du point ~y(a) vers le point v(b) s’appelle orientation positive (le sens tri-
gonométrique).
*le parcourt du point v(b) vers le point vy(a) s’appelle orientation négative (le sens ho-
raire).

— Si Uapplication v est définie par v(t) = x(t) + iy(t), alors la longueur L(vy) du courbe v

est €gale a
b b
)= [ | = [ VE@Or W or:

Quelques exemples importants:

1. C est une courbe reliant z; & 2 dans C, alors [, dz = 2o — 2 et [, 2"dz = 25+ — 21*!

Dmonstration.

v:lab) — C,
t — y()(a) =2,7(0) = 2

R (L) dt = [M]

n—+1 u
(yO)™ (@)™ 1
n+1 n+1 n+1
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[ = [1awa=1600 =5

2. Si C est un lacet (ie z; = 23) alors [, 2"dz = 0.

3. Soient zy € C,n € Z et C,. le cercle de centre zy et de rayon r alors: Dmonstration.
C,:[02xr] — C,
t — Cu(t) =2 +re”

alors

2w 27r i
/ (z — 20)"dz = / (20 + 1™ — 20)"(ire')dt = ir™t! / eIt =

21 n=-—1

Quelques exemples importants des courbes

1)Le cercle: Soient zy € C et r € R%, le cercle de centre z, et de rayon r, qui est une
courbe fermée paramétrée par 'application

v:[027] — C
t — zO—I—Teit, 0<t<2rm:.

* pour voir une orientation négative du cercle on pose y(t) = 2o + re”%,

2)Le segment: Soient z1,25 € C, le segment orienté d’origine z; et d’extrémité zy, qui le
note [z1,29], est défini par

v:[0,1]] — C
t — (1 —t)z +tz.

Propriétés Soit C une courbe dans le plan complexe. On note par —C', la courbe C
orienteé dans son sens inverse. On suppose que C' = C7 U Cy avec le point final de la courbe
(' coincide avec le point initial de la courbe Cj.

Si f et g sont intégrables le long de C, alors

1. /Cf(z)+g(z)dz:/Cf(z)dz—i—/cg(z)dz.

2. /Caf(z)dz:a/cf(z)dz

3. /_Cf(z)dz: —/Cf(z)dz
s /C F(2)dz = /C  gE= [ g [ e

4
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o . . . s oe / 3
Proposition 2 Soit F une fonction holomorphe avec une dérivée F' (z) = f(z) continue dans
une domaine D C C, soit C une courbe dans D, son origine z; et son extrimité zo, alors:

/ f(2)dz = F(z) — F(#)
C

Démonstration.

/C f(2)dz = /C F()dz= [ F)y @
F
F(

0.2 Théoreme de Cauchy.

Théoréme 1 Si f est une fonction définie dans un domaine D C C, et si vy est une courbe,
simple fermée a lintérieur de D et f est holomorphe a lintérieur de v et sur ~y alors

]gf(z)dz =0

Exemple 4 Soit le cercle de centre O et de rayon 2
€ = {3(t) € C:t € [0.2n] oiry (1) = 26"}

Calculer fC zdz, on a

27 2
/zdz = / y(t) (t)dt = 4i/ et
v 0 0

= 2[e¥] " =2-2=

Corollaire 1 Si f est holomorphe dans un domaine limité par deux courbes simples et fermées
Y1 €t yo et sur ces courbes 7y, et o, alors:

éﬁ@@:ﬁj@w

Si les deux courbes sont parcourues dans le sens positif.

Exemple 5 Calculer [, 1dz, ol
C1={m(t) € Ct € [0,27] ou 1(t) = 2 cos +3isint}

>
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La fonction f(z) = % est holomorphe dans le domaine limité par les courbes Cy et Cy et sur
ces courbes, ou Cy est le cercle de centre 0 et de rayan 1.

Cy = {m(t) € Ct € [0,27] o 7(t) = €}

1 1 1
/ —dz = / —dz = 42'/ —.te”dt.
Cq z Cs z 0 e’

= i [t])" = 2im.

alors

0.3 Formule intégrale de Cauchy

Théoréme 2 Soit f une fonction holomorphe a Uintérieur d’une courbe simple fermée ~ et
sur cette courbe, St w est un point a l'intérieur de v alors:

)= = § L&,

2um N 2w

ou vy est parcouru dans le sens positif.

Exemple 6 Calculer §__, Zz’fz.“dz Solution. Soit f(z) = 2> — 4z + 1, w = —i et notons

que f est holomorphe dans |z| < 2 et que w est lintérieur du disque |z| < 2|z| < 2. Dapres la
formule de Cauchy, on obtient:

2 4241
j{ wdz =2mif(—i) = 2mi.di = =8
|z]=2 Z+1

Exemple 7 Calculer ﬁz_2i|:4 =55dz Solution. Notons que 2* +9 = (z — 3i)(2z + 3i),et que
seul w = 3i est lintérieur de |z — 2i| = 4.5i on choisit f(z) =

de Cauchy, on obtient :

z
2431

et en utilisant la formule

2 441 3i
f{ e — omif(3i) = 2mi ot — in
|z—2i|=4 Z+1 67

0.4 Formule de la moyenne

Théoreéme 3 Supposons que f est holomorphe (analytique) sur un domaine simplement connezxd
D et que C(20,r) C D, alors

1 2

f(z0) = f(zo 4+ re)do

27 Jo

Démonstration. Soit () = zo+re?, avec 0 < § < 27 une parametrage. La formule de Cauchy
nous donne

27 z2— 2 210 Jy 2o +ret? — zg 2

1 1 2T 10 ) 1 27 )
f(Zo) _ _/ f(z> dr = — Mirewd@ — _/ f(ZO + reze)dﬁ
C(zo,r) 0
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0.5 Formule intégrale de Cauchy pour les dérivées.

Théoreme 4 la formule intégrale de Cauchy pour les dérivées

Wy = M f S _193...

f"(w) = 57 j{ = w>n+1dz, n=172.3,

— La formule précédente est appelées formules intégrales de Cauchy et est tres remarquable
car ils montre que si une fonction f est connue sur la courbe simple fermée ~, alors ses
valeurs et les valeurs de toutes ses dérivées peuvent étre calculées en tout point situé a
intérieur de 7.

— Si une fonction de la variable complexe admet une dérivée premiere dans un domaine
simplement connexe D, toutes ses dérivées d’ordre supérieur existent dans D. Ceci n’est
pas nécessairement vrai pour les fonctions de la variable réelle.

Exemple 8 utiliser la formule intégrale de Cauchy pour évaluer fo mdz le long du
cercle C = {z € C,|z| = £}.

La fonction z — f(z) = % est holomorphe a l'intérieur du cercle C et sur C, alors

d’apres la formule intégrale de Cauchy avec w = —1, on a

Z;IZZ f(z) 9 f(—1) — —din
ﬁ(2+1)(z+2)d ]i(zﬂ)d 2mif(—1) = —4

Exemple 9 utiliser la formule intégrale de Cauchy pour évaluer 390 ﬁdz le long du cercle
C={z€eC,|z-1 =3}

La fonction z — f(z) = i est holomorphe sur C*, donc elle est holomorphe a lintérieur
du cercle C et sur C, alors
d’apres la formule intégrale de Cauchy avec w =1, on a

U e om0 w6
ﬁz(z—md“}'{c(z—md_ ¢ 2

0.6 Inégalité de Cauchy

Théoreme 5 Si f une fonction holomorphe a lintérieur du cercle C,. et sur C,., ou C, désigne
le cercle de centre zy et de rayon r, posons: M = sup,c¢, | f(2)], alors

Vn>0: }f(")(zo)| < M:—;

Dmonstration.
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Par la formule intégrale de Cauchy pour les dérivées.

n! z
‘f(n)(zo)} = %ji (z—f(# dz.

|
S QT
21 Jo, (2 — zp)" !
n!
= 27T7’"+1jq{ dz].
n!
< —.
rn

0.7 Théoreme de Liouville- Théoréme de Morera

Théoréme de Liouville

Théoreme 6 Toute fonction enticre et bornée est constante.

Démonstration.

Soit f(z) une fonction entiere et bornée c.a.d. |f(z)| < M pour tout z € C. Dapres linégalité

de Cauchy pour tout zp € C, on a

, M

£ )| € = —0
r

quand r — +o0 Donc ‘f’(zo)| = 0 pour tout zg € C ce qui montre que la fonction f est
constante.

Théoréme 7 (Thorme de Morera)
Supposons que f est continue sur un domaine simplement connexe D et

ﬁf@ﬂz:

pour tout lacet de D. Alors [ est analytique sur D.
Démonstration. Puisque f est continue alors elle admet une primitive F'(z f f(s)ds pout

tout z € D; o 2y est un point fixe a lintrieur de D. Donc F est analythue dans D et par
conséquent sa dérivée f est aussi analytique.
0.8 Exercices

Execice 1 Trouver dans chaque cas, la courbe C ayant pour paramétrage:

1) y(t) = Re"t €[02n] R>=0; 2)7(t)=t+it’t>0

Execice 2 Calculer fv 2| dz, ou:
1. 7y est le segment [A,B], A(0,-1) B(0,1).
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2. v est le demi cercle,|z| =1, Rz >0 reliant le point (0, — 1) au (0,1)
Execice 3 Calculer f7 zsin zdz, ou 7y est le segment reliant le point (0,0) au point (0,1).

Execice 4 En utilisant la formule intégrale de Cauchy, Calculez les intégrales suivants (les
courbes sont parcourus une fois dans le sens (+)).

1)/ sin z /
|2+i|=3 z+1 o221

3)/ / CoS Z
dz
|z+1]=1 (2 + 1) 2 1 |z—i|=1 Z - Z

0.8.1 Exercices Supplémentaires

Execice 5 1. Calculer l'intégrale suivante: fiHi(l +iy)dz

2. Calculer lintégrale suivante sur une courbe v paramétrée par x = 1+t ety =1 et
t € [0,1] reliant les points 1 et 2 + i: fl (x +ixy)dz

3. Calculer lintégrale suivante sur un demi-cercle vy de rayon 2 et de centre (0,0): f,y #

Execice 6 Calculer mtegmle suwante par la méthode directe puis en effectuant l'intégration
sutvant les chemins indiqués f1 5 (22 + 3)dz

1. Le long du chemin: x =2t+1ety=4t>—t—2 et t € [0,1].
2. Le long de la droite joignant (1 — 2i) et (3+1).
3. Le long des segments joignant (1 — 2i) et (1 +14) puis (1 +14) et (3 +1).

4. Le long des demi-cercles Cy et Cy: Cy(de centre zg = 1 — %i,de rayon r = g.)et Cy (de
centre zg = 2+ i,de rayon r = 1.)

FORMULE INTEGRALE DE CAUCHY

Execice 7 Calculer chacune des intégrales suivantes sur les courbes v indiquées:

1. f,y Zz+f+11dz v un cercle de centre (1,0) et de rayon 2.

) fv HR2dz. v un cercle de centre (0,1) et de rayon 1.
2

2

3. fv T de v un carré de sommets A(1,1), B(—1,1), C(—1,—1), D(1,—1).
4 fv =L~ un cercle de centre (1,1) et de rayon 2.
5
6

Z

. 3@7 Z(;ﬁi) dz. ~ un cercle de centre (0,0) et de rayon 3.

2izm , .
. ¢ =tz v un cercle d’équation |z — 1] = 1.
o z 2



