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Module: Analyse Complexe
Eenseignante : Fouzia Chita
Chapitre ”3 ” :Fonctions élementaires

Les fonctions complexes sont un prolongement naturel des fonctions réelles sur le plan des
nombres complexes C. Dans ce chapitre nous étudierons les propriétés principales des fonctions
élementaires complexes, leurs domaines d’analycité et leurs dérivées.

0.1 Fonction exponentielle.

Définition 1 Si z = x +iy € C, o = et y sont des réels, on défini la fonction exponentielle
complexe par la relation ¢ = e = e®.e¥ = e%(cosy + isiny) Siy = 0 alors z = =,
cette définition concide avec la définition dans les réels. Donc la fonction complexe e* un
prolongement de la fonction réelle e*.

Théoreme 1 La fonction exponentielle complexe e* est entiere et sa dérivée est égale a
d

—e® = e~

dz
Démonstration. Notons que R(e*) = u(x,y) = e cosy et I(e*) = v(zr,y) = e"siny. En
utilisant les équations de Cauchy-Riemann on a pour tout z =z 411y € C

Uy = €7 COSY = Uy, Uy = —€”siny = v,
Donc e* est entiere et on a

d—ez = U, + 1, = e"(cosy +isiny) = e°.
z

Exemple 1 Trouver la dérivées de chacune des fonctions:
filz) = i24(2" =€), foz) = 7 O
Solution.

Fi(2) = 6i2° —izte” — dizPe” fo(z) = & "3 (25 — 1 — )

Proprits de €*

Lexponentielle complexe e* possede les propriétés suivantes:

1 21
(1)60 — 17(2)6,31—1—22 — 621.622,(3)— — e—z(4)e_ — 621—227(5)(62')71 — enzjn c7
e? e?2

(6)|e*] = e®* = e = 0,(7)e* # 0,(8)e*T2™ = ¢ (9)(e*) = e*¥z € C

(10)a* = e*™%a = 0

Remarque 1 La fonction exponentielle complexe e* est
— périodique de période 2,

— n’est pas injective comme dans les réels,

— ne sannule pour aucune valeur compleze.
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0.2 Fonction logarithme

Comme pour le cas réel, la fonction logarithme réele est définie comme l'inverse de la
fonction exponentielle, donc
e’ =z<=logz=w,z#0

Le nombre complexe w n’est pas définit de faon unique car si z = e alors e?T?2F™ = ¥ = 2

aussi ceci signifie que log z est une fonction multiforme, il ya une infinité de w associes au
méme nombre complexe z le probleme fondamental est donc de trouver une valeur w = x + iy
telle que e¥ = 2,Vz € C,z = |z] €, ou 6 est argument de z.

u+1iv

v e = |z| e,

e =z
eu‘eiﬁ — |Z| 6@'6
e’ = [2]
0

el’l} — el

v=0+2knk el

111t

Une solution est donc donnée par u = In |z| v = 6 donc w = In |z| + 6
Les autres solutions sont log z = log |z| + i0 + 2ikn .,k € Z

Définition 2 On appelle determination principale du logarithme de z et on note log z le cas
ouk=0et —-nm1<60<7

Exemple 2 1. log(1 + i) = log(1/(2)e'T) = In(v/2) +4Z,(k = 0,0 =

NE
Mm
T
=
A,

2. logi =log(le'?) =In(1) +iZ,(k = 0,0 = Z € [-7,7])
3. log(—1) = log(1e"™) = In(1) + im

Remarque 2 En En général on a:
V21,20 € C,log(21.22) # log(z1) + log(22)
On a plutot la formule.
V21,20 € C,log(21.22) = log(z1) + log(22) + i2km,k € Z
avec k = —1,0,1 selon les cas.

En effet:

log(z1.22) = log(|z1]. |22 ei(61+92))

= In(|z1.22|) + (01 + 03) + 2kim;
= In(|z1]) + In(|z2]) +i(61) + i(02) + 2ki;
log(z1) + log(z2) + 2kim;

I
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On peut toujours supposer que —7 < ) <met —m <y <7
On a trois posibilits pour 6; + 65

0140, <—m ; =k=1=log(z1.22) = log(z1) + log(z2) + 2im.
—m <61 +60 <7 ; =k=0=log(z.22) = log(z1) + log(z2).
014+ 01 ; = k=—1=log(z1.22) = log(z1) + log(z2) — 2im.

Exemple 3
log(—1 — i) =log((—=1)(1 +14)) = log(—1) + log(1 + %) + 2kim
aveck=—-1ouk=0o0ouk=1ona
5
0, = arg(—1) = m,0; = arg(l +1i) = Z =0+ 0, = Zﬂ =k=-1
log(—1 —14) =log((—1)(1 4+ 1)) = log(—1) + log(1 4 @) — 2kin
Exemple 4
log2" = In(|2]") +i(arg ") + 2kim;kn e Z, —m <0 <
= nln(|z|) +inb + 2kim;kn € Z, —m <0 <
= nln(|z]) + i(nf + 2k7);
Proposition 1 La fonction logarithme logz définie par f(z) = logz est analytique et sa
dérivée est donnée par:
1
el | S
dz 08% z

Démonstration. Si z = re?, et —7 < 0 < 7 alors
log z = log(re') = u + iv = Inr + i

on trouve

ou 1 Ov ov ou
o o6 or Vg "

Donc u et v satisfont les équations de Cauchy-Riemann en coordonnées polaires

8u_181) ov 10u

o rodor  rob
Ce qui montre que Log z est analytique dans ce domaine et sa dérivée est

f,(z)ze_w(@_'_,av 1 1

or ZE) e?  z
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0.3 Fonctions circulaires.

Tout comme nous avons étendu la fonction exponentielle réelle, nous étendons maintenant
les fonctions circulaires réelles aux fonctions circulaires complexes.
En utilisant la formule d’Euler e” = cost + isint, on défini le sinus et cosinus d’une variable
complexe z par les formules:

61'2 + e—iz ] eiz _ e—z’z
cosz = ———,sinz = -
2 21
sin z e?r 1 COS 2 e 41
tan z = = —l— ,Cot 2 = — =1
CoS 2 e’ + 1 sin z e — 1

Il est clair que ces définitions sont des extensions des fonctions circulaires réelles, car si nous
posons z = x, nous obtenons cos z = cos z et sin z = sinx.

_ e® —e ™  (cosw+isinx)— (cosxr —isinx)
sinz = — = ~ - s
2 2

Les identités circulaires fondamentales suivantes restent valides. Pour tout z,2z;,20 € C on a

3

(1)sin(—z) = —sin(z),(2) sin(z + 27) = sin(2),(3) sin(z + =) = cos(z)

[\

(4) cos(—z) = cos(z),(5) cos(z + 2m) = cos(2),(6) cos(z + g) = —sin(z)

(7)tan(z + 7) = tan(z),(8) cot(z + 7) = cot(2),(9) cos*(z) + sin®(z) = 1
(10) cos®(2) — sin®(z) = cos(22),(11) sin(z; + 29) = sin(z;) cos(z2) + cos(z;) sin(2z)
(12) cos(z1 + 2z2) = cos(z1) cos(zg) — sin(z) sin(zz)

Théoreme 2 Les fonctions sin z et cos z sont entiéres et leurs dérivées sont :

—sinz = cosz,— cosz = —sinz
dz dz
— Les parties réelles et imaginaires de sin z et cos z sont données par les formules:

sin z = sin z cosh y + 7 cos x sinh y, cos 2 = cos x coshy — ¢sin z sinh y

— Beaucoup de propriétés importantes de sinz et de cosz se déduisent partir de ces for-
mules. Par exemple on a:

sin(iy) = isinh y, cos(iy) = coshy
|sin z|” = sin & + sinh?y, |cos z|> = cos? & + sinh? y

— Les zéros de sin z et cos z sont tous réels.

1. Les zéros desinz sont z=nmn=0,+1,+2,---

2. Les zéros de cosz sont z = (n + %)W,n =0, x1,+2,---
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Fonctions circulaires inverses
On défini les fonctions circulaires inverses par :
. . . 1
sin™! 2 = —ilogliz + (—2% +1)2]
1
]

1

cos 'z = —ilog[z + (2% — 1)
_lzzzlogl:_'_'z?
2 1=z

2z # +i

0.4 Fonctions hyperboliques

On défini les fonctions hyperboliques comme dans le cas des variables réelles.

e —e’ ef+e*
sinhz = ——— coshz = ———
2 ’ 2
sinh 2 | coshz e**+1
tanh z = = ,coth z = — =
coshz €22 4+1 sinhz e?*—1

Théoreme 3 Les fonctions sinh z et cosh z sont entiéres et leurs dérivées sont :

d
— sinh z = cosh z,— cosh z = sinh z
dz dz

— Les parties réelles et imaginaires de sinh z et cosh z sont données par les formules:

sinh z = sinh x cos y + ¢ cosh x sin y, cosh z = cosh z cosy — i sinh z sin y

— Les relations entres les fonctions circulaires et hyperboliques sont étroites comme on le
constate dans les formules suivantes :

sinh(iz) = isin z, cosh(iz) = cos z,sin(iz) = isinh z, cos(iz) = cosh z

. 2 . . 2 .
|sinh z|* = sinh® z + sin? 2, |cosh z|* = sinh? 2 + cos? z

— Les zéros de sinh z et cosh z sont tous réels.

1. Les zéros de sinh z sont z =nmi,n=0,+1,£2,---

2. Les zéros de cosz sont z = (n + %)m’,n =0, +1,+2,---
Fonctions hyperboliques inverses
On défini les fonctions hyperboliques inverses par :
sinh ' z = log[z + (22 + 1)2]

]
z # *£1

N

cosh™ z = log[z + (2% — 1)

1+2
tanh ™'z = -1
an z 20g1_z,
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0.5 Fonction puissances

La fonction puissance gnrale w = 2%, 0 a € C est définie par:

w= 2% = ealogz

o log z est une fonction multiforme, et donc la fonction 2 est aussi multiforme

— La drive de z% est: p
_Za — azafl

dz
— La valeur principale (détermination principale) de z® sera:
ealogz — 6a(h’1|z|—‘r19)

— Les autres valeurs s’obtiennent par:

0 — 6a(1n|z|+1(0+2k7r))

Exemple 5 Trouver toutes les valeurs de: i',(1 + 1)°
it = eilogi _ ei(i(%+2kﬂ')) _ 6—%6—2k7r’k c7Z
-1n 2

(i + 1)i — ilog(i+1) _ illn(V2)+i(F+2km) _ 61767(2+2k7r),k c7

Propriétés de z*
+b

1. 2%2b = 2¢
2. (2122)% = 21%2%*™ k= —1,0,1

3. log z* = alog z + 2kim,k € Z

4. (Za)a — Za.a€2i7mkk, c 7,
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0.6 Exercices
Execice 1 1. Montrer que st z = x + 1y alors:
sin z = sin xy + % cos TY, COS 2 = COS TY — % Sin Ty

2. pour quelles valeurs de = et de ysinz € R et cosz € R.

Execice 2 1. Résoudre dans C, léquation suivante: 2z +1zZ = 3.

Execice 3 1. Résoudre I'équation suivante z* —i =0,z € C

2. Trouver les solutions de léquation suivante e’ —ie™ =1,z € C.

Execice 4 Résoudre dans C les équations suivantes:
1. e =1+ 1.
2. cosz = 3+ 2.

Execice 5 Résoudre dans C [’équation suivante 2 cos(z) — e " =1+ 2i.



