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  فإذا"، The Dual"من أهم تطورات البرمجة الخطية كانت في مجال النظرية الثنائية أو طريقة النموذج المقابل  إن
كانت المسألة الأولية للبرمجة الخطية خاصة بتعظيم الإرʪح فان المسألة الثانية (المقابلة) تكون خاصة بتخفيض 

كون للبرمجة الخطية خاصة بتخفيض التكاليف فان هناك مسألة ʬنية ت الأوليةكانت المسألة   أذاالتكاليف، وكذلك 
(النموذج الأصلي والنموذج الثنائي المقابل له)  أن  حيث لوحظ وبعد حل النموذجينخاصة بتعظيم الإرʪح، 

، وان هناك  والمسألة الثانية (المقابلة) متطابقتان الأوليةلدالة الهدف في المسألة  الأمثلالحل  الحصول  إمكانيةدائماً
  .العكس أو الأوليةللمسألة  الأمثلمن قيم الحل  للمسألة الثنائية الأمثلعلى قيم الحل 

  
  .والتفسير الاقتصادي له الأول: تشكيل النموذج الثنائيالمطلب 

  .تشكيل النموذج الثنائي :أولا
 Theالثنائية (أو المقابلة) "إلى المسألة " The Primal" (أو الأصلية) إذا ما أريد تحويل المسألة الأولية

Dual"  تتبع الخطوات التاليةيتطلب الأمر:   
  حيث  ،)࢏ܡوليكن (، حسب عدد القيود الموجودة فيه الأوليةالمشكلة  غير المتغيرنحدد متغير بديل

(i=1...m)  /  m.ودة في النموذج الأصليĐعدد القيود ا : 
  دالة الهدف الأمثلة مقياسيعكس )Z(، كانت تعظيم  فإذا Max  فيقلب النموذج الأولي في دالة الهدف
النموذج في دالة الهدف  Min تدنيةكانت   فإذا ،العكس أو ،الثنائيالنموذج  )Wدالة الهدف ( في Min إلى

 الثنائي.في النموذج  Max إلىفيقلب الأولي 
 ܊( الأيمنتصبح ثوابت الطرف  الأوليةفي المشكلة ) ࢏࡯( معاملات دالة الهدفଙሗ( لقيود المسالة الثنائي.  
  ࡯( تصبح معاملات دالة الهدف الأوليةفي المشكلة  )࢏࢈( الأيمنثوابت الطرفሗ  .في المشكلة الثنائية) ࢏
 ) مصفوفة قيود النموذج الأولي (الأصلي) تقلب على النحو التالي في كل الحالات≤،≥:(=، 
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من مصفوفة نموذج  الأول صف عوامل إلىعوامل نموذج البرʭمج الأصلي من مصفوفة  الأول عموديحول  مثلا

  :(الذي يمثل عوامل القيد الأول من نموذج الثنائي)برʭمج الثنائي
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، حتى يتم تشكيل عوامل مصفوفة نموذج الأصلينموذج البرʭمج  مصفوفة عوامل أعمدةوهكذا ʪلنسبة لكل 
  برʭمج الثنائي.

 لنسبة لاتجاهʪ )≤،≥ (=، ستواجهها عدة حالاتتحويلها فإننا عند  الأصليقيود النموذج: 
 تساوي أو أكبر شكل على الابتدائي النموذج في الفنية القيود كل اتجاه كان إذا: الحالة الأولى (≥) 

 .صحيح أيضا والعكس (≥) تساوي أو أصغر شكل على كلها وتصبح الثنائي النموذج في عكسها فيجب
 :معادلةكل  أن(=) مع العلم  على شكل معادلات النموذج الأصليقيود  كل تكان  إذا الحالة الثانية 

 على النحو التالي: من اتجاهين مختلفين يمكن كتابتها على شكل مراجحتين (=)

࡭ = ࢈
.

⇔ ቄ࡭ ≥ ࡮
࡭ ≤  .ቅ࡮

 كان إذا )≥( يساوي أو أقل الشكل من الخطي للنموذج الأصلي الشكل كل قيود نحول أن يجب الةالح هذه في
 دالة كانت إذا ما حالة في )≤( تساوي أو أكبر شكل إلى تحويلها أو ،)Max( هو الهدف لدالة الأمثلة مقياس
  الخطوات السابقة.شكيل النموذج الثنائي حسب تب بعد ذلك نقوم، ثم )Min( شكل في الهدف

  :في النموذج الأصلي (=) القيود من الشكل أنهذا يعني 
૚૚࢞૚ࢇ + ૚૛࢞૛ࢇ + ⋯ + ࢔࢞࢔૚ࢇ =  .   ૚࢈

  الشكل: إلى تحول

ቄ
૚૚࢞૚ࢇ + ૚૛࢞૛ࢇ + ⋯ + ࢔࢞࢔૚ࢇ ≤ ૚࢈
૚૚࢞૚ࢇ + ૚૛࢞૛ࢇ + ⋯ + ࢔࢞࢔૚ࢇ ≥ ૚࢈

ቅ.  
  السابق يصبح:) فان القيد Maxكانت دالة الهدف من الشكل (  إذا-

ቄ
૚૚࢞૚ࢇ + ૚૛࢞૛ࢇ + ⋯ + ࢔࢞࢔૚ࢇ ≤ ૚࢈

૚૚࢞૚ࢇ− − ૚૛࢞૛ࢇ − ⋯ − ࢔࢞࢔૚ࢇ ≤ ૚࢈−
ቅ.  

 ) فان القيد السابق يصبح:Minكانت دالة الهدف من الشكل (  إذا-

ቄ
૚૚࢞૚ࢇ− − ૚૛࢞૛ࢇ − ⋯ − ࢔࢞࢔૚ࢇ ≥ ૚࢈−

૚૚࢞૚ࢇ + ૚૛࢞૛ࢇ + ⋯ + ࢔࢞࢔૚ࢇ ≥ ૚࢈
ቅ.  

معادلة (=) في البرʭمج الأصلي، د الذي من الشكل يقابل للقالم في البرʭمج الثنائي )yi( المتغيرأن  الإشارةمع  
ثلاث قيود على شكل معادلات،  كان البرʭمج الخطي مشكلا من  إذا، مثلا أو (غير مقيد) )تغير (حره معلى ان

૚࢟( )0اكبر من ( على أĔا) لا تكتب y1،y2،y3( المتغيراتن إف ،البرʭمج الثنائي له ففي ≥ ૙،࢟૛ ≥ ૙،࢟૜ ≥

૙بل تكتب ،( ا حرةĔعلى أ ) ࢟من هذا الشكل૚(حر)،  ࢟૛ ቀحرቁ  ،࢟૜(حر)(  
 :مج الأصلي الحالة الثالثةʭتعتبر هذه الحالة، الحالة متغير (حر) أو (غير مقيد) يحتوي على إذا كان البر ،

من البرʭمج الثنائي ، فان القيد الثاني )حر)૛࢟(( كان في البرʭمج الأصلي  إذاالعكسية للحالة الثانية، فمثلا 
 .سيكون على شكل معادلة (=)
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 مج الأصلي يحتوي على قيود مختلفة من الشكل : الحالة الرابعةʭيمكن =)و  ≤و  ≥(إذا كان البر ،
 (الأصلي) الابتدائي الشكل بتحويل بداية الاستعانة بكل الحالات السابقة لتشكيل البرʭمج الثنائي الخاص به،

إذا كانت دالة الهدف ) ≥تساوي ( أو أقل الشكل من كلها الفنية قيوده تكون الذي الشكل إلى الخطي للنموذج
)Max إذا كانت دالة الهدف ≤تساوي ( أو اكبر الشكل من كلها الفنية قيوده تكون الذي الشكل إلى)، و (
)Min ،( أكثر هذه الحالةوالجدول التالي يوضح: 
 
اتجاه   

القيود 
في 

البرʭمج 
  الأصلي

اتجاه القيود الذي يجب أن 
يكون عليه قبل تشكيل 

  البرʭمج الثنائي

اتجاه 
القيود في 
البرʭمج 
الثنائي 
  المقابل له

اتجاه   
القيود في 
البرʭمج 
  الأصلي

اتجاه القيود الذي يجب أن 
يكون عليه قبل تشكيل 

  البرʭمج الثنائي

اتجاه القيود 
في البرʭمج 

الثنائي 
  المقابل له

  
  
  
  
  
دالة 

الهدف 
من 

الشكل 
)Max(  

  
≤  

 
  )≥يبقى كما هو (

  
≥  

 
  
  
  
  
دالة 

الهدف 
من 

الشكل 
)Min(  

  
≤  

  يجب تحويل القيد إلى
) بضرب القيد الأصلي ≤(

  )1-في (

  
≤  

  
≥  

  يجب تحويل القيد إلى
) بضرب القيد الأصلي في ≥(

)-1(  

  
≥  

  
≥  

 
  )≤كما هو (يبقى  

  
≤  

  
  
=  
  
  

 (=)نعوض المعادلة 
الاتجاه  عاكستيتمبمتراجحتين 
)≥،≤(  
المتراجحة ذات ثم نضرب 

) لتصبح 1-) في (≤الاتجاه (
ونبقي  ،)≥من الاتجاه (

) ≥تراجحة ذات الاتجاه (الم
  على حالها

  
  
≥  

  
  
=  

  

  (=) نعوض المعادلة
 عاكستيتمبمتراجحتين 
  )≥،≤الاتجاه (

المتراجحة ذات ثم نضرب 
) 1-) في (≥الاتجاه (

 )،≤لتصبح من الاتجاه (
تراجحة ذات ونبقي الم

  ) على حالها≤الاتجاه (

  
  

≤  

  
  (الحالة الأولى):  1مثال

ࢆ ࢞ࢇࡹ = ૞૙૙࢞૚ + ૛૞૙࢞૛ + ૜૙૙࢞૜. 
૚૞࢞૚ + ૛૙࢞૛ + ૚૛࢞૜ ≤ ૠ૞૙. 

૚૙࢞૚ − ૡ࢞૛ − ૞࢞૜ ≤ ૝૞૙.  
࢞૚, ࢞૛, ࢞૜ ≥ ૙.  

  : شكل البرʭمج الخطي الثنائي للبرʭمج الخطي الأصلي أعلاه.المطلوب
  الحل:
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 ) مج الأصليʭمج الثنائي حسب عدد قيود البرʭ࢟تعيين متغيرات البر૚،࢟૛.( 
 ࢃ ࢔࢏ࡹتصبح  ࢆ ࢞ࢇࡹ. 
 ࢏࡯( معاملات دالة الهدف ({૞૙૙ ૛૞૙ ૜૙૙}  تصبح ثوابت الطرف  الأوليةفي المشكلة

  .لقيود المسالة الثنائي )ଙሗ܊( الأيمن

  ࢏࢈( الأيمنثوابت الطرف( ቄૠ૞૙
૝૞૙ቅ  ࡯( تصبح معاملات دالة الهدف الأوليةفي المشكلةሗ في ) ࢏

 .المشكلة الثنائية
 (الأصلي) تقلب على النحو التالي: مصفوفة قيود النموذج الأولي 

ቄ૚૞ ૛૙ ૚૛
૚૙ −ૡ −૞ቅ

.
⇔ ൝

૚૞ ૚૙
૛૙ −ૡ
૚૛ −૞

ൡ.  

 لنسبة لاتجاه  قيود النموذج الأصليʪ ) النموذج في عكسها ) فيجب≥يلاحظ أن كلها من الشكل 
 .(≤) على شكل  كلها وتصبح الثنائي
 مج الثنائي المʭلتالي يصبح البرʪمج الخطي السابق على النحو التالي:لقابل وʭلبر  

ࢃ ࢔࢏ࡹ = ૠ૞૙࢟૚ + ૝૞૙࢟૛. 
૚૞࢟૚ + ૚૙࢟૛ ≥ ૞૙૙. 
૛૙࢟૚ − ૡ࢟૛ ≥ ૛૞૙. 
૚૛࢟૚ − ૞࢟૛ ≥ ૜૙૙. 

࢟૚, ࢟૛, ≥ ૙.  
  (الحالة الأولى): 2مثال

ࢆ ࢔࢏ࡹ = ૚૞࢞૚ + ૚૙࢞૛. 
-ૡ࢞૚ + ૜࢞૛ ≥ ૜૙. 
૛࢞૚ − ૞࢞૛ ≥ ૛૞. 

૚૙࢞૚ + ૡ࢞૛ ≥ ૚૙. 
࢞૚, ࢞૛ ≥ ૙. 

  : شكل البرʭمج الخطي الثنائي للبرʭمج الخطي الأصلي أعلاه.المطلوب
 الحل:

ࢃ ࢞ࢇࡹ = ૜૙࢟૚ + ૛૞࢟૛ + ૚૙࢟૜. 
−ૡ࢟ + ૛࢟૛ + ૚૙࢟૜ ≤ ૚૞. 

૜࢟૚ − ૞࢟૛ + ૡ࢟૜ ≤ ૚૙. 
࢟૚, ࢟૛, ࢟૜ ≥ ૙. 
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  :(الحالة الثانية) 3المثال
ࢆ ࢞ࢇࡹ = ૡ࢞૚ + ૚૛࢞૛ + ૛࢞૜. 

૛࢞૚ + ૞࢞૛ + ૚૛࢞૜ = ૝૙. 
૝࢞૚ + ૙࢞૛ − ૟࢞૜ = ૟૟.  

࢞૚, ࢞૛, ࢞૜ ≥ ૙.  
  : شكل البرʭمج الخطي الثنائي للبرʭمج الخطي الأصلي أعلاه.المطلوب
  متعاكستين.متراجحتين  إلىتحويل كل معادلة  

ࢆ ࢞ࢇࡹ = ૡ࢞૚ + ૚૛࢞૛ + ૛࢞૜. 
૛࢞૚ + ૞࢞૛ + ૚૛࢞૜ ≤ ૝૙.  
૛࢞૚ + ૞࢞૛ + ૚૛࢞૜ ≥ ૝૙. 
૝࢞૚ + ૙࢞૛ − ૟࢞૜ ≤ ૟૟. 
૝࢞૚ + ૙࢞૛ − ૟࢞૜ ≥ ૟૟.  

࢞૚, ࢞૛, ࢞૜ ≥ ૙.  
  دالة الهدف من الشكل ( أنبماMax) على النحو التالي:≥)، يجب تحويل كل القيود في الاتجاه ( 

ࢆ ࢞ࢇࡹ = ૡ࢞૚ + ૚૛࢞૛ + ૛࢞૜. 
૛࢞૚ + ૞࢞૛ + ૚૛࢞૜ ≤ ૝૙.  

−૛࢞૚ − ૞࢞૛ − ૚૛࢞૜ ≤ −૝૙. 
૝࢞૚ + ૙࢞૛ − ૟࢞૜ ≤ ૟૟. 

−૝࢞૚ − ૙࢞૛ + ૟࢞૜ ≥ −૟૟.  
࢞૚, ࢞૛, ࢞૜ ≥ ૙.  

 :مج الثنائيʭتشكيل البر  
ࢃ ࢔࢏ࡹ = ૝૙ෝ࢟૚ − ૝૙෭࢟૚ + ૟૟ෝ࢟૛ − ૟૟෭࢟૛. 

૛ෝ࢟૚ − ૛෭࢟૚ + ૝ෝ࢟૛ − ૝෭࢟૛ ≥ ૡ.  
૞ෝ࢟૚ − ૞෭࢟૚ + ૙ෝ࢟૛ − ૙෭࢟૛ ≥ ૚૛. 

૚૛ෝ࢟૚ − ૚૛෭࢟૚ + ૟ෝ࢟૛ − ૟෭࢟૛ ≥ ૛. 
 يمكن كتابة:

ࢃ ࢔࢏ࡹ = ૝૙(ෝ࢟૚ − ෭࢟૚) + ૟૟(ෝ࢟૛ − ෭࢟૛). 
૛(ෝ࢟૚ − ෭࢟૚) + ૝(ෝ࢟૛ − ෭࢟૛) ≥ ૡ.  

૞(ෝ࢟૚ − ෭࢟૚) + ૙(ෝ࢟૛ − ෭࢟૛) ≥ ૚૛. 
૚૛(ෝ࢟૚ − ෭࢟૚) + ૟(ෝ࢟૛ − ෭࢟૛) ≥ ૛.  

ෝ࢟૚)بتعويض  − ෭࢟૚) ) ܡبـ૚ و ((ෝ࢟૛ − ෭࢟૛) ) ࢟بـ૛(  
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ࢃ ࢔࢏ࡹ = ૝૙࢟૚ + ૟૟࢟૛. 
૛࢟૚ + ૝࢟૛ ≥ ૡ.  

૞࢟૚ + ૙࢟૛ ≥ ૚૛. 
૚૛࢟૚ + ૟࢟૛ ≥ ૛. 

࢟૚(حر)،࢟૛(حر).  
  .)0هي متغيرات حرة وليست اكبر من (  )y2) و (y1المتغيرين (نلاحظ أن 

الثانوية  دون المرور ʪلخطوات (الأخير) في صورته النهائية يمكن كتابة مباشرة النموذج الثنائي التطبيقية الناحية من
 )حر( ثنائي متغير يقابله معادلة شكل في الابتدائي النموذج في فني قيد أي أن نتذكر أن يكفي المذكورة أعلاه،

 الثنائي الذي الفني القيد أن يعني ذلك فإن )حر( الابتدائي النموذج في متغير أي كان إذا صحيح أيضا والعكس
 .(الحالة الثالثة) معادلة شكل في يكون يقابله الذي
  : (الحالة الثالثة) 4مثال

ࢆ ࢞ࢇࡹ = ૞࢞૚ + ૜࢞૛. 
૛࢞૚ + ૝࢞૛ ≤ ૚૙. 
૝࢞૚ + ૞࢞૛ ≤ ૛૙.  
૜࢞૚ + ૚࢞૛ ≤ ૚૞.  

࢞૚(حر)،࢞૛(حر).  
  : شكل البرʭمج الخطي الثنائي للبرʭمج الخطي الأصلي أعلاه.المطلوب

منه البرʭمج و فان القيد الأول والقيد الثاني سيكون على شكل معادلة،  (حر)૛࢞ و (حر)૚࢞بما أن  ،مباشرة
  الثنائي سيكون من الشكل التالي:

ࢃ ࢔࢏ࡹ = ૚૙࢟૚ + ૛૙࢟૛ + ૚૞࢟૜. 
૛࢟૚ + ૝࢟૛ + ૜࢟૜ = ૞.  
૝࢟૚ + ૞࢟૛ + ૚࢟૜ = ૜. 

࢟૚،࢟૛،࢟૜ ≥ ૙.  
  :)الرابعة(الحالة  5مثال

ࢆ ࢔࢏ࡹ = ૡ࢞૚ + ૜࢞૛ + ૜࢞૜. 
૛࢞૚ + ૝࢞૛ + ૜࢞૜ = ૜૙. 
૚࢞૚ + ૛࢞૛ + ૚࢞૜ ≤ ૛૞.  
૜࢞૚ + ૚࢞૛ + ૜࢞૜ ≥ ૚૛. 

࢞૚, ࢞૛, ࢞૜ ≥ ૙.  
  شكل البرʭمج الخطي الثنائي للبرʭمج الخطي الأصلي أعلاه.: المطلوب
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 مج الأولى تحويل كل معادلةʭإلى متراجحتين متعاكستين موجودة في البر:  
ࢆ ࢔࢏ࡹ = ૡ࢞૚ + ૜࢞૛ + ૜࢞૜. 

૛࢞૚ + ૝࢞૛ + ૜࢞૜ ≤ ૜૙.  
૛࢞૚ + ૝࢞૛ + ૜࢞૜ ≥ ૜૙. 
૚࢞૚ + ૛࢞૛ + ૚࢞૜ ≤ ૛૞. 
૜࢞૚ + ૚࢞૛ + ૜࢞૜ ≥ ૚૛.  

࢞૚, ࢞૛, ࢞૜ ≥ ૙.  
 ) بما أن دالة الهدف من الشكلMin) على النحو التالي:≤)، يجب تحويل كل القيود في الاتجاه ( 

ࢆ ࢔࢏ࡹ = ૡ࢞૚ + ૜࢞૛ + ૜࢞૜. 
−૛࢞૚ − ૝࢞૛ − ૜࢞૜ ≥ −૜૙.  

૛࢞૚ + ૝࢞૛ + ૜࢞૜ ≥ ૜૙. 
−૚࢞૚ − ૛࢞૛ − ૚࢞૜ ≥ −૛૞. 

૜࢞૚ + ૚࢞૛ + ૜࢞૜ ≥ ૚૛.  
࢞૚, ࢞૛, ࢞૜ ≥ ૙.  

 :مج الثنائيʭتشكيل البر 
ࢃ ࢞ࢇࡹ = ૜૙(−ෝ࢟૚ + ෭࢟૚) − ૛૞࢟૛ + ૚૛࢟૜. 

૛(−ෝ࢟૚ + ෭࢟૚) − ૚࢟૛ + ૜࢟૜ ≤ ૡ.  
૝(−ෝ࢟૚ + ෭࢟૚) − ૛࢟૛ + ૚࢟૜ ≤ ૜. 
૜(−ෝ࢟૚ + ෭࢟૚) − ૚࢟૛ + ૜࢟૜ ≤ ૜. 

ෝ࢟૚−)بتعويض  + ෭࢟૚) ) ܡبـ૚ (  
ࢃ ࢞ࢇࡹ = ૜૙࢟૚ − ૛૞࢟૛ + ૚૛࢟૜. 

૛࢟૚ − ૚࢟૛ + ૜࢟૜ ≤ ૡ.  
૝࢟૚ − ૛࢟૛ + ૚࢟૜ ≤ ૜. 
૜࢟૚ − ૚࢟૛ + ૜࢟૜ ≤ ૜. 

࢟૚ ቀحرቁ /࢟૛،࢟૜ ≥ ૙.  
  :)الرابعة(الحالة  6مثال

ࢆ ࢞ࢇࡹ = ૠ࢞૚ − ૜࢞૛ + ૟࢞૜. 
૚૙࢞૚ + ૚૛࢞૛ + ૢ࢞૛૜ ≥ ૜૛૙. 
૛૙࢞૚ + ૚૟࢞૛ + ૠ࢞૜ ≤ ૛૞૙.  

࢞૚, ࢞૛, ࢞૜ ≥ ૙.  
  الخطي الثنائي للبرʭمج الخطي الأصلي أعلاه.: شكل البرʭمج المطلوب



Dr.m
erw

an
 ha

id

 .وتحلیل الحساسیةالمحور الرابع: النموذج الثنائي لمسائل البرمجة الخطیة 

 
61 

 ) بما أن دالة الهدف من الشكلMax) على النحو التالي:≥)، يجب تحويل كل القيود في الاتجاه ( 
ࢆ ࢞ࢇࡹ = ૠ࢞૚ − ૜࢞૛ + ૟࢞૜. 

−૚૙࢞૚ − ૚૛࢞૛ − ૢ࢞૜ ≤ −૜૛૙. 
૛૙࢞૚ + ૚૟࢞૛ + ૠ࢞૜ ≤ ૛૞૙.  

࢞૚, ࢞૛, ࢞૜ ≥ ૙.  
  مج الثنائي:تشكيلʭالبر 

ࢃ ࢔࢏ࡹ = −૜૛૙࢟૚ + ૛૞૙࢟૛. 
−૚૙࢟૚ + ૛૙࢟૛ ≤ ૠ.  

−૚૛࢟૚ + ૚૟࢟૛ ≤ −૜. 
−ૢ࢟૚ + ૠ࢟૛ ≤ ૟. 

࢟૚،࢟૛ ≥ ૙.  
૛࢈( أننلاحظ في القيد الثاني  ملاحظة: = −૜ وهو متنافي مع شروط البرمجة الخطية، وستواجهها مشاكل (

)، 1-المشكلة، نضرب فقط القيد الثاني في ( ه، ومن اجل تخطي هذفي حلها) simplexعند استخدام طريقة (
  ليصبح البرʭمج الثنائي على الشكل التالي:وقلب اتجاه المتراجحة 

ࢃ ࢔࢏ࡹ = −૜૛૙࢟૚ + ૛૞૙࢟૛. 
−૚૙࢟૚ + ૛૙࢟૛ ≤ ૠ.  
૚૛࢟૚ − ૚૟࢟૛ ≥ ૜. 
−ૢ࢟૚ + ૠ࢟૛+≤ ૟. 

࢟૚،࢟૛ ≥ ૙.  
  

  ."Dual" لمعنى النموذج الثنائيالتفسير الاقتصادي ʬنيا: 
 على والحكم القطاعات، مختلف وفي الاقتصادي النشاط أوجه مختلف في المختلفة الاقتصادية الموارد تستعمل

 الذي العائد مقدار هو الموارد، هذه لاستعمال الاقتصادية الجدوى بمعنى الموارد، لهذه الاقتصادي الاستعمال
  .الموارد لهذه استعمالهم عند الاقتصاديون الأعوان عليه يتحصل

 الأسعارتقرير  أيوتقييم الموارد، الموارد الارتباط بين مسألة التخصيص  الثنائيةوفقاً للنظرية الاقتصادية تمثل المسألة 
المسألة المقابلة  إن إذالمستخدمة لتقييم الموارد النادرة، (أو أسعار الفرص البديلة) الظل  أسعارالملائمة والتي نعني đا 

 أسعار( الأسعار، وتستخدم هذه الأمثلضمنية وحسابية من خلال قيم المتغيرات الواردة في الحل  أسعاراتوفر 
  الظل) لاحتساب كفاءة تخصيص الموارد .
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وارد، أي يوضح لنا الضياع الاقتصادي للوحدة الواحدة من تلك الم البديلةيحدد لنا سعر الظل مقدار الفرصة 
الاقتصادية على المؤسسة للوصول إلى الكفاية المتأتي من قصور الإمكاʭت المتاحة وʪلتالي عدم تحقيق هدف 

  أسس اقتصادية سليمة.
هو قيمة  أومن المورد المحدود،  إضافيةوحدة  لإʫحةبدفعه  المؤسسة"السعر الذي ترغب  ϥنهويعرف سعر الظل 

 المستخدمينساعات عمل  أو الآلاتعمل من المورد بشكل وحدة واحدة من ساعات  الإضافيةالوحدة الواحدة 
بوحدة "مقدار التغير في دالة الهدف نتيجة زʮدة هذا المستخدم  ϥنه أيضا، ويعرف "مورد محدود آخر أي أو

  واحدة ".
 ؟ المتاحة الموارد لاستعمال البديلة الفرص تقييمللبرʭمج الثنائي  يمكن والسؤال المطروح كيف

  :التالي المثال خلال من الفكرة هذه معنى نوضح أن سنحاول الفهم، وتسهيل التبسيط لغرض
المتوجات (كراسي وطاولات) وذلك ʪستخدام أربعة أنواع من الموارد نوعين من  ϵنتاجمؤسسة تقوم  أننفرض 

  ، المتاحة بكميات محدودة.)عاملةيد (خشب، حديد، ساعات عمل آلات، 
  يات المتاحة من كل مورد:مالكو ، ةمنتج وحدة واحدة المستعملة من كل المواردالجدول التالي يوضح 

  الكميات المتاحة  طاولات  كراسي  
  طن 100  4  1.5  خشب
  طن 75  1  0.5  حديد
  يومسا/ 8  3  2  آلات

  عامل 35   2  1  يد عاملة
  ، وتريد تحقيق اكبر عائد ممكن.ون للطاولة25ون للكرسي و 15بـ:  متوجاēاتبيع المؤسسة 

  :كالتالي خطي نموذج شكل في نضعها أن ممكن المسألة هذه معطيات ،من المثال  السابقة الفقرات في رأينا كما
ࢆ ࢞ࢇࡹ = ૚૞࢞૚ + ૛૞࢞૛. 

૚. ૞࢞૚ + ૝࢞૛ ≤ ૚૙૙. 
૚࢞૚ + ૙. ૞࢞૛ ≤ ૠ૞.  

૜࢞૚ + ૛࢞૛ ≤ ૡ. 
૚࢞૚ + ૛࢞૛ ≤ ૜૞. 

࢞૚, ࢞૛ ≥ ૙. 
 أو خيار أمامها طرح المؤسسة فإن المذكورة، المنتجات إنتاج في الموارد هذه استعمال عوض أنه نفترض الآن

 - البديلة العملية هذه في -الحالة هذه في آخر، اقتصادي نشاط في المتاحة الموارد هذه لاستعمال أخرى إمكانية
 نحو بمواردها والتوجه الحالي قطاعها ترك على المؤسسة توافق أجله من الذي العائد وʪلتالي الثمن تحديد يلزم

 .البديل القطاع
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سعر ( الثاني المورد استعمال عائدو (y1) هو آخر قطاع في الخشب)(سعر  الأول المورد لاستعمال العائد البديل إن
  .)y4( ) هو4: عدد القيود=m( )m( المورد لاستعمال العائد البديل حتى وهكذا)، y2( هو الحديد)

من بيع المنتج  )Max( إيراداكبر  تحقق للمؤسسة اكبر كمية ممكنة التي عن يبحث الأصليكان البرʭمج   فإذا
)x1 ،x2 مج القابل (الثنائي) يبحثʭ( عائداقل  عن)، فان البرMin( مج الأصلي  يفوقʭمن عائد البر

ࢃ ࢔࢏ࡹ( المتاحة لديها كل الموارد ʪلكميات استخدام = ૚૙૙ܡ૚ + ૠ૞ܡ૛ + ૡܡ૜ + ૜૞ܡ૝(،  في
  والعكس صحيح.ضل القيود الفنية المشكلة، 

 من واحدة وحدة إنتاج في المستعملة الموارد لكميات بديلا تقييما ʪلنسبة للقيود الفنية للبرʭمج الثنائي، فهي تعتبر
.૚(أي، البديلة تكلفتها في الكميات هذه نضرب فإننا الأول، المنتج ૞ܡ૚ + ૚ܡ૛ + ૜ܡ૜ + ૚ܡ૝ ،(ثم 
 الأول المنتج إنتاج في لاستعمالها الحالي العائد مع الموارد من الكميات هذه لاستعمال البديل التكلفة مجموع نقارن
  .)C1=15( المنتج هذا بيع من عليه المحصل الربح وهو
.૚( إليه المشار المقدار بين المقارنة يجب أي ૞ܡ૚ + ૚ܡ૛ + ૜ܡ૜ + ૚ܡ૝ ،(الأحادي والربح 
)C1=15 ،(الفني القيد فهذا الثنائي، للنموذج وهو الأول للمنتج الأول الفني القيد نشكل أن يجب آخر بمعنى 

  :أكبر العائدين أي على العائد أو الأول للمنتج والحكم المقارنة هذه ϵجراء يسمح
૚. ૞ܡ૚ + ૚ܡ૛ + ૜ܡ૜ + ૚ܡ૝ ≥? ૚૞.  

 كميات لاستعمال البديلة الفرص تقييم المنهج بنفس نستطيع الثنائي للنموذج الأخرى الفنية القيود نيكو ت عند
 :البديلة بعوائدها ومقارنتها الأخرى المنتجات لإنتاج اللازمة الموارد

૝ܡ૚ + ૙. ૞ܡ૛ + ૛ܡ૜ + ૛ܡ૝ ≥? ૛૞.  
  

  والعلاقة بين الحل الأمثل الأصلي والثنائي.  الخطية الثنائية " لحل البرامجsimplexطريقة ": الثانيالمطلب 
 مع الأصليةالخطية  البرʭمجبنفس خطوات حل  لحل البرامج الخطية الثنائية "simplex" استخدام طريقة يمكن

 عناصر من الثنائي للنموذج الأمثل الحل عناصر استنتاج كما يمكن كذلك ،في حالة المتغيرات الحرة صغير ختلافا
  .تطبيقي ثالبم، ولتوضيح كل هذا يمكن الاستعانة صحيح العكسو  الابتدائي للنموذج الأمثل الحل
  ليكن لدينا البرʭمج الخطي الأصلي التالي: :)1( مثال

ࢆ ࢔࢏ࡹ = ૛૙࢞૚ + ૚૙࢞૛. 
૚૞࢞૚ + ૞࢞૛ = ૚૞. 
ૡ࢞૚ + ૟࢞૛ ≥ ૚૛.  

૟࢞૚ + ૚૛࢞૛ ≤ ૝ૡ. 
࢞૚, ࢞૛ ≥ ૙.  

   هو كالتالي: أعلاه للبرʭمج الخطي الأمثلجدول الحل 
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    ૛            ࢙૛ܠ              ૚ܠ      ૜܁             ۴૚           ۴૛       الحل

3/5 
6/5 
10  

૜/૛૞  −  ૚/૚૙      ૙    

−૝/૛૞    ૜/૚૙       ૙   

૟/૞         − ૜          ૚   

૚           ૙              ૚     
 ૙         ૚    − ૜/૚૙   
૙           ૙               ૜  

x1 

x2 

S3 

24  ૝/૞           ૚           ૙      
  ۻ              ۻ    

  0         0           0 Z 

࢞૚ = ૜/૞              ࢞૛ = ૟/૞           ࢆ ࢔࢏ࡹ = ૛૝. 
  البرʭمج الثنائي للبرʭمج الخطي الأصلي أعلاه هو كالتالي:

ࢃ ࢞ࢇࡹ = ૚૞࢟૚ + ૚૛࢟૛ − ૝ૡ࢟૜. 
૚૞࢟૚ + ૡ࢟૛ − ૟࢟૜ ≤ ૛૙.  
૞࢟૚ + ૟࢟૛ − ૚૛࢟૜ ≤ ૚૙. 

࢟૚ ቀحرቁ ،࢟૛, ࢟૜ ≥ ૙.  
من جدول مباشرة استنتاجه  "، أوsimplex" طريقةالأمثل لهذا البرʭمج الثنائي بحله ʪستخدام يمكن معرفة الحل 

  .الحل الأمثل الأصلي والثنائيالأصلي، وذلك بمعرفة العلاقة بين للبرʭمج  الأمثلالحل 
   ." لحل البرامج الخطية الثنائيةsimplexطريقة "أولا: 

  ) متغير حر فانه يمكن كتابة البرʭمج الثنائي أعلاه على النحو التالي:y1بما أن (
ࢃ ࢞ࢇࡹ = ૚૞(ഥ࢟૚ − ന࢟૚) + ૚૛࢟૛ − ૝ૡ࢟૜. 

૚૞(ഥ࢟૚ − ന࢟૚) + ૡ࢟૛ − ૟࢟૜ ≤ ૛૙.  
૞(ഥ࢟૚ − ന࢟૚) + ૟࢟૛ − ૚૛࢟૜ ≤ ૚૙. 

࢟૚ ቀحرቁ ،࢟૛, ࢟૜ ≥ ૙.  
  وبعد توزيع المعاملات يصبح البرʭمج على النحو التالي:

ࢃ ࢞ࢇࡹ = ૚૞ഥ࢟૚ − ૚૞ന࢟૚ + ૚૛࢟૛ − ૝ૡ࢟૜. 
૚૞ഥ࢟૚ − ૚૞ന࢟૚ + ૡ࢟૛ − ૟࢟૜ ≤ ૛૙.  
૞ഥ࢟૚ − ૞ന࢟૚ + ૟࢟૛ − ૚૛࢟૜ ≤ ૚૙. 

࢟૚ ቀحرቁ ،࢟૛, ࢟૜ ≥ ૙.  
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  جدول الحل الابتدائي
    ૛           ࢟૜ܡ      ധ૚ܡ         ૛      ഥ࢟  ૚ܛ           ૚ܛ       الحل

20 
10  

    ૚             ૙  

    ૙             ૚   

   ૚૞   − ૚૞     ૡ     − ૟   

૞     − ૞       ૟    − ૚૛     

S1 

S2 

0      ૙            ૙     -15   15    - 12    48  W 
 

  جدول المحاولة الأولى
    ૛           ࢟૜ܡ      ധ૚ܡ       ૛      ഥ࢟  ૚ܛ           ૚ܛ       الحل

4/3 

10/3  

 ૚/૚૞        ૙  

   ૚/૜         ૚   

 ૚    − ૚    ૡ/૚૞ − ૛/૞   

૙       ૙    ૚૙/૜    − ૚૙    

ഥ࢟૚. 

S2. 

20      ૙            ૙       0      0    - 4       42  W 
  

  )الأمثل(جدول الحل  جدول المحاولة الثانية
    ૛           ࢟૜ܡ      ധ૚ܡ         ૛      ഥ࢟  ૚ܛ             ૚ܛ      الحل

4/5 

 1  

૜/૛૞   − ૡ/૞  

−
૚

૚૙
       

૜
૚૙

 

  ૚     − ૚       ૙        ૟/૞   

   ૙         ૙       ૚    − ૜    

ഥ࢟૚. 

࢟૛. 

24    ૜/૞     ૟/૞       0       0      0      30  W 
  

ࢃ ࢞ࢇࡹ = ૛૝. 
ഥ࢟૚ = ૝/૞      ܡധ૚ = ૙    ↔       ࢟૚ = (ഥ࢟૚ − ന࢟૚) = (૝/૞ − ૙) = ૝/૞. 

࢟૛ = ૚. 
࢟૜ = ૙. 

  
  
  
  

-5    15 
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  الثنائي.الحل الأمثل للبرʭمج الخطي الأصلي و  للبرʭمج الخطي العلاقة بين الحل الأمثل ʬنيا:
على النحو  للبرʭمج الخطي الثنائييمكن توضيح العلاقة بين الحل الأمثل للبرʭمج الخطي الأصلي والحل الأمثل 

  التالي:
  جدول الحل الأمثل للبرʭمج الخطي الأصلي

   .૛            ࢙૛ܠ              ૚ܠ      ૜܁             ۴૚           ۴૛    .  الحل

3/5 

6/5 

10  

૜/૛૞  −  ૚/૚૙      ૙  . 

−૝/૛૞    ૜/૚૙       ૙  . 

 ૟/૞        − ૜          ૚  . 

   ૚           ૙              ૚ .    
 ૙          ૚      − ૜/૚૙ .  
 ૙           ૙               ૜      

x1 

x2 

S3 

24  ૝/૞            ૚          ૙    . 
 .  ۻ              ۻ    

  0         0           0. Z 

࢞૚ = ૜/૞              ࢞૛ = ૟/૞                  ࢆ ࢔࢏ࡹ = ૛૝  
  

  الثنائيجدول الحل الأمثل للبرʭمج الخطي 
   .૛           ࢟૜ܡ      ധ૚ܡ        ૛      ഥ࢟  ૚ܛ             ૚ܛ  .  الحل

4/5 
1  

૜/૛૞  − ૝/૛૞ 

−૚/૚૙   ૜/૚૙  
૚      − ૚        ૙        ૟/૞ . 
   ૙         ૙       ૚    − ૜   . 

ഥ࢟૚. 

࢟૛. 

24    ૜/૞       ૟/૞      0       0      0      30 W 
࢟૜ = ૜/૞           ࢟૛ = ૚           ࢟૚ = ૝/૞            ࢃ ࢞ࢇࡹ = ૛૝. 

تسجيل  يمكنج الخطي الثنائي لبرʭمل الأمثلوجدول الحل  الأصليج الخطي للبرʭم الأمثلمن جدول الحل 
 للنموذج الأمثل الحل عناصر من الثنائي للنموذج الأمثل الحل عناصر استنتاج عدة ملاحظات تساعدʭ في 

  :والعكس صحيح الابتدائي
 )F1،F2الابتدائي ( الحل متغيرات معاملات الأمثل للبرʭمج الأصلي، الحل جدول في: 1الملاحظة 

 أي صحيح، أيضا والعكس )y1،y2(الثنائي للنموذج الأمثل الحل متغيرات قيمة تساوى الأصلي للنموذج
 للنموذج الأمثل الحل متغيرات قيمة تساوي )S1،S2( الثنائي للنموذجالابتدائي  الحل متغيرات معاملات
 .)x1،x2(الابتدائي

ࢃ ࢞ࢇࡹ :  2الملاحظة   =  فيها يكون والتي سابقا إليها المشار الخاصة الحالات عدا ما( ࢆ ࢔࢏ࡹ
  .)متساوʮنغير  الحلان



Dr.m
erw

an
 ha

id

 .وتحلیل الحساسیةالمحور الرابع: النموذج الثنائي لمسائل البرمجة الخطیة 

 
67 

 ) حسب المعادلة التالية:y1،y2: يمكن حساب قيم (3الملاحظة 
[࢏࢟] = .[࢏࢞]  .[૚ି࡭]

  .صف المتغيرات الناتجة في النموذج المقابل: [࢏࢟]
في دالة الهدف  الأمثل دالة الهدف الجديدة مرتبة حسب المتغيرات الناتجة بجدول الحل معاملاتصف : [࢏࢞]

  .الجديدة
  .الأمثلمصفوفة المتغيرات المكملة كما وردت في جدول الحل : [૚ି࡭]

  
  .تحليل الحساسيةالمطلب الثالث: 

حيث  ،التي نعيش فيهاذ القرار بسبب ديناميكية البيئة يعتبر موضوع تحليل الحساسية من المواضيع المهمة جدا لمتخ
 ،اوكذلك يتغير مستوى الطلب على المنتوج والتغيرات السريعة في التكنولوجي ʪستمرارتتغير أسعار المواد الأولية 

سابقا ϥنه للوصول إلى الحل الأمثل في البرمجة الخطية يجب أن نثبت الأسعار سواء كانت المواد  افترضناحيث 
لكن في الواقع إذا أنتجنا نوع من السلع وأردʭ  ،وكذلك معرفة ʫمة للمصادر المتاحة ،الأولية أو السلع المنتجة

قتصاد العام من ركود ورواج الة الإتسويقها فإن هناك عدة ظروف منها ما يتعلق ʪلتطور التكنولوجي وح
يبقى كما هو؟  وفي مثل هذه الحالات يثار التساؤل حول ما إذا كان الحل الأمثل سوف يتغير أالخ، ...وكساد

 إذا كان سوف يتغير هل لابد من حل كل المشكلة مرة أخرى ʪلقيم الجديدة للوصول إلى الحل الأمثل الجديد؟و 
  لأمثل الجديد دون حل المشكلة مرة أخرى؟ هل من طريقة لمعرفة الحل او 

الإجابة على ذلك تكمن فيما سمي بتحليل الحساسية والذي كما هو واضح في التسمية يقيس درجة حساسية 
ويمتاز هذا المدخل ϥنه يوفر تكلفة وجهد إعادة  ،الحل الأمثل الحالي للتغير في القيم الواردة في المشكلة الأصلية

ومنه إن تحليل الحساسية  )،WinQsbالبرامج الخاصة بذلك (في حالة إستخدام  رى حتىحل المشكلة مرة أخ
يفيد إستخدامها في معرفة Ϧثير ثل في حالة تغير معاملات المشكلة، هو دراسة التغير الحاصل في قيمة الحل الأم

  حدوث أي تغير في:
 معاملات دالة الهدف.  
  قيود المشكلةكمية الموارد المتاحة (الجانب الأيمن) في.  
 .معاملات قيود المشكلة  

  أولا: حساسية معاملات دالة الهدف.
هذا  Ϧثيرفما هو ) αمعلوم وليكن (معين تغير بمقدار  منتجالتكلفة) المحقق من  أوربح ( أنفي هذه الحالة نفرض 

ما هو  آخربمعنى  أي ير،يبدون تغ الأمثلالحل  أساس على و اĐال الذي يبقيالتغير على دالة الهدف، وما ه
دون أعادة حل البرʭمج الخطي الجديد التغير في معاملات دالة الهدف مباشرة  Ϧثيرالذي يسمح بحساب اĐال 

  .الأولمن 
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  يمكن شرح هذه الظاهرة ʪستخدام المثال التالي:
ࢆ ࢞ࢇࡹ = ૞࢞૚ + ૛࢞૛ + ૜࢞૜. 

૚࢞૚ + ૞࢞૛ + ૛࢞૜ ≤ ૜૙. 
૚࢞૚ − ૞࢞૛ − ૞࢞૜ ≤ ૝૙.  

࢞૚, ࢞૛, ࢞૜ ≥ ૙.  
  جدول الحل الأمثل لهذا البرʭمج الخطي هو كالتالي: 

   .૜ܠ         ૛ܠ         ૛      ࢞ ૚ܛ             ૚ܛ    .  الحل

30 
10  

 .   ૚              ૙  

  −૚             ૚ . 
   ૚         ૞           ૛      .   
 ૙    − ૚૙    − ૠ       . 

࢞૚ 

࢙૛ 

150     ૞              ૙ .     0        23        7 .    z 
࢞૚ = ૜૙              ࢞૛ = ૙            ࢞૜ = ૙       ࢆ ࢞ࢇࡹ = ૚૞૙. 

  والبرامج المرافق لهذا البرʭمج هو كالتالي:
ࢃ ࢔࢏ࡹ = ૜૙࢟૚ + ૝૙࢟૛. 

૚࢟૚ + ૚࢟૛ ≥ ૞.  
૞࢟૚ − ૞࢟૛ ≥ ૛. 
૛࢟૚ − ૞࢟૛ ≥ ૜. 

࢟૚،࢟૛ ≥ ૙.  
  واضح من جدول الحل الأمثل للبرʭمج الخطي الأصلي أن الحل الأمثل للبرʭمج الخطي الثنائي (المرافق) هو:

           ࢟૛ = ૙           ࢟૚ = ૞            ࢃ ࢔࢏ࡹ = ૚૞૙. 
  للبرʭمج الثنائي: الأمثليمكن مراجعة جدول الحل  أكثر وللتأكد

   . ૜ܛ     ૛ܛ     ૛      ࢙૛ܡ     ૚ܡ    . ۴૚           ۴૛        ۴૜      الحل

7 
5 

23  

   ૛         ૙      − ૚  . 

   ૚          ૙           ૙  . 

   ૞      − ૚         ૙  .  

  ૚       ૠ     − ૛     ૙       ૚ .    
૙       ૚    − ૚      ૙       ૙ . 
૙      ૚૙  − ૞       ૚       ૙   .  

S3 

y1 

S2 

150    ૜૙       ૙          ૙ . 
−   ۻ−   .M-     ۻ

  0      10    30     0      0. Z 

 
  ون)، تصبح دالة الهدف من الشكل: α) بقيمة (x1المنتوج (نفرض مثلا انه قرر زʮدة ثمن بيع 

ࢆ ࢞ࢇࡹ = (૞ + ૚࢞(ࢻ + ૛࢞૛ + ૜࢞૜. 

[૚ି࡭]
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૞)تعويض بو  + (ࢻ =   يصبح البرʭمج الأصلي من الشكل: ࢼ
ࢆ ࢞ࢇࡹ = ૚࢞ࢼ + ૛࢞૛ + ૜࢞૜. 

૚࢞૚ + ૞࢞૛ + ૛࢞૜ ≤ ૜૙. 
૚࢞૚ − ૞࢞૛ − ૞࢞૜ ≤ ૝૙.  

࢞૚, ࢞૛, ࢞૜ ≥ ૙.  
هذا التغير على )، والذي يسمح لنا بحساب حساسية α( إليه، ما هو اĐال الذي تنتمي ألانالسؤال المطروح 

  على النحو التالي: مباشرة أي، ؟)، مباشرة من دالة الهدف150نتيجة الدالة الهدف (
(૞ + (૜૙)(ࢻ + ૛(૙) + ૜(૙).  

ولا يؤثر على نتائج الحل  الأول،) الذي لا يجبرʭ على حل برʭمج جديد من α( تغير مجال ما هو أخربمعنى 
  ؟الأمثل

   لحساب هذا اĐال يمكن إتباع الخطوات التالية:
 مج الثنائي الجديد: تحويلʭالبر  

ࢃ ࢔࢏ࡹ = ૜૙࢟૚ + ૝૙࢟૛. 
૚࢟૚ + ૚࢟૛ ≥   .ࢼ
૞࢟૚ − ૞࢟૛ ≥ ૛. 
૛࢟૚ − ૞࢟૛ ≥ ૜. 

࢟૚،࢟૛ ≥ ૙.  
 قيم ( حسابy1،y2:حسب المعادلة التالية ( 

[࢏࢟] = .[࢏࢞]  .[૚ି࡭]
  .صف المتغيرات الناتجة في النموذج المقابل: [࢏࢟]
في دالة الهدف  الأمثل لب المتغيرات الناتجة بجدول الحدالة الهدف الجديدة مرتبة حس معاملاتف ص: [࢏࢞]

  .الجديدة
  .الأمثلمصفوفة المتغيرات المكملة كما وردت في جدول الحل : [૚ି࡭]

[࢟૚ [૛ܡ = [઺ ૙]. ቂ ૚ ૙
−૚ ૚ቃ = [(઺ ∗ ૚) + (૙ ∗ (−૚)) (઺ ∗ ૙) + (૙ ∗ ૚)]. 

[࢟૚ [૛ܡ = [઺ ૙]. 
 ساب معاملات (لحx1،x2 ،كلها   تكون أنويجب ) في جدول الحل الأمثل الجديد في صف دالة الهدف

   :ما يعني عدم وجود حل بعد ذلك الحل وبقاء أساس الحل الأمثل كما في الجدول القديم مساوية للصفر أو موجبة
૚࢟૚ + ૚࢟૛ − ࢼ = ૚(ࢼ) + ૚(૙) − ࢼ = ૙.  

૞࢟૚ − ૞࢟૛ − ૛ = ૞(ࢼ) − ૞(૙) − ૛ = ૞ࢼ − ૛. 
૛࢟૚ − ૞࢟૛ − ૜ = ૛(ࢼ) − ૞(૙) − ૜ = ૛ࢼ − ૜. 
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  .)0) سيساوي (ʪβلنسبة للقيد الأول مهما كانت (-
β ≤ ૞الثاني يجب أن تكون (ʪلنسبة للقيد -

૛
= ૛. ૞( .لكي يكون دائما موجب أو مساوي للصفر  

ʪβ ≤ ૜لنسبة للقيد الثالث يجب أن تكون (-
૛

= ૚. ૞( .لكي يكون دائما موجب أو مساوي للصفر  
β ≤ ૜(ولتحقيق المتراجحات الثلاثة في وقت واحد يجب أن تكون -

૛
= ૚. ૞( ↔   )α ≤ ૠ

૛
−(.  

  الطريقة يمكن حساب مجالات تغير معاملات دالة الهدف الباقية.وبنفس 
 مثلا ʭإذا أخذ હ = ૛  ઺ = (૞ + ૛) ∈ {૚. ૞; +∞} ↔،  [࢟૚ [૛ܡ = [ૠ ૙]  هذا

 التي تساوي: النتيجة الجديدة مباشرة من دالة الهدفحساب  ن، ويمكالأمثلالحل  أساس على يؤثرالتغير لا 
ࢆ ࢞ࢇࡹ = (૞ + ૛)(૜૙) + ૛(૙) + ૜(૙) = ૛૚૙.  

سنجدها كلها  فإنناالجديد في صف دالة الهدف،  الأمثلجدول الحل ) في x1،x2حساب معاملات ( أردʭ فإذا
   :كما في الجدول القديم  الأمثلالحل  أساسموجبة ما يعني عدم وجود حل بعد ذلك الحل وبقاء 

  )i(-bi) = (القيد (xiمعامل (
b1(=)૚࢟૚-)1) = (القيد (x1معامل ( + ૚࢟૛ − ૠ()= ૚(ૠ) + ૚(૙) − ૠ=(0  
b2(=)૞࢟૚-)2) = (القيد (x2معامل ( − ૞࢟૛ − ૛()= ૞(ૠ) − ૞(૙) − ૛=(33 
b3(=)૛࢟૚-)3) = (القيد (x3معامل ( − ૞࢟૛ − ૜()= ૛(ૠ) + ૚(૙) − ૜=(11  

 وللتأكد من ذلك، قمنا بحل البرʭمج الجديد من الأول، فتحصلنا على جدول الحل الأمثل الجديد التالي:
   .૜ܠ       ૛ܠ         ૛      ࢞ ૚ܛ             ૚ܛ     .  الحل

30 
10  

૚              ૙ . 

−૚              ૚ . 

   ૚         ૞            ૛ .    
 ૙     − ૚૙    − ૠ   . 

࢞૚. 

࢙૛. 

210      ૠ              ૙ .     0       33      11    . z 
  

 ʭوإذا أخد  હ = −ૠ  ઺ = (૞ − ૠ) ∉ {૚. ૞; +∞} ↔  ،[࢟૚ [૛ܡ = [−૛ ૙] 
 :الحل الأمثل، ولا يمكن حساب النتيجة الجديدة مباشرة من دالة الهدف أساس  هذا التغير سيؤثر على

ࢆ ࢞ࢇࡹ) = (૞ − ૠ)(૜૙) + ૛(૙) + ૜(૙) = −૟૙). 
 ديد من الأول.الجنموذج البل إعادة حل  

ࢆ ࢞ࢇࡹ = (૞ − ૠ = −૛)࢞૚ + ૛࢞૛ + ૜࢞૜. 
૚࢞૚ + ૞࢞૛ + ૛࢞૜ ≤ ૜૙. 
૚࢞૚ − ૞࢞૛ − ૞࢞૜ ≤ ૝૙.  

࢞૚, ࢞૛, ࢞૜ ≥ ૙.  
  



Dr.m
erw

an
 ha

id

 .وتحلیل الحساسیةالمحور الرابع: النموذج الثنائي لمسائل البرمجة الخطیة 

 
71 

  جدول الحل الأمثل
   .૜ܠ       ૛ܠ         ૛      ࢞ ૚ܛ             ૚ܛ     .  الحل

15 
115  

૚/૛              ૙ . 

    ૞/૛              ૚ . 

 ૚/૛      ૞/૛       ૚. 
 ૠ/૛    ૚૝/૛     ૙.   

࢞૜. 

࢙૛. 

45      ૜/૛             ૙ .   7/2    11/2     0.   z 
  

  كمية الموارد المتاحة (الجانب الأيمن) في قيود المشكلة.حساسية تغير  ʬنيا: 
   :التالينستعين ʪلمثال ة المتاحوارد المتعلقة ʪلتغيرات في المو الحالة هذه  يحđدف توض

ࢆ ࢞ࢇࡹ = ૜૙࢞૚ + ૞૙࢞૛. 
૛࢞૚ + ૚࢞૛ ≤ ૚૟. 
૚࢞૚ + ૛࢞૛ ≤ ૚૚.  
૚࢞૚ + ૜࢞૛ ≤ ૚૞.  

࢞૚, ࢞૛ ≥ ૙.  
  جدول الحل الأمثل لهذا البرʭمج الخطي هو كالتالي: 

   .    ૚           ࢞૛ܠ    . ૜܁            ૛܁           ૚܁      الحل

2 
7 
2  

૚/૜   − ૞/૜       ૚  . 

૛/૜   − ૚/૜       ૙  . 

−૚/૜     ૛/૜        ૙  .  

૙           ૙  .    
  ૚          ૙   . 

૙           ૚. 

S3 

x1 

x2 

310  ૚૙/૜    ૠ૙/૜     ૙     .          0          0   .  Z 
  لهذا البرʭمج هو كالتالي:والبرامج المرافق 

ࢃ ࢔࢏ࡹ = ૚૟࢟૚ + ૚૚࢟૛ + ૚૞࢟૜. 
૛࢟૚ + ૚࢟૛ + ૚࢟૜ ≥ ૜૙.  
૚࢟૚ + ૛࢟૛ + ૜࢟૜ ≥ ૞૙. 

࢟૚،࢟૛, ࢟૜ ≥ ૙.  
  واضح من جدول الحل الأمثل للبرʭمج الخطي الأصلي أن الحل الأمثل للبرʭمج الخطي الثنائي (المرافق) هو:

           ࢟૛ = ૠ૙/૜           ࢟૚ = ૚૙/૜            ࢃ ࢔࢏ࡹ = ૜૚૙. 
  وللتأكد أكثر يمكن مراجعة جدول الحل الأمثل للبرʭمج الثنائي:
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   .૛ܛ        ૚ܛ      ૛       ࢟૜ܡ     ૚ܡ    .      ۴૚             ۴૛      الحل

10/3 
70/3  

  ૛/૜    − ૚/૜  . 

−૚/૜      ૛/૜  .  

  ૚       ૙  − ૚/૜   ૛/૜   ૚/૜ . 

  ૙      ૚    ૞/૜    ૚/૜  − ૛/૜ .  

y1 

y2 

310     ૠ                   ૛ . 
−            ۻ−       .    ۻ

  ૙       ૙        ૛          ૠ       ૛. w 

  دة المورد الأولʮبـ (نفرض انه قرر زαثير ذلك على نتيجة دالة الهدف؟) وحدةϦ فما هو ،  
 يصبح البرʭمج أعلاه من الشكل:

ࢆ ࢞ࢇࡹ = ૜૙࢞૚ + ૞૙࢞૛. 
૛࢞૚ + ૚࢞૛ ≤ (૚૟ +  .(ࢻ

૚࢞૚ + ૛࢞૛ ≤ ૚૚.  
૚࢞૚ + ૜࢞૛ ≤ ૚૞.  

࢞૚, ࢞૛ ≥ ૙. 
 من الشكل: الجديد ويصبح البرʭمج الثنائي

ࢃ ࢔࢏ࡹ = (૚૟ + ૚࢟(ࢻ + ૚૚࢟૛ + ૚૞࢟૜. 
૛࢟૚ + ૚࢟૛ + ૚࢟૜ ≥ ૜૙.  
૚࢟૚ + ૛࢟૛ + ૜࢟૜ ≥ ૞૙. 

࢟૚،࢟૛, ࢟૜ ≥ ૙.  
  لنكتب دالة الهدف على النحو التالي:

തതതࢃ ࢔࢏ࡹ = ૚૟࢟૚ + ૚࢟ࢻ + ૚૚࢟૛ + ૚૞࢟૜. 
↔ തതതࢃ ࢔࢏ࡹ = ૚૟࢟૚ + ૚૚࢟૛ + ૚૞࢟૜ +  .૚࢟ࢻ

↔ തതതࢃ ࢔࢏ࡹ = ࢃ࢔࢏ࡹ +  .തതതࢃ∆
തതതࢃ∆ = ૚࢟ࢻ ↔ ࢟૚ =   .ࢻ/തതതࢃ∆

 هي الهدف ودالة الموارد كمية تغير درجة بين المباشرة العلاقة هذه هلوح ألان كما في الحالة الأولى، السؤال المطر 
   اĐال؟ محدودة هي هل أم صحيحة دائما

 العلاقة هذه فإن اĐال هذا خارج أما صحيحة، العلاقة هذه فيه تبقى الموارد كمية لتغير مجال هناك الحقيقة في
  :نقوم ʪلخطوات التالية، ولحساب هذا اĐال صحيحة غير تصبح
 ) حساب قيمx1،x2:حسب المعادلة التالية ( 

[࢏࢞] = .[࢏࢈]  .[૚ି࡭]
  .الأصليصف المتغيرات الناتجة في النموذج : [࢏࢞]
  د المتاحة الجديد.ر عمود الموا: [࢏࢈]
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  .للبرʭمج  الأمثلمصفوفة المتغيرات المكملة كما وردت في جدول الحل : [૚ି࡭]

൥
࢙૜
૚ܠ
૛ܠ

൩ = ൥
૚૟ + હ

૚૚
૚૞

൩ . ൥
૚/૜ −૞/૜ ૚
૛/૜ −૚/૜ ૙

−૚/૜ ૛/૜ ૙
൩ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ ૛ + હ

૜

ૠ + ૛હ
૜

૛ − હ
૜ ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤
.  

) بقيمة S3الفجوة ( تغيربمقدار وحدة واحدة تؤدي إلى  الأولفي المرود  التغيرن ϥ لاهالنتائج أع نأحظ لاي
دار بمق )x2( ةقيم الاتجاه العكسي في فيفي نفس الاتجاه، وتغير  )2/3(دار بمق )x1( ةقيم وتغير) 1/3(
  يجب أن تكون كل المتغيرات أكير من الصفر: )، ولتحقيق مبدأ عدم سلبية الموارد المتاحة1/3(

૛ + હ
૜

≥ ૙      ↔       હ
૜

≥ −૛      ↔     હ ≥ −૟.  
ૠ + ૛હ

૜
≥ ૙       ↔         ૛હ

૜
≥ −ૠ       ↔        હ ≥ − ૛૚

૛
= −૚૙. ૞.  

૛ − હ
૜

≥ ૙      ↔        ૛ ≥  હ
૜

          ↔          હ ≤ ૟.  

6+          0           -6          -10.5  
  )α ≤ -6( ↔   )16+6 ≤ β ≤ 16-6 ≥ 6تكون ( أنيجب في وقت واحد ولتحقيق المتراجحات الثلاثة 

↔ )22 ≤ β ≤ 10(  
 مثلا ʭإذا أخذ ൫હ = ૞൯  ال المحسوب داخلوهيĐفإن ا: 

തതതࢃ∆) = ૚࢟ࢻ = ቀ૞ ∗ ૚૙
૜

ቁ = ૞૙
૜

= ૚૟. ૟૟).  

തതതࢃ ࢔࢏ࡹ = ࢃ ࢔࢏ࡹ + തതതࢃ∆ = ૜૚૙ + ૞૙
૜

= ૢૡ૙
૜

= ૜૛૟. ૟૟.  
  :الجديد يصبح الأمثلالحل 

൥
࢙૜
૚ܠ
૛ܠ

൩ = ൥
૚૟ + ૞

૚૚
૚૞

൩ . ൥
૚/૜ −૞/૜ ૚
૛/૜ −૚/૜ ૙

−૚/૜ ૛/૜ ૙
൩ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ ૛ + ૞

૜
= ૚૚

૜
= ૞. ૟૟

ૠ + ૛(૞)
૜

= ૜૚
૜

= ૚૙. ૜૜

૛ − ૞
૜

= ૚
૜

= ૙. ૜૜ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
.  

  وللتأكد من ذلك، قمنا بحل البرʭمج الجديد من الأول، فتحصلنا على جدول الحل الأمثل الجديد التالي:
  جدول الحل الأمثل

   . ૚           ࢞૛ܠ    . ૜܁            ૛܁           ૚܁    الحل
11/3 
31/3 
1/3  

૚/૜   − ૞/૜       ૚  . 
૛/૜   − ૚/૜       ૙  . 
−૚/૜     ૛/૜        ૙  .  

૙           ૙ . 
  ૚          ૙. 
૙           ૚. 

S3 

x1 

x2 
980/3  ૚૙/૜    ૠ૙/૜      ૙    .          0          0    . Z 

 مثلا ʭإذا أخذ ൫હ = −ૠ൯  ال المحسوبĐعروفة:حسب الطريقة الم فإن وهي خارج ا 
തതതࢃ∆) = ૚࢟ࢻ = ቀ−ૠ ∗ ૚૙

૜
ቁ = ିૠ૙

૜
= −૛૜. ૜૜).  
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തതതࢃ ࢔࢏ࡹ = ࢃ ࢔࢏ࡹ + തതതࢃ∆ = ૜૚૙ − ૠ૙
૜

= ૡ૟૙
૜

= ૛ૡ૟. ૟૟. 

  :الأول نلاحظ عدم تساوي النتائجكن بعد حل البرʭمج الجديد من ل
ࢆ ࢞ࢇࡹ = ૜૙࢞૚ + ૞૙࢞૛. 

૛࢞૚ + ૚࢞૛ ≤ ૚૟ − ૠ = ૢ. 
૚࢞૚ + ૛࢞૛ ≤ ૚૚.  
૚࢞૚ + ૜࢞૛ ≤ ૚૞.  

࢞૚, ࢞૛ ≥ ૙.  
  جدول الحل الأمثل

   .   ૚           ࢞૛ܠ    .૜܁           ૛܁           ૚܁      الحل
11/3 
31/3 
1/3  

 ૜/૞        ૙         ૚/૞  . 
−૚/૞      ૚        ૜/૞  . 
−૚/૞       ૙        ૛/૞  .  

   ૚           ૙  .   
  ૙          ૙ . 
૙           ૚. 

x3 

S1 

x2 
282     ૡ          ૙         ૚૝     .          0          0 .    Z 

  
  ʬلثا: حساسية تغير معاملات قيود المشكلة.

 لتعقيد في تؤدي إلى افوفة الحل والتيالقرار يؤثر مباشرة على عناصر مصت متغيرات لاإن التغيرات في معام
وقد تجعل من الحل الحالي ، لقيود المشكلة المقابلة المتعلقة đا الأيسرب الحساʪت ويمكن أن تؤشر على الجان

لن يعطي بياʭت مباشرة فيما الحالة  ذهن تحليل الحساسية في هاف هللمشكلة حل غير ممكن أو غير مثالي وعلي
 الأساسو حل نموذج البرمجة الخطية من ل المشكلة أيفضل إعادة ح ككلة ولذللية أو إمكانية حل المشابمث قيتعل

القديم ومتغيرات غير  ʪلبرʭمجمتعلقة  أساسيةعلى متغيرات  سنحصل" وبعدها simplex" ةʪستخدام طريق
  .أساسية جديدة
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 سلسلة تمارين:
كون البرامج الثنائية الخاصة ʪلبرامج الخطية  - 1

ثم قم بحلها ثم استنتج الحل الأمثل للبرʭمج  التالية
 :الأصلي

1/ 
ࢆ ࢞ࢇࡹ = ૟࢞૚ + ૚૙࢞૛ + ૜࢞૜

+ ૛࢞૝ 
૜࢞૚ + ૝࢞૛ + ૞࢞૜ + ૛࢞૝ = ૚૞ 

૝࢞૚ + ૡ࢞૛ + ૚૛࢞૜ + ૞࢞૝ ≥ ૚૟ 
૛࢞૚ + ૛࢞૛ − ૡ࢞૜ + ૜࢞૝ ≤ ૡ 

࢞૚, ࢞૛, ࢞૜ ≥ ૙ 
2/ 

ࢆ ࢞ࢇࡹ = ૜࢞૚ − ࢞૛ + ૛࢞૜ 
૜࢞૚ + ࢞૛ + ૞࢞૜ ≤ ૝૞ 

૝࢞૚ − ૛࢞૛ + ૠ࢞૜ ≤ ૛૙ 
૝࢞૚ + ૛࢞૛ − ૟࢞૜ ≤ ૛૞ 

࢞૚, ࢞૛, ࢞૜ ≥ ૙ 
3/ 

ࢆ ࢔࢏ࡹ = ૜࢞૚ − ࢞૛ + ૛࢞૜ 
࢞૚ + ૛࢞૛ + ૛࢞૜ = ૚૛ 

૝࢞૚ − ૛࢞૛ + ૠ࢞૜ ≥ ૛૞ 
࢞૚, ࢞૛, ࢞૜ ≥ ૙ 

4/ 
ࢆ ࢔࢏ࡹ = ૞࢞૚ + ૜࢞૛ 
૝૙࢞૚ + ૛૙࢞૛ ≥ ૛૙ 

࢞૚ + ࢞૛ = ૞ 
૝࢞૚ + ૛࢞૛ ≤ ૚૙ 

࢞૚, ࢞૛ ≥ ૙ 
 
 
 
 
 

معاملات دالة الهدف  احسب مجال حساسية -2
  للبرامج الخطية التالية: والقيود

1/ 
ࢆ ࢞ࢇࡹ = ૞࢞૚ + ૚૛࢞૛ + ૝࢞૜ 

࢞૚ + ૛࢞૛ + ࢞૜ ≤ ૞ 
૛࢞૚ − ࢞૛ + ૜࢞૜ = ૛ 

࢞૚, ࢞૛, ࢞૜ ≥ ૙ 
2/ 

ࢆ ࢔࢏ࡹ = ૚૞࢞૚ + ૞࢞૛ 
࢞૚ + ࢞૛ ≥ ૟ 

3࢞૚ + ૚࢞૛ ≥ ૟ 
૛࢞૚ + ૞࢞૛ ≥ ૚૙ 
૝࢞૚ + ૜࢞૛ ≥ ૚૛ 

࢞૚, ࢞૛ ≥ ૙ 
3/ 

ࢆ࢔࢏ࡹ = ૛࢞૚ + ૚࢞૛ 
૜࢞૚ + ࢞૛ = ૜ 

૝࢞૚ + ૜࢞૛ ≥ ૟ 
૚࢞૚ + ૛࢞૛ ≥ ૜ 

࢞૚, ࢞૛ ≥ ૙ 
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