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 صم انثانث: انًتغيراث انعشىائيتفان

 تها الاحتًانيتانًتقطعت وتىزيعت انعشىائي اثانًتغيريفهىو : 1انًبحث 

 المتغير العشوائي مفهوم  .1
ونميز بنٌ م ع   (… , X,Y,Z)يرمز للمتغنًة ع بحرف لاتيني كبنً كل قيمة.متغنًة يلحق بقيمها احتمالات تحقق  قيمة  وى

 .الدتصل أو الدستمرو  الدتقطع
، 1ىي:  X. القيم الدمكنة لXفي تجربة إلقاء مكعب يمكن أن نسمي الوجو الذي يستقر عليو الكعب متغنًة عشوائية  مثال :

 . ونكتب مثلا :1/3بكل قيمة يمكن أن نلحق احتمال تحققها، وىو ىنا . 3، 2، 1، 3، 2
 ,… P(X = 1) = f(1) = 2/6,  P(X = 2) = f(2) = 2/6 

 . 1يساوي  لذلك فإن لرموع احتمالاتهاو  ( ىي متنافية، 1 ،2 ،3) Xكنة ل لاحظ أن القيم الدم
ثل عدد مرات الحصول على كتابة. في ىذه الحالة يم Xالدتغنً العشوائي في تجربة إلقاء قطعة نقدية مرتنٌ يمكن أن نعنٌ  .2مثال 

عدد  Y. لاحظ أنو يمكن تعينٌ متغنًات عشوائية أخرى انطلاقا منن نفس التجربة، مثلا 2، 1، 0ىي  Xالقيم الدمكنة ل 
 :بحث Z، ثم الدتغنً 2، 1، 0أخد القيم ي متغنً ومرات الحصول على صورة، وى

 Z = X - Y ... 
 . الاحتمالات الدلحقة بقيمها يمكن حسابها كما يلي: 2-، 2، 0ىي  Zالقيم الدمكنة ل 

P(Z = 0) = P(X – Y = 0) = P(X = 0 et Y = 0 ou X = 1 et Y = 1 ou X = 2 et Y = 2) => 

P(Z = 0) = 0 + P(X = 1 et Y = 1) + 0 = 2 * 0.5² = 0.5  

 المتقطع  المتغير العشوائي  .2

 ، وىي التي تأخذ عددا منتهيا من القيم الدمكنة في لرال مغلق.و تسمى أيضا م ع منفصل
  قيم لشكنة. 4الدعرفة في الدثال الأول تأخذ  Xالدتغنًة  [5 ,2]: داخل المجال الدغلق مثال

 التوزيع الاحتمالي للمتغيرة المتقطعة . 1.2

بحرف صغنً.  للقيم التي تأخذىا الدتغنًو  بحرف كبنً . نرمز للمتغنًلاحتمالات الدرتبطة بقيم الدتغنًلرموعة القيم الدمكنة مع ا وى
 دالة الكثافة الاحتمالية. f(x). وتسمى الدالة  f(x)نكتب أيضا : و   P(X = x)ال قيمة معينة كما يلي نعبر عن احتم

 التوزيع الاحتمالي لم ع للمثال الأول )إلقاء مكعب نرد( يكتب كما يلي: مثال:

X 1 2 3  
P(X = x) 2/6 2/6 2/6 1 

 رميتنٌ لقطعة نقدية:، عدد مرات الصورة في Xالتوزيع الاحتمالي ل  .2مثال 

X 0 1 2  
P(X = x) 1/4 2/4 1/4 1 
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 شروط دالة الكثافة للمتغير المتقطع  .2.2

دالة الكثافة الاحتمالية. لكي يمكن  f(x)وتسمى الدالة  f(x)نكتب أيضا : و  P(X = x) نعبر عن احتمال قيمة معينة كما يلي 
 دالة كثافة احتمالية يجب أن يتحقق شرطان اثنان:  ،أيا كانت ،اعتبار دالة ما

 

  , f(1) = f(2) = f(3) =  2/6 ≥ 0نتيجة لإلقاء حجر نرد:  X: نأخذ دالة الكثافة ل مثال

  Σf(x) = 2/6 + 2/6  +  2/6 =  1الشرط الثاني أيضا لأن:  و  الشرط الأول لزقق،  

  المتقطعة التمثيل البياني لدالة الكثافة الاحتمالية ل م ع. 3.2

 . Xليس من خلال منحنى ولكن من خلال أعمدة متوازية على لزور  الدتقطعالدتغنً العشوائي ل يثتم

 الدعرفة على إلقاء قطعة نقدية مرتنٌ. Zو Xمثال: نمثل بيانيا منحنيات دوال الكثافة ل 

 

 الدتقطع التمثيل البياني لدالة الكثافة للمتغنً العشوائي   1 رسى 

 العشوائي المتقطع للمتغير F(x)دالة التوزيع . 4.2

   كما يلي:  –تسمى أيضا "الدالة التجميعية" و  -تعرف دالة التوزيع 
F(x) = P(X ≤ x) 

 كما يلي:  f(x)ويمكن استنتاج دالة التوزيع من دالة الكثافة الاحتمالية 

 
 يمكن تعريفها كما يلي:   F(x)تأخذ عددا منتهيا من القيم فإن  Xإذا كانت 

  
 
 
 

 للأمثلددددة السددددابقة F(z)و  F(x): أوجددددد قدددديم مثااااال
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 مثلهما بيانيا.و 
2 1 0 X 

1/4 1/2 1/4 f(x) 
1 3/4 1/4 F(x)=P(X≤x) 
 
2 0 -2 Z 

1/4 1/2 1/4 f(x) 
1 3/4 1/4 F(x)=P(X≤x) 
 

 
 .1تأخذ دالة التوزيع للم ع الدتقطع شكلا سلميا، وىي لا تكون متناقصة في أي لرال، وأكبر قيمة لشكنة لذا ىي ملاحظة. 

 

 تىزيعه الاحتًانيو انًستًرانًتغير انعشىائي يفهىو  .3

 المستمر المتغير العشوائي تعريف . 1.3

أجل ىذا فأن وحدات  أي قيمة داخل ىذا المجال. من أخذيأخذ عددا لا متناىيا من القيم في لرال لزدود، أو يمتغنً ع  وى
 تمر تكون مستمرة مثل الزمن، الوزن، الدسافة، الحجم، ...سقياس الدتغنً الد

 التوزيع الاحتمالي المستمر. 2.3

الكثافة الاحتمالية  الاحتمالات الدلحقة بها. نسمي توزيعا كهذا دالةو  ىو لرموعة القيم التي يمكن أن تأخذىا الدتغنًة ع الدستمرة
 أو دالة الاحتمال، وىي لشثلة بمنحنى متصل.

تأخذ عددا لا متناىيا من القيم داخل أي لرال، فإن احتمال قيمة بعينها ىو احتمال يؤول إلى  Xلاحظ أنو بما أن 
لذلك فإن دالة الكثافة تستعمل لحساب احتمال   P(X=x) 0الصفر.

 بنٌ حدود المجال.  f(x)لرال. ويكون ذلك بحساب الدساحة تحت منحنى 
 
 

 لاحظ أن إشارة التكامل ىنا تقابل إشارة المجموع في
 حالة الدتغنًة ع الدتقطعة.

 
 
 

 انتًثيم انبياني ندانت انتىزيع نهًتغيرة انعشىائيت انًتقطعت    2 رسى 
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 رالمستم يدالة الكثافة الاحتمالية للمتغير العشوائخصائص . 3.3

 باستبدال إشارة التكامل بإشارة المجموع لصد أن شروط دالة 

  الكثافة الاحتمالية للم ع الدستمرة تكتب كما يلي :
 

المحور الأفقي و  الم ع، كما أن الدساحة الإجمالية بنٌ الدنحنىمن البديهي إذا أن منحنى دالة الكثافة لا يمكن أن ينزل أسفل لزور 
 تساوي الواحد.

 ىذه الخصائص تفيدنا في حساب احتمالات بعض المجالات من خلال احتمالات لرالات أخرى. 
 الثاني لدالة الكثافة الاحتمالية في الدالة التالية:و  التي تحقق الشرطنٌ الأول Cأوجد قيمة الثابت  مثال:
  أحسب احتمال أن تكونX  2إلى  1تنتمي للمجال من . 
  أحسب احتمال أن تكونX  2إلى  1لا تنتمي للمجال من . 

 

 
  . C = 1/9دالة كثافة يجب أن يكون  xلكي تكون 

 

 

  للمتغيرة العشوائية المستمرة F(x)دالة التوزيع . 4.3

 تعرف دالة التوزيع للمتغنًة الدستمرة كما يلي: 

 ،لدالة التوزيع أهمية أكبر بالنسبة للمتغنًة الدستمرة. السبب في ذلك أننا نهتم
ليس باحتمال نقطة، ولحساب احتمال لرال من الأيسر التعويض في دالة التوزيع بدلا و  باحتمال لرال ،في حالة الدتغنًة الدستمرة

.  b > a، بحيث Xنقطتان من لرال تعريف  a, bمن حساب التكامل في كل مرة. يتضح ذلك من القاعدة التالية: بفرض 
 :   [a, b[تنتمي إلى المجال  Xلحساب احتمال أن تكون 

 
 
 

 :مثال
 أوجد دالة التوزيع للمتغنًة الدذكورة في الدثال السابق. 
 .P(1< x <2)  استخدم دالة التوزيع لحساب الاحتمال: 
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 حساب الاحتًال ين خلال دانت انتىزيع    4 رسى
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 خلاصة  .4
عشوائي من خلال تحديد القيم الدمكنة للمتغدنً و الاحتمدالات الدقابلدة   )أو القانون الاحتمالي( لدتغنًيتم تعريف التوزيع الاحتمالي

 لذا.

 جدول التوزيع الاحتمالي( أو دالة، تسمى دالة كثافة الاحتمالية. (يتم ىذا التحديد إما من خلال جدول 
 لكي نقول عن دالة ما أنها دالة كثافة احتمالية يجب أن تكون موجبة دوما و أن يكون لرموع الاحتمالات مساويا للواحد.

 ا: الدالة التجميعية )أو دالة التوزيع( تمثل احتمال لرال من أصغر قيمة للمتغنًة إلى نقطة م
 في حالة م مستمرة. في حالة م متقطعة و      

تغنًة نظرا لتعريفها تأخذ دالة التوزيع مسارا متزايدا )أو ثابتا على أجزاء من المجال(. تبرز أهمية الدالة التجميعية أكثر عندما تكون الد
 اشتقاق دالة التوزيع.مستمرة لأننا نهتم حينها باحتمالات لرالات. يمكن استنتاج دالة الكثافة من خلال 

 

 

 ي والتباينياتالتوقع الرياض: نيالمبحث الثا
 

، من العميل الثاني 0.2عملاء. احتمال تلقي طلبية من العميل الأول ىي  4أرسلت مؤسسة عروضا إلى مسألة: 
من من العميل الرابع. في انتظار ردود العملاء ما ىو العدد الدتوقع  0.4و 0.35، من العميل الثالث 0.3

 الطلبيات؟

في العديد من الحالات لا يكفي حسداب احتمدال تحقدق حددث أو أحدداث معيندة بدل لضتداج للخدروج بتوقدع معدنٌ يلخدص الوضدعية 
الدطروحددة أمامنددا. مددن جهددة أخددرى قددد يصددعب الدفاضددلة بددنٌ خيددارات متاحددة مقيمددة بمبددالغ معينددة بسددبب ارتبدداط كددل مبلددغ بمخدداطرة 

 مارات الأكثر مردودية ىي تلك التي تتضمن أكدبر لسداطرة، فكيدف يمكدن أخدذ في الحسدبان الدخداطرةلستلفة؛ من الدعروف أن الاستث
 موضوعية؛ إن طريقة التوقع وبقية الدفاىيم الأخرى الواردة أعلاه يمكن أن تساعدنا في ذلك.و  الدبلغ الدتوقع وبطريقة دقيقةو 
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  Espérance mathématiqueي ياتالتوقع الرياض 1

 كما يلي:  عشوائي متقطع الرياضي لدتغنًيعرف التوقع 

 
 كما يلي:  مستمر عشوائي يعرف التوقع الرياضي لدتغنًو 

 
 .μxأو  μنرمز للتوقع أحيانا ب 

 مرات. أحسب العدد الدتوقع من الدرات التي لضصل فيها على وجو.  4نلقي قطعة نقدية  مثال:
 عدد مرات وجو X 0 1 2 3 4 المجموع

16/16 = 1 (1/2)
4 4 (1/2)

4 6 (1/2)
4 4 (1/2)

4 (1/2)
4 P(X) 

32/16 = 2 4 (1/2)
4 12 (1/2)

4 12 (1/2)
4 4 (1/2)

4 0 XP(X) 

 

 رميات. 4العدد الدتوقع ىو مرتنٌ من بنٌ 
 ،4دج إذا حصدل علدى الدرقم  40، ويدربح 2دج إذا حصدل علدى الدرقم  20. نلقي قطعة نقدية مرة واحدة. يربح اللاعب 2مثال 

دج إذا  50و ،3دج إذا حصدددل علدددى الدددرقم  30، 1دج  إذا حصدددل علدددى الدددرقم  10، ويخسدددر 6دج إذا حصدددل علدددى الدددرقم  60و
 عبة متوازنة )ىل توقع الربح يساوي توقع الخسارة(.ل. تحقق لشا إذا كانت ال5حصل على الرقم 

 E(x) = 30/6 = 5 > 0الجواب ىو أن اللعبة غنً متوازنة لأن توقع الربح أكبر من توقع الخسارة  

 نتيجة الرمي 1 2 3 4 5 6 المجموع
 X   نتيجة المراهنة 10- 20 30- 40 50- 60 -

6/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 P(X=x) 
(120-90)/6>0 60/6 -50/6 40/6 -30/6 20/6 -10/6 X*P(X=x) 

 . أوجد التوقع الرياضي للمتغنًة ذات دالة الكثافة التالية: 3مثال        

 

 

 توقع دالة. 1.1

 العزوم الدرتبطة بالأصل.و  يستخدم توقع دالة عند حساب عدد من الدقاييس مثل التباين، العزوم الدركزية

   م ع تابعة لذا. y = g(x)و ،f(x)دالة كثافة  م ع لو Xكن يل

 
       م متصلة: Xفي حالة 

 
 . E(Y)و  E(X). أحسب Y=X²و مرات الحصول على صورة، عدد X. نلقي قطعة نقدية مرتنٌ. نسمي 1مثال
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 X 0 1 2 المجموع
1 1/4 1/2 1/4 P(X = x) 

E(X) =1 1/2 1/2 0 X*P(X) 

 4 1 0 X² 

E(X²) = 3/2 1 1/2 0 X²*P(X) 

 .E(Y). أحسب Y = g(x) = 3x² - 2xو م ع ذات دالة الكثافة التالية، X: لتكن 2مثال

 

 

  التوقع الرياضي خصائص. 2.1
E (C) = C 
E(CX) = CE(X) 
E(X+Y) = E(X) + E(Y) 

 E(XY) = E(X)E(Y) الدتغنًتان مستقلتان.إذا كانت  

 .  Bمن  4و Aطلبيات من العميل  3تتوقع مؤسسة أن تتلقى كل شهر  مثال:
  أحسب العدد الدتوقع من الطلبيات الدتلقاة منA .في السنة 
 .أحسب العدد الإجمالي الدتوقع من الطلبيات الدتلقاة في شهر 

 .Bبمندوبي  Aيعنٌ كل عميل من طرفو مندوبا عن كل طلبية لدتابعة إتمامها. كم تتوقع أن يلزم من مقابلة لتعريف مندوبي العميل 
E(12A) = 12E(A) = 12(3) = 36  
E(A*B) = E(A)*E(B) = 4*3 = 12. 
E(A + B) = E(A) + E(B) = 3 + 4 = 7 

  Variance et écart typeانتباين والانحراف انًعياري      2

  تعريف التباين. 1.2

 :كما يلي  عشوائي يعرف التباين لدتغنً v(x)أو   Var(x)باين بدتلنرمز 

 

 .σ = √V(X) = √σ²     الالضراف الدعياري ىو جذر التباين.و 

     الدتقطع:الدتغنً العشوائي في حالة 

   مستمر:الدتغنً العشوائي في حالة 
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 . V(X)عدد مرات الحصول على صورة، أحسب   Xنلقي قطعة نقدية مرتنٌ. نسمي  مثال.
 X 0 1 2 المجموع

1 1/4 1/2 1/4 P(X = x) 
E(X) = μ =1 1/2 1/2 0 X*P(X) 

 1 0 1 (X-μ)² 
V(X) = 1/2 1/4 0 1/4 (X-μ)² * P(X) 

 . X م ع ذات دالة الكثافة التالية؛ أحسب تباين Xلتكن . 2مثال 

 

 

 خصائص التباين . 2.2

V(X) = E(X²) - E(X)² 
V(CX) = C²V(X)  ,  V (C) = 0   

 ان عن بعضهما في حالة استقلال الدتغنً 
V(X + Y) = V(X) + V(Y) , V(X - Y) = V(X) + V(Y) 

 باستخدام الصيغة V(X)عدد مرات الحصول على صورة، أحسب   Xنلقي قطعة نقدية مرتنٌ. نسمي مثال: 
 V(X) = E(X²) - E(X)² . 

  حيث: Wالنتيجة المحصل عيها. أحسب تباين الدتغنًة  Zنسمي و  ، نلقي حجر نرد V(Y). أحسب Y = 2Xلتكن الدتغنًة 
W = Z - Y 

 X 0 1 2 المجموع 
1 1/4 1/2 1/4 P(X = x) 

E(X) = μ =1 1/2 1/2 0 X  P(X) 

 4 1 0 (X)² 

E(X)² = 3/2 1 1/2 0 (X)² * P(X) 

 
V(X) = E(X²) - E(X)² = (3/2) - 1 = 1/2 
V(Y) = V(2X) = 2²V(X) = 4 (1/2) = 2.  
V(W) = V(Z-2X) = V(Z) +V(2X) = V(Z) + 2²V(X). 
V(Z) = E(Z²) – E(Z)² = (1/6)[1²+2²+3²+4²+5²+6²]-(1/6)[1+2+3+4+5+6] =  70/6 
V(W) = (70/6) + 4 (1/2) = 82/6 = 13.67 

  3/4.)(²²  
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 Variable centrée réduiteالمتغير المعياري . 3.2
 . تلحق الدتغنً *Xيرمز لذا و  (نحرف حول الدتوسطالد سمى أيضا الدتغنًي) معياري متغنً X عشوائي يمكن أن نلحق بأي متغنً

ل  xتعبر عن كل قيمة  ي.. وإنما ىوحدة كالدتر أو الساعة . ليس لو الدعياري قارنة لأن الدتغنًمن أجل الد الحقيقي بالدتغنً الدعياري
X  ٌمن خلال الدسافة بنx  التوقع وμ إنما بالالضرافات الدعيارية.و  لزسوبة لس بالوحدة الأصلية 

 
 التباين للمتغنً الدعياري.و  التباين نستخرج التوقعو  من خلال خصائص التوقع

   

 
 .70، 80، 75، 50، 60، 55 يساوي: Xو ،5، الضراف معياري 70من أجل متوسط *X : أحسب مثال

 .0، 2، 1، 4-، 2-، 3-الجواب: القيم ىي: 

 خلاصة. 3

، حسددب كددون الدتغددنًة متقطعددة أو التوقددع الرياضددي و التبدداين ىددي أىددم الدؤشددرات الدعددبرة عددن خصددائص الدتغددنًة و  سددبان كمددا يلددي
 مستمرة:

 
 

 تتمثل فيما يلي:خصائص أساسية  4لتوقع و التباين لكل من ا
V(C) = 0                    توقع عدد  ثابت E (C) = C 

V(CX) = C²V(X) E(CX) = CE(X) 

 في حالة استقلال الدتغنًتان عن بعضهما

 V(X + Y) = V(X) + V(Y)       
, V(X - Y) = V(X) + V(Y) 

E(X+Y) = E(X) + E(Y) 

V(X) = E(X²) - E(X)² عن بعضهما.  في حالة استقلال الدتغنًتانE(XY) = E(X)E(Y) 

 
ليس من خلال وحداتها الأصلية )كغ،  xمن أجل الدقارنة بنٌ الدتغنًات تستخدم الدتغنًة الدعيارية التي تسمح بالتعبنً عن قيمة 

 والتوقع الرياضي. xمتر، زمن، ...( وإنما بعدد الالضرافات الدعيارية التي تفصل بنٌ القيمة 

 . 1و  0هما على التوالي    الدعياري  الرياضي والتباين للمتغنً التوقع

 

 :X( نضرب قيم الدالة في الاحتمالات الدقابلة لX²)مثلا التباين، أو  Xلحساب التوقع الرياضي لدالة ما في 
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