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Chapitre 1

Les vecteurs

1.1 Conventions d’écriture

1.1.1 Notation des vecteurs et de leurs composantes

Les vecteurs et les tenseurs sont représentés par des lettres en caractére gras : x
représentera par exemple un vecteur. Les composantes des vecteurs et des tenseurs
sont notées par des lettres en italique avec des indices. Par exemple, un vecteur x
de la géométrie classique, rapporté a une base eq,es,es, s’écrira :

x = rle; + 22es + ey (1.1)

Nous utiliserons également par la suite pour les composantes, des indices infé-
rieurs (voir composantes covariantes et contravariantes).

1.1.2 Convention de sommation

Lorqu’on effectue la somme de certaines quantités, on utilise couramment la lettre
grecque sigma majuscule pour représenter cette sommation. On a par exemple :

n
syt + 2% Ay = Z z'y’ (1.2)
i=1
La convention de sommation d’Einstein va consister a utiliser le fait que 'indice

répété, ici l'indice ¢, va définir lui-méme l'indication de la sommation. On écrit alors
avec cette convention :

Z z'yt = 2"y’ (1.3)

i=1
La variation de I'indice se fera sur tout le domaine possible, en général de 1 a n,
sauf indication contraire. L’indice répété peut étre affecté a des lettres différentes,

ou & une méme lettre comme dans ’exemple suivant :

Aiil’j = Anxj + Agng + ... + Annl’j (14)



Les indices peuvent étre simultanément inférieurs ou supérieurs, ou I'un peut
étre inférieur et I'autre supérieur. Par exemple, I'expression A’, y; pour n =4 :

Aik Yi = Alk hn +A2k y2+A3k y3+A4k Ya (1‘5>

On remarque que Pexpression A’ y; comporte deux sortes d’indices. L’indice
de sommation i qui varie de 1 & 4 (de 1 & n en général) peut étre remplacé par
une lettre quelconque, par exemple A™, y,, ou A", y,. Cet indice qui peut étre noté
indifféremment, s’appelle indice muet. Par contre, l'indice k qui spécifie un terme
particulier est appelé indice libre. Si aucune indication contraire n’est donnée, tout
indice libre prendra, de maniére implicite, les mémes valeurs que 'indice muet. Ainsi,
I'expression a;; v; = b;, pour n = 3, représente le systéme d’équations :

a11 71 + a2 T2 + aiz vz = by

21 T1 + Qg To + g3 T3 = by

az1 T1 + azp T3 + azz r3 = by (1.6)
Cette convention ne s’applique qu’aux monoémes ou a une seule lettre. Ainsi

I'expression (2 +yx) ne représente pas une sommation sur 'indice & mais seulement
un élément, par exemple zp = (x+yx). Par contre le terme A;; représente la somme :

Az‘z‘ = A11 + A22 + ... + Ann (17)

Lorsqu’on voudra parler d’un ensemble de termes A;q, Aso, ....., Ay, On ne pourra
donc pas écrire le symbole Aj;.

La convention de sommation s’étend & tous les symboles mathématiques com-
portant des indices répétés. Ainsi, la décomposition d'un vecteur x sur une base
e1,ez,e3, s’écrit pour n = 3 :

x = zte; + 2les + 1es = zle; (1.8)
En conclusion, toute expression qui comporte un indice deux fois ré-

pété représente une somme sur toutes les valeurs possibles de ’indice
répété.

1.1.3 Sommation sur plusieurs indices

La convention de sommation s’étend au cas ou figurent plusieurs indices muets
dans un méme monodme. Soit, par exemple, la quantité A* ; &'y, celle-ci représente
la somme suivante pour 7 et j prenant les valeurs 1 et 2 :

Alaty = Alaly) + A% 2ty (sommation sur i)
= Al atyl + A2t yP + A2 2%yt + A% 2% y?  (sommation sur )
Si l'expression a deux indices de sommation qui prennent respectivement les

valeurs 1,2,...,n, la somme comporte n? termes; s’il y a trois indices, on aura n?
termes, etc.



Substitution - Supposons que 1'on ait la relation :

A = a;;x'y; avec ' = ¢ 0

Pour obtenir I'expression de A uniquement en fonction des variables %/, on ne
peut pas écrire A = a;;¢;jy’ y; car un indice muet ne peut pas se retrou-
ver répété plus de deux fois dans un monéme. Il faut effectuer au préalable
un changment de 'indice muet dans I'une des expressions. Par exemple, on pose :
2t = ¢;, ¥, et on reporte dans I'expression de A ; on obtient :

k k

A= ay (ciry )yj = Qi Cip Y Yj (1.9)

On a ainsi une triple sommation sur les indices muets ¢,7,k. La convention de
sommation peut étre généralisée & un nombre quelconque d’indices.

1.1.4 Symbole de Kronecker
i ; 1 st 1=
RN ¥ R
0ij =10 d; { 0 si it (1.10)

Ce symbole est appelé symbole de Kronecker. Il permet d’écrire, par exemple,
le produit scalaire de deux vecteurs e; et e; de norme unité et orthogonaux (on dit
aussi orthonormés) entre eux, sous la forme :

Lors d'une sommation portant sur deux indices muets, le symbole de Kronecker
annule tous les termes ol les indices ont des valeurs différentes. Par exemple :

5z'j YiY; = Yi Yi (1-12)

1.1.5 Symbole d’antisymeétrie
Dans le cas ou les indices 7,7,k prennent 'une des valeurs 1,2,3, le symbole d’an-
tisymétrie €% prend les valeurs suivantes :

€% = 0, si deux quelconques des indices ont une valeur identique ; par exemple :

A2 _ 313 _ 222 _ (1.13)

€% = 1, si les indices sont dans l’ordre 1,2,3 ou proviennent d’un nombre pair
de permutations par rapport a cet ordre intial ; par exemple :

6123 — 6231 — 6312 =1 (114)

€% = —1, si les indices sont dans un ordre qui provient d’'un nombre impair de

permutations par rapport a l'ordre intial ; par exemple :



6132 — E321 — E213 —— (115)

Le symbole d’antisymétrie peut comporter un nombre n quelconque d’indices,
prenant des valeurs de 1 a n, et les conventions précédentes se généralisent.

En utilisant ce symbole, un déterminant d’ordre deux s’écrit sous la forme sui-
vante : dét[a¥] = € " ¢® .Un déterminant du troisiéme ordre s’écrit : dét[a”*] =
ik Vi o2 o3k

1.2 Généralisation de la notion de vecteur

La difficulté pour comprendre la généralisation de la notion de vecteur est liée
a I’habitude qu’a le physicien de la représentation des vecteurs de la géométrie
classique, a trois dimensions, utilisées en physique. Il faut abandonner toute repré-
sentation pour les "vecteurs" que 'on étudie ici. Une seconde difficulté est liée a la
terminologie qui reprend le terme de vecteur pour désigner des étres mathématiques
trés divers et plus abstraits.

1.2.1 Exemple de vecteurs

Triplet de nombres réels - Considérons ’exemple suivant : on appellera vecteur

un ensemble de trois nombres réels ordonnés !, 22, 2.

Certes une telle définition se référe implicitement aux vecteurs libres de la géo-
métrie classique qui sont représentés par trois composantes, mais c’est & présent
ce triplet de nombres que 'on appelle un vecteur, sans faire référence a un espace
géométrique quelconque. On note ce vecteur (x', 2% z*) ou, sous une forme plus
condensée, par le symbole x; on a donc x = (z!, 22, 2%).

Appelons E3 'ensemble de tous les vecteurs x ainsi définis.

Opérations sur les vecteurs - Pour un tel objet, dégagé de toute attache géo-
métrique, on peut aisément définir des opérations entre vecteurs, analogues aux lois
classiques d’addition des vecteurs libres et de leur multiplication par un scalaire.

Par définition, a deux vecteurs x = (z!,22,23) et y = (y',%?% v%), 'addition

vectorielle fait correspondre un autre vecteur z, noté x + y, tel que :
x+y= (' +y 2 +y5 0% +y°) = (21,22 2°) = 2 (1.16)
Le vecteur z = x + y est appelé la somme des vecteurs x et y.

Egalement par définition, & un vecteur x = (2!, 22, 2°), la multiplication par un

nombre réel A\ fait correspondre un autre vecteur u, noté Ax tel que :

Ax = Azt A2t A7) = (ut,u? ud) = u (1.17)



Le vecteur u = A x est appelé le produit de x par le nombre réel \. Par suite, les
nombres réels seront appelés des scalaires.

On remarque que ces deux opérations sur les vecteurs font correspondre & un ou
plusieurs éléments de ’ensemble Ej3, un autre élément de ce méme ensemble. On dit
que ces opérations sont des lois de composition interne.

Remarque - Par suite, les vecteurs constitués par des triplets de nombres seront
associés a un espace ponctuel et ce dernier pourra, si on lui attribue cette significa-
tion, constituer une représentation de ’espace physique a trois dimensions.

Mais les vecteurs sont définis de maniére générale, ainsi qu’on va le voir, unique-
ment & partir des propriétés des opérations entre les éléments d’un ensemble.

1.2.2 Propriétés des opérations sur les vecteurs

Dans 'exemple précédent, on a les propriétés suivantes :

Addition vectorielle
A1l - Commutativité : x+y =y +x
A2 - Associativité : x+ (y +2z) = (x+ (y) + 2z
A3 - 1l existe un vecteur nul, noté 0 = (0,0,0) tel que :x +0 =x
A4 - Quel que soit le vecteur x, il existe un vecteur noté (—x), appelé son

opposé, tel que : x + (—x) =0

Multiplication par un scalaire
M1 - Associativité : A; (A x) = (A Ag) x

M2 - Distributivité par rapport a 'addition des scalaires :

()\1+)\2)X:)\1X+)\2X

M3 - Distributivité par rapport a Paddition vectorielle : A (x +y) = Ax+ Ay

M4 - Pour le scalaire 1, on a 1x = x

On démontre aisément ces diverses propriétés en partant de la définition des
opérations (LI6) et (LIT). Par exemple, la distributivité par rapport a 'addition
vectorielle se démontre comme suit :
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Ax+y) = Aot +yh2? +y% 07 + %) = (A (@ +yh), A (@ + ), A (2 + %))
Azt + Ayt A 2?2 + A2 A3 + A y3) = Azt a2 A 2?) + Ayt A g2 A yd)
= Mah 2% 2) + Ay v%y0) = Ax+ Ay

(1.18)

1.2.3 Autres exemples de vecteurs

Multiplet de nombres réels - La généralisation de 'exemple des vecteurs de Ej,
se fait aisément en considérant un multiplet constitué de n nombres réels ordonnés
(x', 2%, ..., 2") que lon appellera un vecteur. Sous forme condensée, on note x ce
vecteur; on a :

x = (2, 2%, ..., 2") (1.19)

De méme que précédemment, on peut définir deux lois de composition interne
entre ces vecteurs :

— L’addition vectorielle qui & deux vecteurs x = (z!, 22, ....,2™) ety = (y', 9% ..., y")

fait correspondre leur somme z = x + y définie par :

x+y= (" +y 2+ . a2y = (12" =z (1.20)
— La multiplication par un scalaire A qui & un vecteur x = (z!, 22, ..., 2") fait

correspondre le produit u = A x défini par :

Ax = (Az', A 2% . 2") = (uhu?, ") = u (1.21)

On vérifie aisément que ces deux lois d’addition et de multiplication possédent
les mémes propriétés, notées précédemment Al a A4 et M1 a M4, que celles des
vecteurs de Fjs.

Polynémes - Ces propriétés fondamentales, A1 a A4 et M1 a M4, se trouvent
étre identiques pour les opérations d’addition et de multiplication par un scalaire
effectuées sur une trés grande variété d’étres mathématiques.

A titre d’exemple, considérons le polynome de degré trois :

P,(t) = ag + ay t + ay t* + as t3 (1.22)

A P’addition de deux polynomes P,(t) et Py(t) de degré trois correspond un autre
polynéme P.(t) de méme degré. On vérifie aisément que I'addition des polyndomes
posséde les propriétés A1l a A4 de 'addition vectorielle.

La multiplication d’un polynéme P,(t) par un scalaire A donne un autre poly-
nome A P,(t) de degré trois et cette multiplication posséde les propriétés M1 a M4.
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Par suite de cette identité des propriétés des opérations sur les polyndémes avec
celles des opérations sur les vecteurs de la géométrie classique, on peut considérer
les polynomes comme des vecteurs.

Autres exemples - On sait définir des opérations telles que I’addition et la mul-
tiplication par un scalaire, sur des étres mathématiques trés divers. C’est le cas
par exemple, des nombres complexes, des matrices, des fonctions définies sur un
intervalle donné, etc. Ainsi qu’on peut le vérifier pour chaque cas particulier, ces
opérations vérifient respectivement les propriétés fondamentales A1 & A4 et M1 &
Ma4.

Au lieu de considérer la multiplication par un nombre réel, il est possible d’utiliser
des nombres complexes. Cependant, nous nous limitons par la suite & I’emploi des
nombres réels pour la multiplication.

1.2.4 Définition générale des vecteurs

Ces exemples conduisent & définir de maniére générale les vecteurs uniquement a
partir de leurs propriétés opératoires.

Pour cela, considérons un ensemble E d’éléments quelconques que l'on note
X,y,z,u, etc. Supposons qu’il existe entre ces éléments les deux lois de composi-
tion interne suivantes :

— A tout couple déléments x,y, une premiére loi fait correspondre un élément z
de E, noté x +y, soit z = x +y. De plus, cette loi posséde les propriétés Al
a A4.

— A tout élément x et & tout nombre réel A, une seconde fait correspondre un

élément u de F, noté A x, soit u = A x. De plus cette loi posséde les propriétés
M1 a M4.

Par définition, ’ensemble E, muni de ces deux lois de composition interne, est
appelé un espace vectoriel par rapport au corps des nombres réels. Les éléments
X, y, etc de E sont appelés des vecteurs.

1.2.5 Structure d’un ensemble

Il peut étre utile de distinguer I’ensemble E’ d’éléments que ’on se donne au départ,
de 'espace vectoriel E lui-méme.

Lorsqu’on ajoute a ’ensemble E’, deux lois de composition interne, ces lois vont
constituer une structure pour cet ensemble E’. Ce dernier, muni de ces deux lois
possédant respectivement les propriétés Al a A4 et M1 & M4, devient alors un
ensemble £ muni d’une structure d’espace vectoriel. Cet espace vectoriel se confond
évidemment en tant qu’ensemble d’éléments avec I'ensemble E’. Cependant, il s’en
distingue en tant qu’espace qui constitue un ensemble structuré. On peut dire que
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E’ constitue le support de E.

De maniére générale, munir un ensemble d'une ou plusieurs relations et lois
de composition, c’est lui conférer une structure. Cette derniére est définie par les
propriétés qui régissent les relations et les opérations dont la structure est pourvue.

1.3 Bases d’un espace vectoriel

1.3.1 Exemples de vecteurs indépendants et dépendants

Considérons les trois vecteurs suivants de 1'espace vectoriel Ej3 :

e1 = (1,0,0),e5 = (0,1,0),e3 = (0,0,1) (1.23)

Effectuons une combinaison linéaire de ces vecteurs : (A;e; + Ay es + Aze3) et
cherchons pour quelles valeurs de A;,A\2,A\3, cette combinaison linéaire est égale au
vecteur nul 0=(0,0,0). On a :

)\1 e + )\2 eq + )\3 83:>\1(1,0,0)+)\2(0,1,0)+)\3(0,0,1>:(0,0,0)
La multiplication par les scalaires donne :

(A1,0,0) + (0, A2,0) + (0,0, A3) = (0,0,0) (1.24)

Manifestement, cette relation vectorielle est vérifiée si et seulement si :

A=A =2\ =0 (1.25)

On dit que ces trois vecteurs e;,ez,e3 sont linéairement indépendants.

Par contre, si 'on prend les deux vecteurs suivants : x=(3,4,-2) et y=(6,8,-4), et
que l'on cherche A\; et Ay tels que A\; x + Agy = 0, on obtient, en remarquant que
y =2x:

MX+Ay=MN+2\)x=0 (1.26)

ce qui implique que (A;+2X2) = 0 puisque x n’est pas nul. Tous les nombres \; et
Ao qui vérifient \; = —2)\, permettent de satisfaire la relation vectorielle précédente.
On dit que les vecteurs x et y sont linéairement dépendants : I'un peut se déduire
de 'autre.

Pour plus de deux vecteurs, on dira qu’ils sont linéairement dépendants si I'un
d’entre eux peut étre déterminé a partir des autres.
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1.3.2 Vecteurs de base

Considérons p vecteurs x; d’un espace vectoriel F et écrivons qu'une combinaison
linéaire de ces p vecteurs est égale au vecteur nul, soit :

>\1X1+)\2X2+...+)\Z’X120 (127)

Si la seule combinaison linéaire qui vérifie cette égalité correspond a des scalaires
A; tous nuls, on dit que ces p vecteurs sont linéairement indépendants. On a un
systéme de p vecteurs indépendants.

Dans le cas contraire, les vecteurs sont linéairement dépendants et I'un au moins
d’entre eux est une combianaison linéaire des autres. Supposons par exemple que \;
soit différent de zéro dans 1’égalité précédente, on a alors :

X1 = (—1/>\1) ()\2X2+...+)\pxp) (128)

En prélevant un certain nombre de vecteurs dans un espace vectoriel F/, on peut
former des ensembles de vecteurs indépendants. Il existe des espaces vectoriels ou
le nombre de vecteurs formant un systéme linéairement indépendant n’est pas fini
mais nous ne les considérons pas ici.

On suppose donc que le nombre maximum de vecteurs indépendants est borné et
I'on appelle n ce nombre maximum. Cela signifie, qu’aprés avoir choisi n vecteurs
indépendants, si 'on ajoute un vecteur quelconque, le systéme devient dépendant.
Un tel systéme de n vecteurs indépendants est appelé une base de ’espace vec-
toriel E.

Ces n vecteurs indépendants sont appelés des vecteurs de base. Ils forment un
systéme de n vecteurs qui sera noté sous la forme (eq, ez, ..., €,) ou plus briévement
(ej). Pour rappeler que l'espace vectoriel comporte n vecteurs de base, on le note
E,.

Le nombre n est appelé la dimension de I'espace vectoriel E. Un espace vectoriel
de dimension n sera noté E,,.

Exemple - Les trois vecteurs e; = (1,0,0), ea = (0,1,0), e3 = (0,0, 1), constituent
une base de 'espace vectoriel F3. La dimension de cet espace est égale a trois.

1.3.3 Deécomposition d’un vecteur sur une base

Soient (eq, €3, €3) une base d’un espace vectoriel E,,. Le systéme suivant de (n+1)
vecteurs : (X, e, €3, ..., €,) est formé de vecteurs linéairement dépendants ; si l'on a :

)\0X+)\1€1+)\262+...+)\pep:0 (129)

On peut ainsi décomposer sur la base E, le vecteur x qui peut étre représenté
par une combinaison linéaire des vecteurs de base :

x=x'e;+2%es+ ... +1"e, =2 ¢ (1.30)
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avec ' = (—\;/)g). Cette combinaison est unique, car si 'on avait une autre
décomposition :

x=a'es+a’es+..+a"e,=d'e (1.31)

on en déduirait :

(#' —a')er + (2 —aPeg + ...+ (2" —a") ey = (' —a')e; =0 (1.32)

Les vecteurs e; étant indépendants, une telle relation n’est possible que si tous les
termes (x' — a') sont nuls, donc si x' = a, ce qui correspond & deux décompositions
identiques.

Les nombres z° sont les composantes du vecteur x par rapport a la base (e;).
D’otu le théoréme suivant : Dans un espace vectoriel E, ou existe une base
(e1,es,...,€,), tout vecteur peut s’exprimer d’une maniére et d’une seule
par une combinaison linéaire des vecteurs formant cette base.
Exemple 1 - Tout vecteur x = (a', a?, a®) de I'espace vectoriel F3 peut étre décom-
posé sur la base e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1). On obtient :

x = (ala ) = (!,0,0) + (0,a2 0) + (0,0,
= a'(1,0,0) +a*(0,1,0) +a*(0,0,1) = a' e; + a’es + a®e3

Dans cette base, les composantes du vecteur sont identiques aux nombres qui
figurent dans le triplet qui définit le vecteur lui-méme. Il n’en est évidemment pas
de méme lorsque la base est quelconque.

Exemple 2 - L’espace vectoriel des polyndémes P»(t) de degré 2 admet, par exemple,
la base suivante : e; = 3, ep = 4t, e3 = 2t2. Tout polynéome de degré deux se
décompose sur cette base sous la forme : Py(t) = a* +a’*t+a*t? = ct ey + 2 ex + 3 eg,
avec a! = 3c',a? = 4c?, a3 = 2¢3.

1.3.4 Changement de base

Soient deux bases (e1,eq,e3) et (€],e5, ;) d'un espace vectoriel E,. Chaque
vecteur d’une base peut étre décomposé sur ’autre base sous la forme suivante :

e; = A¥ e (1.33)
ou l'on utilise la convention de sommation pour ¢,k =1, 2...,n.

Changement des composantes d’un vecteur - Un vecteur x de E, peut étre
décomposé sur chaque base sous la forme :

x=212"e;=1"e] (1.35)
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Cherchons les relations entre les composantes z° et 2’*. Remplacons les vecteurs
e; et e} dans la relation (L35]) par leur expression respective (L33) et ([I34); il
vient :
x=a2'e; =1 AFe, =2 e, =" Al e (1.36)
Par suite de 'unicité de la décomposition d’un vecteur sur une base, on peut
égaler les coefficients des vecteurs e} et 'on obtient :
ot = AlF o (1.37)

De méme, les coefficients des vecteurs e; donnent :

R (1.38)

Ce sont les formules de changement de base des composantes d'un vecteur. On
remarque que les composantes d'un vecteur quelconque se transforment de fagon
contraire de celle des vecteurs de base (voir ([33) et (IL34])), les grandeurs A et A’
s’échangeant. Par suite de ce genre de transformation, ces composantes sont appelées
des composantes contravariantes.

Matrice de changement de base - Les relations (L33) et (L34]) nous donnent :
e = A;k Ai, €j (139)

d’ou :
Al Al =6 (1.40)

La matrice de changement de base A = [A’*] a donc pour matrice inverse A~1 =
[Ai]. On a la relation : AA™! = I, ou I est la matrice unité. En vertu de la régle
donnant le déterminant du produit des matrices, on a :

(dét A)(dét A1) =1 (1.41)

Les déterminants de deux matrices inverses sont inverses 'un de 'autre.

1.4 Produit scalaire

1.4.1 Exemple de produits scalaires

1 : Triplets de nombres - Considérons ’exemple des vecteurs constitués par ds
triplets de nombres. Soit la base de FEj3 formée des vecteurs e; = (1,0,0),ea =
(0,1,0),es = (0,0, 1) et deux vecteurs quelconques de cet espace vectoriel décompo-
sés sur cette base : x = 2'ej et y = ' e;.

Par définition, le produit scalaire des vecteurs x et y est le nombre, noté x -y, donné
par :

x-y=a'y' + 2%y  + 23y =2ty (1.42)
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On vérifie aisément que le produit scalaire ainsi défini posséde les propriétés sui-
vantes :

Dx-y=y -x;2) (x+y) - z=x-2+y-2;3) (Ax) -y =Ax-y);4)
Pour tout vecteur donné x, si I'on a x - y = 0 pour tout vecteur y de Ej3, alors x = 0.

2 : Polynémes - Considérons 'espace vectoriel des polynémes P,(x) de degré
deux. On peut définir, par exemple, un produit scalaire des polynémes entre eux par
I'intégrale suivante :

+1
P.(z) - Py(z) = / P,(x) Py(x) dx (1.43)
-1

On vérifie aisément qu’'un tel produit scalaire posséde également les propriétés
précdentes.

1.4.2 Définition du produit scalaire

Le produit scalaire de deux vecteurs quelconques est défini de maniére générale
a partir de ses propriétés.
On appelle produit scalaire une loi de composition qui, a tout couple, de vecteurs
x,y d’un espace vectoriel F,,, associe un nombre réel, souvent noté x -y, et vérifie
les axiomes suivants :

PS1 - Commutativité : x -y =y - x
PS2 - Distributivité par rapport a 'addition vectorielle : (x +y) -z =x-z+y-z

PS3 - Associativité avec la multiplication par un scalaire : (Ax) -y = A(x-y)

PS4 - Si x -y = 0, quelque soit y, alors x =0

Un espace vectoriel sur lequel on a défini un produit scalaire est appelé
un espace vectoriel pré-euclidien.

1.4.3 Expression générale du produit scalaire

Considérons un espace vectoriel pré-euclidien F,, rapporté a une base quelconque
(e;). Les vecteurs de E, s’écrivent sur cette base : x = 2" €;, y = 3’ e;. Le produit
scalaire, compte tenu des propriétés PS2 et PS3, s’écrit :

Xy = (x’ €) - (yj ej) = zty? (ei-€;) = gij xty? (1.44)
avec g;; = €; - €. On obtient donc l’expression générale du produit
scalaire sous la forme :

X-y=g;z'y (1.45)
La donnée des g;; correspond a la définition méme du produit sca-
laire particulier que ’on se donne sur un espace vectoriel. Ces quantités ne

17



peuvent cependant pas étre entiérement arbitraires car, réciproquement, I’expression
(C43)) du produit scalaire de deux vecteurs doit vérifier les propriétés PS1 a PS4.
Pour satisfaire la propriété de commutativité (PS1), on doit avoir :

x-y=g;r'y =y -x=guya (1.46)
d’éu . gl] = gﬂ

D’autre part, la propriété PS4 nécessite que si g;; 2’ 4/ = 0 pour tous y?, alors on
doit avoir : z = 0. Or, I'égalité g;; z'y’ = 0 est vérifiée, pour des valeurs arbitraires
de y’, seulement si l'on a : g;; 2 = 0. Ce systéme de n équations a n inconnues ne
devant admettre par hypothése que la solution 2° = 0, il faut et il suffit pour cela
que le déterminant, noté g, du systéme soit différent de zéro; on doit donc avoir :

g =dét[gy] # 0 (1.47)

1.4.4 Vecteurs orthogonaux

Deux vecteurs x et y, non nuls, d'un espace pré-euclidien sont dits orthogonaux
entre eux lorsque leur produit scalaire est nul, soit :

x-y=0 (1.48)

Un systéme de n vecteurs x;, tous orthogonaux entre eux, constitue un systéme
orthogonal.

Si I'on choisit des vecteurs orthogonaux linéairement indépendants en nombre
égal a la dimension de I'espace vectoriel, ce systéme de vecteurs constitue une base
de cet espace. Cette base est appelée une base orthogonale. Nous allons montrer
qu’il est toujours possible de déterminer une base orthogonale d’un espace vectoriel
pré-euclidien.

Remarque - Dans un espace pré-euclidien, des vecteurs orthogonaux peuvent étre
linéairement dépendants. Considérons par exemple des vecteurs x = 2’ e; ety = ¢/ €5
d’un espace vectoriel & deux dimensions et définissons leur produit scalaire par :

x-y=ay —a?y (1.49)

Si 'on consideére, par exemple, les deux vecteurs x = e; + ez et y = a(e; + e3),
qui sont linéairement dépendants, on obtient x -y = 0. Pour un tel produit scalaire,
les vecteurs y = a(ey + ez) sont tels que y -y = 0.

1.4.5 Bases orthogonales d’un espace vectoriel pré-euclidien

La méthode dite d’orthogonalisation de Schmidt permet le calcul effectif d’une
base orthogonale pour tout espace vectoriel pré-euclidien FE,,.
Pour cela, considérons un ensemble de n vecteurs linéairement indépendants (X3, Xa, ..., Xy)
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de E, et supposons que l'on ait, pour chaque vecteur : x; - x; # 0. Cherchons n vec-
teurs e; orthogonaux entre eux.
Partons de e; = x; et cherchons ey orthogonal & e, sous la forme :

€y — )\161 + Xo (150)

Le coefficient A; se calcule en écrivant la relation d’orthogonalité :

€1 - ey =Xq - (>\1X1 + Xz) =0 (151)

On en déduit : Ay = —(x; - X2)/(x1)?. Le paramétre \; étant déterminé, on ob-
tient le vecteur e; qui est orthogonal & e; et non nul puisque le systéme (e, Xz, ..., Xp)
est linéairement indépendant.

Le vecteur suivant ez est cherché sous la forme :

€3 = [1€1 + [oea + X3 (152)

Les deux relations d’orthogonalité : e; -e; = 0 et e3-e3 = 0, permettent le calcul
des coefficients p1 et po. On obtient :

p1 = —(e1 - x3)/(e1)% p2 = —(e2 - x3)/(e2)? (1.53)

ce qui détermine le vecteur e, orthogonal a e et eq, et non nul puisque le systéme
(e1,€2,X3, ..., Xy,) est indépendant. En continuant le méme type de calcul, on obtient
de proche en proche un systéme de vecteurs (e, e, ..., €,) orthogonaux entre eux et
dont aucun n’est nul.

Dans le cas ol certains vecteurs seraient tels que x; - x; = 0, on remplace x; par
X; = X; + A X; en choisissant un vecteur x; de telle sorte que 'on obtienne x; - x; # 0.

On en déduit donc que tout espace vectoriel pré-euclidien admet des bases or-
thogonales.

Produit scalaire sur une base orthogonale - Lorsque les vecteurs de base
(e1,e€s, ...,e,) d'un espace vectoriel sont orthogonaux, les quantités :

Jij = €i * €j (1.54)

sont nulles si 7 # j. Le produit scalaire de deux vecteurs x et y, décomposés sur
cette base, se réduit alors a :

X -y=gnz 'y + gty + ..+ g y" (1.55)

De maniére générale, les quantités g;; peuvent étre positives ou négatives.

1.4.6 Norme d’un vecteur

Le produit scalaire d’un vecteur x peut permettre de définir la notion de norme
d’un vecteur. On a pour le carré de la norme :
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X - X = g 7' 2/ = (norme x)* = ||x||? (1.56)

Les nombres g;; définissent en quelque sorte une "mesure" des vecteurs; on dit
qu’ils constituent la métrique de 1’espace vectoriel.

Exemple - En géométrie classique, la norme représente la longueur d'un vecteur
(Fig. ). Considérons un plan et des vecteurs de base e; = (1,0) et e2 = (0, 1),
avec g;; = 0;;. Soit un vecteur A = z'e; + z%eq; on a:

1A = (A - A2 = (@) + (7)) (1.57)

1’
€, x

FIGURE 1.1 — Norme d’un vecteur

Signature d’un espace vectoriel - Dans l'espace de la géométrie classique, la
norme est un nombre qui est toujours strictement positif et qui ne devient nul que si
le vecteur est égal a zéro. Par contre l'expression ([L5€) de la norme d’un vecteur,
peut étre éventuellement négative pour des nombres ¢11, g1, ..., gnn quelconques. On
peut donc distinguer deux genres d’espaces vectoriels pré-euclidiens selon que la
norme est positive ou non.

Considérons une base orthogonale (e;) d’un espace pré-euclidien F,,, ce qui est tou-
jours possible. Le carré de la norme d’un vecteur s’écrit alors, en faisant y = x dans

I'expression (55 :

(norme x)? =x - x = gy1 (2')? + g (2%)* +, ..., +Gun (2)? (1.58)

Les nombres g;; pouvant étre négatifs ou positifs, la norme d’un vecteur comporte

une série de signe + et -, la valeur zéro étant interdite par suite de la relation (L47) :
g = dét[g;] # 0.
Le nombre de signes + et de signes - constitue une caractéristique d’un espace
vectoriel donné E,, ; elle est appelée la signature de ’espace vectoriel F,,. Cette
signature est une propriété intrinseque de l’espace FE, ; elle ne dépend donc pas de
la base considérée.
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1.5 Espace vectoriel euclidien

1.5.1 Définitions

Un espace vectoriel pré-euclidien est dit euclidien si sa signature ne comporte
que des signes +.
Dans ce cas, tous les g;; étant strictement positifs, la norme d’un vecteur d'un espace
vectoriel euclidien est un nombre positif ou nul. La racine carrée du carré scalaire
d’un vecteur x constitue la norme de x; on a :

norme x = (x - x)"/? (1.59)

En géométrie classique, la norme représente la longueur d’un vecteur.
Les espaces vectoriels pré-euclidiens dont la signature comporte des signes + et -,
sont appelés des espaces improprement euclidiens ou encore espaces pseudo-
euclidiens.

1.5.2 Bases orthonormées

Considérons une base orthogonale (x1, X3, ..., X,) d’un espace vectoriel euclidien
E,,. Divisant chaque vecteur x; de cette base par sa norme, on obtient un vecteur e;
de norme égale a I'unité :

Xj

e =—" (160)

norme X;

On a donc pour ces vecteurs : €; - € = ¢g;; = 0;;. Les vecteurs e; sont dits
normés ; un systéme de vecteurs orthogonaux et normés est appelé un systéme
orthonormé. Comme les vecteurs x; constituent une base de FE,, les vecteurs
(e1, €3, ...,e,) en forment une base orthonormeée.

Puisque tout espace vectoriel pré-euclidien admet des bases orthogonales, tout es-
pace vectoriel euclidien admet des bases orthonormées.

Produit scalaire et norme - Le produit scalaire de deux vecteurs x = z’e; et
y =y’ e;, rapportés a une base orthonormée (e;), compte tenu de 'expression (40))
et des relations g;; = 9,5, devient :

x-y=62'y =2y (1.61)

La norme du vecteur x s’écrit alors :

norme x = (z* z%)!/? (1.62)

On obtient la généralisation & n dimensions des formules de la géométrie classique
donnant le produit scalaire et la norme d’un vecteur rapporté a des vecteurs de base
orthogonaux de longueur unité.

Dans une base orthonormée, les composantes du vecteur x s’obtiennent en effectuant
le produit scalaire de x par un vecteur de base ej, soit :

x - e=(r'e)  e=2a'6;=a (1.63)
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Il n’en est pas de méme en général pour une base quelconque.

1.5.3 Composantes contravariantes et covariantes

Pour un espace vectoriel euclidien E,, rapporté a une base quelconque (eq, ez, ..., €,),
le produit scalaire d’'un vecteur x = z* e; par un vecteur de base ej, s’écrit :

x-e=(2'e) e=2a (e €)=1'gy;=u, (1.64)

Ces produits scalaires, notés z;, s’appellent les composantes covariantes, dans
la base (e;), du vecteur x. Ces composantes sont donc définies par :

;=X - € (1.65)

Elles seront notées au moyen d’indices inférieurs. Nous verrons par la suite
que ces composantes s'introduisent naturellement pour certains vecteurs de la phy-
sique, par exemple le vecteur gradient. D’autre part, la notion de composante cova-
riante est essentielle pour les tenseurs.

La relation ([L64) montre que les composantes covariantes z; sont liées aux com-
posantes z° classiques. Pour les distinguer, ces derniéres sont appelées les compo-
santes contravariantes du vecteur x. Les composantes contravariantes sont donc
des nombres z° tels que :

X =1'e (1.66)

Elles seront notées au moyen d’indices supérieurs. L’étude des changements
de base permettra de justifier I'appellation des différentes composantes.

Base quelconque - A titre d’exemple, considérons deux vecteurs e; et e, de la
géométrie classique ayant des directions quelconques et des longueurs arbitraires
(Fig. [L2)). Soit un vecteur A = OM; la paralléle a la droite portant es et passant
par M définit le point M’ tel que : OM’ = z'e; ; de méme : OM” = 2% e,.

FI1GURE 1.2 — Composantes covariantes et contravariantes

On a:
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A:.Z'l e1+x262 (167)

Les nombres ! et 22 sont les composantes contravariantes du vecteur A. Uti-
lisons 'expression classique du produit scalaire pour exmprimer les composantes
covariantes ; il vient :

r1=A - e; = ||All|le1]cosa ; 3 =A - e =||A|||ez] cos 3 (1.68)

Si les vecteurs de base e; et es ont des normes égales a 1'unité, alors les projec-

tions orthogonales m’ et m” du point M représentent les composantes covariantes
de A.

Base orthonormée - Dans une base orthonormée, les composantes cova-
riantes et contravariantes sont identiques puisqu’on a :

ri=x-e=(2'¢) - ey=1"(e; - ) =1'6;; = 2’ (1.69)

Il n’en est pas de méme pour une base orthogonale quelconque.
Relations entre composantes - La relation (L.64]) donne l'expression des com-
posantes covariantes en fonction des composantes contravariantes, soit :

;=1 gy (1.70)

Inversement, les composantes contravariantes peuvent étre calculées en résolvant,
par rapport aux n inconnues z*, le systéme de n équations ( (IL70)). C’est un systéme
algébrique dont le déterminant g est différent de zéro :

g =dét g} #0 (1.71)

ainsi qu’on l'a vu précédemment ( (L4T])). On obtient un systéme de Cramer
qui admet une solution unique. L’inconnue ! est égale au quotient de deux déter-
minants : le dénominateur est le déterminant g, le numérateur est un déterminant
qui se déduit en remplacant le ¢éme vecteur colonne du déterminant g par le vecteur
colonne z; du second membre.

Notons a’* le coefficient de développement du terme g;; dans le déterminant g et
posons :

g =d'/g (1.72)
On obtient alors, selon la régle de Cramer :

=gty (1.73)

Puisque ¢;; = gj;, le déterminant est symétrique et l'on a : a/* = a¥, d'ou

également ¢’ = ¢ ; ces quantités sont symétriques par rapport a leurs indices.
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1.5.4 Expression du produit scalaire et de la norme

La combinaison des composantes covariantes et contravariantes permet d’obtenir
des expressions particuliérement simples du produit scalaire et de la norme dans une
base quelconque. Dans le produit scalaire :

X-y=g;zy (1.74)

substituons en effet I'expression (L70) des composantes covariantes, il vient :

x-y=uz;y =2y (1.75)

La norme du vecteur x s’écrit :

norme x = (x - x)/? = (z; 2%)"/? (1.76)

On peut également exprimer le produit scalaire en fonction des seules compo-
santes covariantes. Il vient, en substituant dans (75 'expression des composantes
contravariantes (L73) :

X-y=g"wy; (1.77)

d’ou I'expression de la norme :

norme x = (g% x; x;)"/? (1.78)

1.5.5 Changement de base
Considérons deux bases distinctes (e;) et (e}) d'un espace vectoriel euclidien,
liées entre elles par les relations :
(a) e =Af e 5 (b) e = Ape (1.79)

Soient 2’ et 2’¥ les composantes contravariantes d’un vecteur x respectivement
dans les bases (e;) et (ey). On a vu précédemment les formules de changement de
base des composantes données par les relation (L37) et (L38)), a savoir :

a) 2% =A%z (b)) 2= Ak 1.80
(a) it (b) k: (1.80)

On remarque que les relations de transformation des composantes contravariantes
sont le contraire de celles des vecteurs de base, les grandeurs A et A’ s’échangeant,
d’ou 'appellation de ces composantes.

Soient x; et zj, les composantes covariantes du vecteur x respectivement sur les

bases (e;) et (ex). Remplagons les vecteurs de base, exprimés par les formules (L79)
dans 'expression de définitions des composantes covariantes, il vient :

T, =X-e=x-(AFe})=AF(x-e,)=AF1, (1.81)
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d’otut la relation entre composantes covariantes dans chaque base :

x; = AlF ), (1.82)
On obtient de méme :
Th=x-e, . =x- (A e)=Al(x - e)= Al (1.83)
d’ot la relation :
vy = Al (1.84)

On remarque que les composantes covariantes se transforment comme
les vecteurs de base.

1.5.6 Bases réciproques

Soit une base quelconque (e;) d’un espace vectoriel euclidien E,,. Par définition,
n vecteurs eX qui vérifient les relations suivantes :

o - eX = 5y (1.85)

sont appelés les vecteurs réciproques des vecteurs e;. Ils seront notés avec
des indices supérieurs. Chaque vecteur réciproque e¥ est orthogonal a tous les vec-
teurs e;, sauf pour k = i.

Base réciproque - Montrons que les vecteurs réciproques eX d'une base donnée
(e;) sont linéairement indépendants. Pour cela, il faut montrer qu'une combinaison
linéaire )\, e donne un vecteur nul, \; e = 0, si et seulement si chaque coefficient
A est nul.

Soit x = z'e; un vecteur quelconque de E,. Multiplions scalairement par x la
combinaison linéaire précédente \; €X, on obtient :

(Ae€X) - x=(M\peX) - (2e;) = M2 (eX - e) = N\’ Gy = Nix' =0 (1.86)

Cette derniére égalité devant étre vérifiée quels que soient les o, il est nécessaire
que chaque \; soit nul et les vecteurs eX sont donc linéairement indépendants.
Le systéme de n vecteurs réciproques forme donc une base appelée la base réci-
proque de ’espace vectoriel E,,.

Exemple - Soit trois vecteurs e,es,e3 formant une base des vecteurs de la géométrie
classique. On note v = ey - (e2 Aes), ol le symbole A représente le produit vectoriel.
Les vecteurs suivants :

1_82/\63 2_63/\81 3_81/\62

e ;e ;e (1.87)

(Y (% v
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vérifient les relations (L8H]) et constituent le systéme réciproque des vecteurs
e1,eq,e3. En cristallographie, ce sont les vecteurs de I'espace de Fourier associé.

Expression des vecteurs réciproques - Exprimons les vecteurs de base e; sur la
base des vecteurs réciproques, soit :

e; = BlF ek (1.88)
Multiplions scalairement par e;, il vient :
ej e =g; =e; - (BFe*)=DB"(e - &) = B¥ o, = B (1.89)
d’ou :

Les n équations (L90) sont analogues aux équations (L70) et 'on obtient de
méme :

ek =g e (1.91)

1.5.7 Décomposition d’un vecteur sur les bases réciproques
Soit (e*) une base réciproque de (e;) pour un espace vectoriel E,. Un vecteur
quelconque de E, peut étre décomposé sur la base (eX) sous la forme générale :
x=a'e (1.92)

Multiplions scalairement cette expression par ej, on obtient :

x-e=m;=(a'e) e=a(e - e)=as=a (1.93)

On obtient donc :

X = x; € (1.94)

La décomposition précédente du vecteur x montre que les quantités z; sont
les composantes contravariantes du vecteur x par rapport a la base réci-

proque (e').
Considérons a présent la décomposition de x sur la base (e;), soit :

X =1'e (1.95)
et multiplions scalairement cette derniére expression par eX, il vient :

x - e =(2'e;) - e =2 (g - &) = 2’0y, = 2" (1.96)
La quantité x - eX représente la composante covariante de x par rapport 4 la base
(e¥). Cette composante covariante x - eX est égale a sa composante contravariante

x¥ sur la base (e;).
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En conclusion, les bases réciproques jouent donc des roéles strictement
symétriques, les composantes contravariantes dans une base devenant co-
variantes dans la base réciproque et vice-versa.

1.5.8 Produits scalaires des vecteurs de base

Nous avons utilisé précédemment les produits scalaires des vecteurs de base qui
ont été notés :

gij =€ - Ej (197)

Produit scalaire des vecteurs réciproques - Multiplions scalairement la relation
(91 par un vecteur e, il vient :

e-e=e - (¢%e) =g - e) = g% =g (1.98)
Pour k fixé, les quantités ¢/* sont les composantes contravariantes du vecteur ek
sur la base (e;). Leur valeur est obtenue en effectuant le produit scalaire des vecteurs

réciproques, soit :

e - ek =g* (1.99)
Relations entre les produits scalaires des vecteurs réciproques - Soit une

base (e;) et une nouvelle base (e’%) que I'on choisit égale & la base réciproque, soit

e’ = eX. Les formules de changement de base (L79) s’écrivent dans le cas présent :

(a) e; = B*e* ; (b) e, =e“=Ble; (1.100)

Les expressions (L90) et (L1 des vecteurs réciproques, nous montre que 1’on
a dans ce cas :

BF =gy ; Bl =g" (1.101)

Les n? relations scalaires (L40) entre les éléments des matrices de changement
de base, nous permettent alors d’écrire :

gik g = ;5 (1.102)

Ces n? équations permettent de calculer les quantités g; en fonction des gk et
réciproquement. Si I'on note g le produit scalaire de deux vecteurs réciproques, on
a:

gl =e - & =4 (1.103)
Les relations ([LI02) et (IL.I03]) nous donnent alors :

gix g™ =gl (1.104)
Nous allons voir par la suite que les différentes quantités définies par les produits

scalaires des vecteurs de base ou des vecteurs réciproques constituent les composantes
d’un tenseur.
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1.6 Exercices résolus

Exercice 1.1

Utiliser la convention de sommation pour écrire les expressions qui suivent ; pré-
ciser la valeur de n dans chaque cas ainsi que les indices muets et libres.

1. bjl 1+ ij To + bj3$3 =6
2. bypdin +biadis +bisdis+biadiy =C

Solutions

1. L’indice j est un indice libre; notons k£ 'indice muet, il vient :

bjk T = 6 ;o = 3
2. Les premiers indices, notés 1 des quantités b et d sont libres; notons j 'indice

de sommation, il vient :

bljdlj:C 3 77,:4

Exercice 1.2

Pour n = 3, écrire explicitementl’expression M, BY.

Solutions

L’indice k£ est un indice libre ; on a deux indices de sommation i et j et le nombre
de termes obtenus doit étre égal a 3% = 9.

MY

ijk

My, BY + Mayj, B¥ + My, BY
= My B + Mgy B + Mz, B + Moy, B + Maoy, B* + My, B*
+  Msy, B + Msoy, B2 + Mssy, B

Exercice 1.3
Démontrer les identités suivantes :
1. aij €X; .fl?j = ajl- €X; .fl?j

2. (ag —api)xizy =0

Solutions

1. Effectuons un changement des indices muets en changeant i en j et j en 1, il
vient :

CLZ'j xT; I‘j = CLjZ‘ l’j T, = CLjZ‘ xT; l’j
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(@i — Qii) T T = Qi T Ty — Qpg T; T,

Utilisant le résultat précédent a;; x; x; = aj; x; x5, il vient :

Qif Ty Tfy = Ak Ty T

d’ou (ay — aki) x; . =0

Exercice 1.4

Démontrer qu'un déterminant d’ordre trois peut s’écrire sous la forme :

‘ ijk
det[aijk] = ¢ 15 A25 A3k

Solutions

Développons 'expression, il vient :

ijk _1jk 2jk 35k
€' ay;agjaz, = €77 ay agjaz, + €77 ayg agj azp + €77 a3 ag; asy

= an (Eljk asg; ask) + ar2 (€2jk as; ask) + Q13 (€3jk agj As;)

Les termes entre parenthéses sont les déterminants d’ordre deux. Le symbole
d’antisymétrie €% a pour valeur :

M M2 13 121 122 131 133 _ : 123 _q : 32 g
d’ou :
Q22 Ag3
15k _ _
€ Qg A3, = (22 A33 — A23 U432 =
a3z Q33
On obtient de méme :
2jk . 3k _
e Qg5 A3k, = A23A31 — A21A33 ; € J Q25 A3k = A21 32 — A22 43]
Regroupons avec le développement du début, on obtient :
Q29 (23 G21 (23 A21 Q22
ijk
€% ay; agj asy = an — Q12 + a3
a3z a33 a3; as3 a3z; a3z

C’est I'expression du développement selon sa premiére ligne d’'un déterminant
d’ordre trois.
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Exercice 1.5

Considérons les vecteurs de base de Fs :

e1 = (a,0,0) ; ey =(b,c,0) ; ez =(0,0,d)
1. Démontrer que ces vecteurs sont linéairement indépendants.

2. Calculer la décomposition d'un vecteur donné : X = (A, B,C) sur la base
{e1, ez, e3}.

Solutions

1. Ecrivons une combinaison linéaire des vecteurs eq,es,e3 égale au vecteur nul,
soit :

)\161 +)\282 +)\3€3 = )\1 (a,0,0) —|—)\2 (b,C,O) —|—)\3 (0,0,d) = (0,0,0)
On en déduit : Ay = A3 =0, dou \; =0

Ces trois vecteurs sont linéairement indépendants et forment une base de Ejs.

2. Cherchons une décomposition du vecteur X = (A, B, C') sous la forme :

X =z'e; +2%e; +2°e3

Ecrivons cette décomposition sous la forme suivante :
X =2'(a,0,0) + 2% (b,c,0) +2° (0,0,d) = (4, B,C)
Identifiant les nombres correspondants entre eux, il vient :
tlat+z’b=A; 2?¢c=B; 3d=C

d’ou les valeurs des composantes :

r=— 2 =—; ' =
ac c

, cA-bB _, B , C
d

Exercice 1.6

On considére trois vecteurs de Ej5 :

A=(1,1,1; B=(0,1,1) ; C=(0,0,1)
1. Montrer que ces trois vecteurs sont linéairement indépendants.

2. Déterminer une base orthogonale de F3 en utilisant le procédé d’orthogona-
lisation de Schmidt.
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Solutions

1. Les vecteurs A, B, C sont linéairement indépendants si le déterminant ayant
pour éléments les composantes des vecteurs est différent de zéro. Le détermi-
nant étant égal a un, A, B, C sont des vecteurs indépendants.

2. Cherchons trois vecteurs e, ez, ez pour construire une base orthogonale de
E5. Posons : e; = A et cherchons eg sous la forme : e = ave;+B. Le coefficient
a se calcule en écrivant la relation d’orthogonalité :

€1 'GzZA' (OZA+B):O

On obtient :
_A-B 2
“TTAA 3
L " t 6ol A ALB (211)
e vecteur eq est égal 4 : e = —— —(_2 - =
vecteur eg g 9 3 2373

Le vecteur eg est cherché sous la forme : e = Se; + vey + C. Ecrivons les
deux relations d’orthogonalité :

e; -eg=e; - (fer+7e+C)=0; ex-ez3=ey - (fegr+7e2+C)=0

On obtient :

1 1 11
= —— — = C = —_ _
€3 Sel 2e2+ (07 272)

Exercice 1.7

Soient deux vecteurs de Ej :

A = (a1, a,a3) ; B = (b1,b,b3)
et une base de F3 définie par : {e; = (1,1,1),e2 = (0,1,1),e3 = (0,0,1)}
1. Déterminer les composantes contravariantes de A et B.

2. Déterminer les composantes covariantes de A et B a l'aide de deux maniéres
différentes.

3. On considére les deux vecteurs particuliers : A = (4,1,2); B = (1,3,5)

Calculer les valeurs numériques des composantes contravariantes et covariantes
des vecteurs A et B.

4. Calculer le produit scalaire des vecteurs A et B a l'aide des composantes
contravariantes et covariantes.

31



Solutions

1. Les vecteurs A et B se décomposent sur la base donnée selon la méthode de
I’exercice 1.5; on obtient :

A:a1e1+(a2—a1)e2+(a3—a2)e3

:x1e1+x2e2+x3e3

B:b161+(b2—b1)82+(b3—b2)83
=yler+y’er+y’es

Par définition, les composantes contravariantes sont les nombres que multi-
plient les vecteurs de base. On a :

,Il:al i x2:a2—a1 i .733:&3—&2

ylzbl ; 92252—51 ; y3:b3—b2

2. Les composantes covariantes x; d’'un vecteur A sont, par définition, les pro-
duits scalaires de A par chacun des vecteurs de base, soit :

zj=A-e=(r'e +1’es+1°e3) - e
= ' (e1 - &) +a”(ez - &) +2° (e3 - €)

= ! g1; + z” g25 + z? g3

Les quantités g;; sont égales & g;; = €; - €;, soit :

g1 =35 gi2=91=2; giz=g¢gn =1

g2 =2; gy=gn=1; g3=1

Les composantes covariantes sont donc :

Vecteur A :

r1 =a1 g11 + (ag — a1) go1 + (a3 — a2) gs1 = a1 + as + as

Ty =ay g12 + (ag — a1) gaz + (a3 — az2) gs2 = as + as

Vecteur B :
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Y1 =b1 g1 + (ba — b1) go1 + (bs — b2) g31 = b1 + ba + b3
Yo =b1 g12 + (ba — b1) goo + (bs — b2) g2 = ba + b3

On peut également utiliser les expressions de définition des vecteurs pour cal-
culer les composantes covariantes. On a :

Vecteur A :
vy =A - e; = (a1, az,a3) - (1,1,1) = a1 +az +as
Ty =A - e = (a1, az,a3) - (0,1,1) = az + as
I3 =A . €3 — a3

Vecteur B :

y1 =B - ey = (b1,b,03) - (1,1,1) = by + by + b3
yo =B - €3 = (b1, b, b3) - (0,1,1) = by + b3
y3 =B - e3 = b3
3. A=(4,1,2) ; B=(1,3,5).

Composantes contravariantes :

Vecteur A : 2t =4; 22 =-3; 22 =1

Vecteur B:yl =1; y2=2; 3> =2

Composantes covariantes :

Vecteur A : 21 =7; 2o =3; 23=1

Vecteur B: y1 =9; yo=8; y3=>5

4. La formule (L75]) donne 'expression du produit scalaire sous la forme :

A -B=zly +2%y+2°ys =17
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Exercice 1.8

Soient deux systémes de vecteurs réciproques, notés {eq, ez, es} et {e', e? e3}.
Partant de la définition des vecteurs réciproques : e; - € = ¢;;,

1. Démontrer qu’on a :

1_e2><e3' 2_63X€1. 3_el><e2

% e = e = — avec V =e; - (ea X e3)

e

2. Démontrer qu’on a inversement :

e? x e el el x e2
V

« e3
v ;

e3

X
— — . — r__ A1 2 3
e = ez = —; ; eg = avec V' =e" - (e® x €°)

Solutions
1. Des vecteurs réciproques sont tels que : e; - e = d;;. En particulier, e' est

orthogonal & ey et ez et par suite on peut écrire : e! = X (ex X e3)

D’autre part : e; - e = Xe; - (e3 X e3) =1

1
dotu: \ = ; el = (e2 x es)
e - (ez X 63) e - (ez X 63)

On obtient de méme :

e2 _ (63 X el) ) e3 _ (e]_ X 62)
e, - (62 X 83) ’ e - (62 X 63)

2. La démonstration de 'expression des vecteurs e; en fonction des vecteurs

réciproques e est identique a la démonstration précédente en intervertissant

le role des vecteurs e; et el. Les bases réciproques ont des roles symétriques

I’'une par rapport a ’autre.

Exercice 1.9

On considére trois vecteurs formant une base orthogonale de Ej :

€ = (CL,0,0) 7y €2 = (07b70>7 vy €3 = (0,0,0)
1. Déterminer la base réciproque, notée {e',e? e3}, de la base précédente.
2. Comparer les normes des vecteurs de chaque base

3. Considérons une base orthonormée : e; = (1,0,0) ; ez = (0,1,0) ;
€3 — (0, 0, 1)

Déterminer la base réciproque.
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Solutions

1. Les vecteurs e de la base réciproque sont tels que :

e; - eJ = 57Lj
Cherchons les vecteurs € sous la forme : & = (z;, y;, z;) ; la relation précédente

nous donne :

er - e = (a,0,0) - (x1,y1,21) = axy =1;

e; - €2 =(a,0,0) - (12,1, 22) = axy =0; etc
Les vecteurs e de la base réciproque sont :

1 1 1
1_ 7t S S N 2
e —(a,0,0) ;e (O,b,O) ;e (O,O,C)

2. Les vecteurs de la base {e;} ont pour norme :

leall = a; llezl[ =0 ; |les|| = ¢

Ceux de la base réciproque ont pour norme les inverses des grandeurs précé-
dentes :
1 1 1 1 1 1
Nmg= i el =g = s llefll =7 =
a el |lez]] ¢ |les]|
3. Pour une base orthonormée, les vecteurs de la base réciproque sont égaux aux
vecteurs de la base.

le

Exercice 1.10

On considére dans un plan , un sytéme d’axes orthogonaux portant les vecteurs
e; et es de longueur unité (Fig. [[.3)). Une rotation des axes dans le plan d'un angle
«, transforme ces vecteurs respectivement en € et ej.

1. Déterminer les expressions de €] et €5 sur la base {e1,e2} et écrire les expres-
sions des A;.

2. Faire de méme pour e; et e sur la base {€],e5} et déterminer les A}

3. Soient z! et 22 les composantes du vecteur OM sur la base {e;,e2} et /! .z
sur la base {€},e,}. Déterminer z' et 2% en fonction de z'!,2"? et inversement.
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L - t»l >
FIGURE 1.3.

Solutions

1. Les composants de €] sont égales a ses projections sur les axes portant e; et
ez ; de méme pour €, (Fig.(1.3)). On a donc :

€] = cosae; +sinae;
e, = —sinae; + cosa ey
On obtient :

A} =cosa ; A3 =sina ; A= —sina ; A3 =cosa

2. Un raisonnement géométrique direct (ou I'inversion des relations précédentes)
nous donne :

e; = cosa €] —sina e,
ey = sinae] + cosae,
On obtient :

. ! .
A’llzcosa : A’fz—sma ; A21:s1na : A'22:cosa

3. On peut utiliser les formules de changement de base (L37) et (L3Y) mais
nous allons les établir directement. Le vecteur OM s’écrit :

OM =z'e; +2%ey = (z' cosa + 2 sina) € + (—z' sina + 2% cos a) e}

a1 2 7
=r e +txr e,
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Identifiant les composantes entre elles, il vient :
' =alcosa+a?sina ; ;2% = —a'sina+ 2% cosa
Un calcul similaire nous donne :
1

=2 cosa —2?sina ; ;22 =atsina 4+ 2? cosa

Vérifions la formule (L37), par exemple, on a : z'* = A% 2% soit :

't =2t AN+ 2? A = 2t cosa + 2?sina

1 =gt A 4 2% A? = —x'sina + 2° cos
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Chapitre 2

Exemples de tenseurs euclidiens

On donne, dans ce chapitre, divers exemples de tenseurs utilisés en physique, afin

de se familiariser avec des étres mathématiques nouveaux. Traitant de cas particu-
liers, sans définition ni théorie générale des tenseurs, on se limite a certains aspects
des tenseurs qui seront définis et étudiés au cours du chapitre suivant.
La généralisation de la notion de vecteur nous a conduit a ’étude des espaces vec-
toriels & n dimensions. Les tenseurs sont également des vecteurs de dimension quel-
conques mais qui possédent des propriétés supplémentaires par rapport aux vecteurs.
Ces propriétés résultent du fait que les tenseurs sont créés a partir d’autres vecteurs.
Pour le physicien, le calcul tensoriel s’intéresse en premier lieu & la maniére dont les
composantes des tenseurs se transforment lors d’un changement de base des espaces
vectoriels dont ils sont issus. Nous commencerons donc par étudier ces propriétés
vis-a-vis des changements de base. On se limite dans ce chapitre aux vecteurs et aux
tenseurs euclidiens.

2.1 Changement de base

Un tenseur est, en pratique, souvent uniquement défini et utilisé sous la forme
de ses composantes. Ces derniéres peuvent étre exprimées sous forme covariante ou
contravariante comme pour tout vecteur. Mais un nouveau type de composantes
va apparaitre pour les tenseurs, ce sont les composantes mixtes. Ces trois types de
composantes constituent des décompositions des tenseurs euclidiens sur des bases
différentes.

2.1.1 Composantes covariantes du tenseur fondamental

Au cours du chapitre précédent, nous avons utilisé les quantités g;;, définies a
partir du produit scalaire des vecteurs de base e; d'un espace vectoriel pré-euclidien
E,, & n dimensions, par :

gij = e - ej (21)

Ces n? quantités constituent les composantes covariantes d’un tenseur appelé le

tenseur fondamental ou tenseur métrique.
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Exemple - Considérons des vecteurs de base de I'espace vectoriel F3 des triplets de
nombres : e; = (2,0,0), e; = (0,1,0), es = (0,0, 3). Définissons un produit scalaire
des vecteurs de base en choisissant, par exemple, les valeurs suivantes :

gii =4, go=1, g33=29, 9ij = 0 sii#] (2-2)

Ces valeurs satisfont bien aux propriétés axiomatiques d’un produit scalaire.
Ainsi qu’on le verra au chapitre suivant, les tenseurs sont des vecteurs ayant des
propriétés particuliéres. On pourrait donc écrire le tenseur fondamental sous la forme
classique d’un vecteur, noté g, dont les composantes seraient ordonnées en une ligne,
& savoir :

g = [911, 912, 913, 921, 922, 923, 931, 932, 933] = [47 Oa 07 Oa 17 0? 07 0? 9] (23)

Cependant, on classe généralement les composantes des tenseurs sous forme d’'un
tableau ordonné, soit dans le cas présent :

g1 912 913 4
[gz‘j] =g= (921 g2 g3| = |0
g31 932 G33 0

0
1 (2.4)
0

o O O

Ce tableau constitue la matrice du tenseur.

Changement de base - Etudions comment varient les quantités gi; lorsque 'on

effectue un changement de base de 1’espace vectoriel E,. Soit €% une autre base liée
a la précédente par :

(a) e =Alel 5 () ef=Ale (2.5)

Substituant la relation (2.3)(a) dans l'expression de g¢;; donnée par (2.1]), il

vient :

gi = (Al el) - (4] e]) = (AF A)(ey - e) (2.6)

Dans la nouvelle base e}, les produits scalaires des vecteurs de base sont des
quantités telles que :

ki = €x - €] (2.7)
qui apparaissent dans la relation (Z]). On a donc finalement pour 'expression
des composantes covariantes g;; lors d'un changement de base :

95 = (AT A}) gy (2.8)
Rapprochons cette derniére relation de la formule de transformation des com-

posantes covariantes d’un vecteur x de E,, donnée par l'expression (L82)), a
savoir :

x; = AlF ), (2.9)
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Les composantes covariantes g;; du tenseur fondamental ne se trans-
forment plus comme les composantes covariantes d’un vecteur mais en
faisant intervenir le produit des quantités A*.

Substituons a présent la relation (Z3])(b) dans I'expression (2.7), il vient :

gi; = AY Aj g (2.10)

Rapprochons également cette derniére relation de I'expression (L84]) donnant le
changement des composantes covariantes d’un vecteur x, a savoir :

zh = A,z (2.11)

La également ce sont les produits des quantités A} qui interviennent dans la
formule de changement de base des composantes covariantes du tenseur alors que
les composantes covariantes d’un vecteur se transforment a partir des quantités A%.

De maniére générale, une suite de n? quntités ¢;; qui se transforment, lors d’un
changement de base de E,, selon les relations (2.8) et (2I0]), a savoir :

kgl i Ad
(@) tij = (A7 AD)ty 5 (b) by =AL A7ty (2.12)
constituent, par définition, les composantes covariantes d’un tenseur d’ordre
deux sur FE,.

2.1.2 Produit tensoriel de deux vecteurs

Composantes contravariantes - Considérons un espace vectoriel euclidien F, de
base (e;) et soient deux vecteurs de E,, : x = 2" €; et y = 3’ e;. Formons les produits
deux a deux des composantes z' et 47, soit :

u? =z y? (2.13)
On obtient ainsi n? quantités qui constituent les composantes contrava-
riantes d’un tenseur d’ordre deux appelé le produit tensoriel du vecteur
x par le vecteur y. Etudions les propriétés de changement de base de ses com-
posantes. Utilisons pour cela les formules de changement de base des composantes

contravariantes d’un vecteur donné par (L80), & savoir

(a) z' = Al 2 1 (b) 2% = AlF o (2.14)

Remplagons dans la relation (ZI3)) les composantes z* et ¢/ par leur expression

[(ZI4)(a), il vient :

ul = aty) = (ALY (AL y") = AL AL () = AL ALY (215)

k

Les quantités «*' sont les nouvelles composantes :

u/kl — Jf/k y/l (216)
La formule de transformation des n? quantités u* lors d’un changement de base
de E,, est donc finalement :
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u? = AL A o™ (2.17)
Une telle relation de changement de base caractérise les composantes contrava-
riantes d'un tenseur d’ordre deux.
On obtient de méme les nouvelles composantes contravariantes en fonction des an-
ciennes en substituant la relation (2.14])(b) dans 'expression (2.I0)), soit :

= Al Al (2.18)

De maniére générale, un ensemble de n? quantités u* qui se transforment, lors
d’un changement de base de E,,, selon les relations (ZI7) et (ZI8)) constituent, par
définition, les composantes contravariantes d’un tenseur d’ordre deux.

Composantes covariantes - On peut former de méme les produits deux a deux
des composantes covariantes x; et y; des vecteurs x et y, soit :

Les formules de changement de base des composantes covariantes des vecteurs
sont données par (L82) et (IL.84), a savoir :

(a) =A%z ; (b) o), = Al (2.20)
Substituons la relation (2.20)(a) dans le produit (2.19)), il vient :

ui; = (A7 2}) (Af y)) = AT A (2 y) = AT A i (2.21)

C’est la formule (2I2)(a) de changement de base des composantes covariantes
d’un tenseur d’ordre deux. On vérifie de méme que 'on a :

upy = AL Al (2.22)

1 ] ] . !/ / /
en substituant la relation (2.20)(b) dans le produit : u}, = 2}, y;.
Les n? quantités wu;; constituent les composantes covariantes d’un tenseur
)
d’ordre deux. On verra par la suite que ce sont les composantes covariantes du
produit tensoriel de x par y dont les composantes contravariantes sont données par

la relation (2.13)).

Composantes mixtes - Formons & présent n? quntités en multipliant deux a deux
les composantes covariantes du vecteur x par les composantes contravariantes de y,
on obtient :

J

T = a9’ (2.23)

u

Effectuons un changement de base dans cette derniére relation en tenant compte

des expressions ([2.20)(a) et (214)(a), on obtient :
ul = (AF ) (A y") = (AT A 2y (2.24)
1

avec uj = ), y", on obtient la relation :
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u) = (AF A (2.25)
Cette relation de changement de base caractérise les composantes mixtes
d’un tenseur d’ordre deux. Inversement, on peut vérifier que 1'on a :

uf = (A}, AY)ul (2.26)

Ces composantes mixtes constituent également des composantes du produit ten-
soriel de x par y, selon une certaine base. .
De maniére générale, une suite de n? quantités u] qui se transforment, lors d’un
changement de base de F,, selon les relations (Z20) et (2:26) constituent, par
définition, les composantes mixtes d’un tenseur d’ordre deux.
Toutes les composantes d'un tenseur, covariantes, contravariantes et mixtes, sont
liées entre elles, par des relations que ’on déterminera au chapitre suivant, et elles
constituent la décomposition d’un tenseur sur différentes bases.

2.2 Propriétés de changement de base

2.2.1 Tenseur d’ordre deux

Regroupons les propriétés de changement de base des composantes d’un tenseur
d’ordre deux. Soit un espace vectoriel euclidien F,,, ayant pour bases (e;) et (e})
liées par les relations :

(a) es=Afe, ; (b) e =Ae (2.27)

On suppose que l'on se donne une suite de n? quantités ¢;; qui se transforment,
lors d’un changement de base de E,,, selon les relations suivantes :

(a) ty=(AFAD G 5 (0) ty=A ALt (2.28)

Par définition, si n? quantités se transforment selon les relations (2.25),

elles constituent les composantes covaraintes d’un tenseur d’ordre deux.

Lorsque n? quantités t¥ se transforment lors d’un changement de base de E,, selon

les relations suivantes :
(a) 9= AL AIE™ (b)) M = A ALY (2.29)
ces n? quantités constituent, par définition, les composantes contrava-

riantes d’un tenseur d’ordre deux.

Enfin lorsque n? quantités t{ se transforment lors d’un changement de base de
E,, selon les relations :

(a) 8 = (AFADG 0) = (A, ADY (2.30)
ces quantités sont, par définition, les composantes mixtes d’un tenseur
d’ordre deux.
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Nous allons par la suite pouvoir identifier différents types de composantes d’un
tenseur d’ordre deux en mettant en évidence leurs propriétés de changement de base.

2.2.2 Combinaisons linéaires de tenseurs

Combinaisons de produits tensoriels : On peut former des composantes d’autres
tenseurs en combinant entre elles les composantes de différents produits tensoriels
définis & I'aide des vecteurs d’un méme espace vectoriel. Considérons par exemple les
composantes contravariantes des produits tensoriels des vecteurs x, y et des vecteurs
W, Z, soit :

u =gyl s Y =w' (2.31)

Formons les quantités suivantes :

t9 =y 4 N0 (2.32)

Les n? quantités t¥ vérifient également les formules générales de changement
de base. On a en effet, en substituant la relation (2.I7) de transformation des
composantes contravariantes d’'un produit tensoriel dans I'expression (2:32]) :

19 = (AL AT ™) 4 X (AL AT ™M) = AL AT ¢ (2.33)

avec tF = k4 \o'R

Les n? quantités ¥/, vérifiant la relation de changement de base, constituent donc

également des composantes contravariantes d’un tenseur d’ordre deux. On verra par
la suite que les t¥, s’ils constituent bien les composantes d’un tenseur, ne forment
pas nécessairement les composantes d’un produit tensoriel de deux vecteurs.
On vérifierait de méme, pour des combinaisons linéaires de composantes covariantes
ou mixtes, les autres formules de changement de base. Par suite, toute combinaison
linéaire de produits tensoriels de deux vecteurs satisfait aux formules de changement
de base des tenseurs d’ordre deux.

Combinaisons de tenseurs - Considérons n? quantités u;; et n? quantités v;;
constituant respectivement les composantes covariantes de deux tenseurs distincts
formés a partir des vecteurs d’'un méme espace vectoriel F,. Toute combinaison
linéaire de la forme :

tz’j = Uyy + )\UZ‘]‘ (234)

vérifie également les formules de changement de base (2.28)), la démonstration
étant la méme que pour les produits tensoriels. Il en est de méme pour des compo-
santes contravariantes et mixtes. On peut également combiner linéairement plus de
deux tenseurs et on obtiendra toujours des combinaisons de composantes qui véri-
fient les formules de changement de base.
Par suite, toute combinaison linéaire de composantes de tenseurs donne des compo-
santes de nouveaux tenseurs.
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2.2.3 Tenseur d’ordre trois

Produit tensoriel de plusieurs vecteurs : On peut utiliser un nombre quel-
conque de vecteurs pour réaliser des produits tensoriels. Considérons par exemple
trois vecteurs de E,, : x = 2 €;, y = ¢’ €;, z = zF ey et effectuons tous les produits
entre leurs composantes contravariantes tels que :

u It = xt eyl 2k (2.35)

Ces n? quantités constituent les composantes contravariantes du produit tensoriel
des vecteurs x, y et z. Ce produit tensoriel est un tenseur d’ordre trois. Aprés un
changement de base de FE,, on obtient les relations suivantes entre les anciennes
composantes contravariantes ¥ et les nouvelles u/"™ :

ut = A} Al AR (2.36)

avec u'"P = g/l '™ /P, Cette formule est obtenue par des substitutions analogues
a celles effectuées précédemment pour les produits tensoriels de deux vecteurs. Elle
généralise la formule ([2.29)(a).
On peut calculer de méme les composantes covariantes u;;; du produit tensoriel des
vecteurs X, y, z, a partir de leurs composantes covariantes, soit :

uijk = T; yj 4% (237)

On obtient la formule de changement de base suivante pour les composantes
covariantes :

formule qui généralise la relation (2Z28])(a).
Enfin, on obtient un ensemble de diverses composantes mixtes en combinant les
composantes covariantes et contravariantes des vecteurs x, y, z. On peut former par
exemple les n® quantités :

A
uly = 'Y 2 (2.39)
La formule de changement de base est donnée, ainsi qu’on le vérifie en effectuant

les substitutions données par (2.20), par :

i pi At plp
uly = Ap AT AL wy,,, (2.40)
Changement de base des tenseurs d’ordre trois - Prenons ’exemple des com-
posantes mixtes t%; d’un tenseur d’ordre trois. Si I'on se donne n? quantités notées
t%;, associées a un espace vectoriel E,, qui se transforment lors d’un changement de
base de E,, selon les relations suivantes :
i AL A!moptp " AN AT Ak,

(a) ujy, = AT AT Al wn,, 5 (0) up, = A7 AL ATy, (2.41)
ces n® quantités constituent, par définition, les composantes mixtes d’un tenseur
d’ordre trois. Les formules (2.36) et (2.38) servent de méme a caractériser respec-
tivement les composantes contravariantes et covariantes des tenseurs d’ordre trois.
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Ainsi qu’on le voit, ces formules généralisent celles qui servent & définir les compo-
santes des tenseurs d’ordre deux.

Les relations précédentes font apparaitre la régle générale des formules de change-
ment de base des composantes d'un tenseur. Selon la variance des indices de ces
composantes, on utilisera les quantités A ou A’ qui définissent le changement de
base des vecteurs de E,,.

On verra par la suite que les différentes composantes d’un tenseur euclidien se cal-
culent les unes en fonctions des autres et constituent les différentes décompositions
d’un tenseur sur des bases différentes.

2.3 Exemples de tenseurs en Physique

2.3.1 Tenseur d’inertie

On donne quelques exemples de tenseurs usuels en Physique. Calculons le mo-
ment d’inertie d’'une masse ponctuelle m, située en un point M(x,y, z) par rapport
a une droite A passant par l'origine d’un référentiel cartésien Ozyz dont les vecteurs
de base sont orthonormés. Dans un tel référentiel, les composantes contravariantes
sont identiques aux composantes covariantes. Le moment d’inertie de cette masse,
située a la distance d de la droite A, est :

M =md? (2.42)

Soient a1, as, as, les cosinus directeurs de la droite A par rapport respectivement
aux axes Ox, Oy et Oz. On a :

> = (2 +y?+2%) — (mx + agy + azz)?
= 2%(1 —a?) +y*(1 — a?) + 22(1 — a2) — 2a1as0y — 2010327 — 2a2a3y2

(2.43)

Produit tensoriel du vecteur OM avec lui-méme - On voit apparaitre dans

cette derniére relation les composantes du produit tensoriel du vecteur r = OM, de

composantes x, y, z, avec lui-méme. Le moment d’inertie peut donc s’exprimer en

fonction des composantes de ce produit tensoriel.

Pour cela, introduisons les notations suivantes : ¥y = x, x5 = y, r3 = 2, et notons

ri; les composantes du produit tensoriel du vecteur r avec lui-méme, soit :

Ty = XY (244)

avec i, J = 1,2,3. En ordonnant ses composantes sous la forme d’un tableau, on
obtient pour ce produit tensoriel :

2

11 Ti12 T13 xXr Ty Iz
2
rij] = |r21 o2 ras| = |yx y? yz (2.45)
re1 T3o Ts3 x 2y 22
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C’est la matrice des composantes du tenseur. Le moment d’inertie .# = m d? de
la masse m peut donc s’écrire en fonction des composantes 7;;.
Composantes du tenseur d’inertie - Cependant I'expression de .# peut étre
mise sous une forme plus condensée. Compte tenu de la relation :

(a1)* + (ag)* + (a3)* =1 (2.46)

Pexpression de .# s’écrit, avec la convention de sommation pour i,j =1,2,3 :

% = Qa;a; Iz'j (247)

ot les 9 quantités I;; sont les composantes du tenseur moment d’inertie ou tenseur
d’inertie, qui ont pour expression :

avec 7, 7,k = 1,2, 3. C’est un tenseur d’ordre deux ainsi qu’on peut le vérifier en
effectuant un changement de base.
Si I'on permute deux indices, I'expression des composantes I;; reste inchangée :
j}-j = I;;. On dit que le tenseur est symétrique.
Ecrivons I'expression détaillée des différentes composantes ;; a 'aide des notations
classiques z, ¥y, z sous forme d’'une matrice :

Ly Ly I3 y2 + 22 -y —xz
Lyl = |Ior Iy Ios| =m | —yz 22+2° —yz (2.49)
[31 132 133 —ZT —ZzY 372 + y2

Les quantités Iy, Is9, I33, représentent les moments d’inertie par rapport aux
axes de coordonnées correspondants; les quantités I;;, pour ¢ # j, s’appellent les
produits d’inertie.

Pour un ensemble de masses my, située chancune en un point My, et formant un
systéme indéformable, on peut définir un tenseur d’inertie pour chaque masse. Le
tenseur d’inertie du systéme a alors pour composantes la somme des composantes des
tenseurs d’inertie relatifs a chacune des masses. Si l’on a une répartition continue de
masse, formant un solide, les composantes du moment d’inertie du solide s’obtiennent
par intégration sur son volume.

La donnée des composantes du tenseur d’inertie, caractérisant un solide, permet
le calcul d'une grandeur scalaire, le moment d’inertie, par rapport a une droite
quelconque dont on se donne les cosinus directeurs.

2.3.2 Tenseur vitesse de rotation instantanée d’un solide

Soit un solide, ayant un point fixe O, auquel on attache un référentiel O a'z?2®

dont les vecteurs de bases sont notés e, es, es. Etudions le mouvement de rotation
du solide, autour d’un axe instantané de rotation passant par le point O, dans un
triedre fixe de référence O uvw. Au cours de la rotation les vecteurs e; se déplacent
par rapport au triédre fixe et peuvent étre considérés comme des vecteurs dépendant
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du temps ¢, soit e;(t). Ecrivons la décomposition du vecteur dérivée de; dt sur la
base (e;), soit :

dei

dt
Composantes du tenseur vitesse de rotation instantanée - On va voir que
les quantités wg constituent les composantes mixtes d’un tenseur d’ordre deux. Pour
cela, considérons le changement de base :

—wle; ;i,j=1,2,3 (2.50)

(a) eg=Ae, ; (b) € =Ale (2.51)
Les nouvelles quantités ng sont données par la relation :
i S 1,2,3 2.52
%_wjek L) =14 ( )
Compte tenu de lexpression (Z51I))(b) des vecteurs €9, la dérivée s'écrit :
de’ d . . de;
_‘] [ — AZ, ei = AZ. ! 253
dt dt( i &) Jdt ( )

La dérivation par rapport a t ne porte pas sur les parameétres A; de changement
de base puisque ces derniers ne dépendent pas du temps. On a donc :

de;
tk 1 Al 1
w;' e = Aj o

Identifiant les coefficients des vecteurs e} dans la relation (254, on obtient :

= AL wle = (AL wl) (Al ey) (2.54)

wl = AL AF W (2.55)

Les 9 quantités wg se transforment comme les composantes mixtes d’un tenseur
d’ordre deux, selon les formules de changement de base (230)(b). Elles constituent
les composantes du tenseur vitesse de rotation instantanée du solide.

La position d'un point M (x!, 22 2%) du solide peut étre repérée par un vecteur
OM = z’e; de coordonnées 2’ fixes dans le référentiel O x'a?a3.

La vitesse v du point M s’écrit :

dOM  d(z'e;)  , de;
a at dt

Identifiant les coefficients des vecteurs e; dans cette derniére relation, on voit
que les composantes v/ du vecteur vitesse s’expriment & ’aide des composantes du
tenseur [w!] sous la forme :

— 2’ w! e (2.56)

— i a. —
V=v€ =

v = w! 2t (2.57)

Tenseur antisymétrique - Etudions les propriétés du tenseur vitesse de rotation
instantanée. Considérons pour cela une base orthonormée e;, d’orientation directe,
pour laquelle on a : €; - ; = 9;;. On peut écrire :

d(e; - e) d(e;) d(ej)
e Sl e = =0 (2.58)
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Substituons, dans cette derniére relation, 'expression (2.50) des dérivées des
vecteurs de base, on obtient :

e - (wf ek) + € - (UJ;€ ek) = wf(ei . ek) + wf(ej . ek) =0 (259)

Compte tenu de la relation d’orthonormalité entre les vecteurs de base, il vient :

wh &g, +wl 65, =0 (2.60)

soit :

w) = —w! (2.61)

Un tel tenseur est dit antisymétrique. Des 9 composantes wf , il n’y a donc que
trois d’entre elles qui caractérisent le tenseur et qui constituent ses composantes
strictes.

Vecteur rotation instantanée du solide - On pose classiquement pour les com-
posantes strictes du tenseur vitesse de rotation instantanée :

wi=r; wp=p; wy=gq (2.62)

et I'on forme le vecteur suivant :

W =pe;+qgex+reg (263)

Ce vecteur constitue un exemple de vecteur adjoint d’un tenseur antisymétrique.
Dans le cas présent, ce vecteur est appelé vecteur rotation instantanée du solide.
Compte tenu des propriétés classiques du produit vectoriel, on a :

dei
dt
La vitesse de rotation d’un point M du solide s’écrit alors :

—wAe (2.64)

cde; . .
v=ua d(jf =z'(WAe)=wA (z'e) =wAOM (2.65)

Le vecteur vitesse v peut donc s’exprimer a l'aide de deux formalismes différents,
par les formules (256]) ou (Z.65). On sait cependant que le vecteur w est un "vecteur
axial" qui nécessite une convention sur le sens de l'orientation du triédre, de méme
que le produit vectoriel. Par contre, I'utilisation du tenseur [w?!] n’introduit pas de
convention arbitraire et permet ’emploi d'un systéme d’axes quelconques.

2.3.3 Tenseurs des propriétés des milieux anisotropes

Un grand nombre de propriétés des milieux anisotropes sont représentées par
des tenseurs. Considérons par exemple le cas de la conduction électrique dans des
cristaux anisotropes ol le vecteur densité de courant, j = j'e;, est lié au vecteur
champ électrique, E = E* ey, par des relations de la forme :

ji=0LE" jik=1,2,3 (2.66)
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Les 9 quantités o}, forment les composantes du tenseur de conductivité élec-
trique.
La forme des relations (Z.60) est analogue pour de nombreuses autres propriétés
dans les milieux anisotropes. Il en est ainsi pour les transferts de chaleur par conduc-
tion ou le vecteur densité du flux thermique f a ses composantes liées au vecteur
gradient de température, gradT, par les relations :

fi= —A;i% 4,5 =1,2,3 (2.67)
Les neufs quantités )\é» constituent les composantes du tenseur de conductivité

du matériau.
Composantes mixtes - De maniére générale, considérons des relations entre deux

vecteurs x = 2’ e; et y = y* e qui s’expriment sous la forme :

at = \yF (2.68)
et étudions comment se transforment ces relations lors d’un changement de base.
On a les formules de transformation des composantes d’un vecteur données par :

(a) " =Afy" ; (b) 27 = A7 & (2.69)

Substituons les relations (2.68)) et (Z.69)(a) dans 'expression (2:69)(b), il vient :

g = AV 2t = AT yF) = AT NL(AR 1) = (A7 XL AF) 4! (2.70)

D’autre part, la forme de la relation (2.68) doit étre indépendante de la base

choisie (afin de représenter une loi physique) et 'on a pour les nouvelles compo-

santes :

2 = A7y (2.71)

Comparant les relations (270) et (Z7I), on obtient par identifications des
coefficients de 3" :

N = (A7 AP X, (2.72)

Les quantités \¢ se transforment comme les composantes mixtes d’un tenseur

d’ordre deux. Ce type de tenseur permet de caractériser de nombreuses propriétés
des matériaux anisotropes.

2.4 Exercices résolus

Exercice 2.1

On effectue un changement de base d’un espace vectoriel Fy, défini par :

/ /
e;=3e1+ey ; ey, =—e;+2ey

1. Partant de la définition des composantes covariantes du tenseur fondamental,
calculer ses nouvelles composantes g;; en fonction des anciennes.
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2. Vérifier les résultats en utilisant la formule générale (2.28).b de changement
de base.

Solutions

1. Les composantes covariantes du tenseur fondamental dans la nouvelle base
. Y Y / s
sont données par : g;; = €; - €;, soit :

gl =€) - ey =(3er+ex)’ =9(e1)’ +6(e1 - e2) + (e2)* =9 g1 + 6912+ goo

G2 = =391 +5912+292 =gy ; Goy =911 — 4 g12 + 4 g2
2. La formule ([34]) de changement de base d’un vecteur :

el = Ape;
donne dans le cas présent : Aj=3; A?=1; Al=-1; A2=2
La formule de changement de base (2.28).b d’un tenseur d’ordre deux :

ty = Ag Al 1

nous donne, par exemple :

g = Ai A% g1+ Ai A% g2 + A% A% 921 + A% A% 922 = 9911 + 6 g12 + g2

On vérifie de méme les autres expressions de g;;.

Exercice 2.2

On considére un espace vectoriel E3 a trois dimensions. Partant de la formule
CI0D) : gix g™ = d,;, démontrer que pour des vecteurs de base orthogonaux, on a :

1
g = — lorsque i =k
Gik

Solutions

Selon la formule (LI02) : gix g™ = ;;, pour i = j = 1, on obtient :

g1 9" + 9129 +g136% =1

Si les vecteurs de base sont orthogonaux, on a : g1 = go1 = 0; g13 = g31 = 0; il
reste donc :

g11 911 =1 dou 911 =

) 1
On démontre de méme les autres relations : ¢?? = —; ¢ = —
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Exercice 2.3

Soit un espace vectoriel Ey ayant pour base {ey, e3}. On considére deux vecteurs :
x=4e;+3e; et y=e;+5es.

1. Déterminer les composantes contravariantes du produit tensoriel de x par y.
Ecrire la matrice de ce tenseur sur la base {e1,e2}.

2. On effectue un changement de base défini par :

€| |cosa sina| |e;
ey —sina cosa ey
Déterminer les nouvelles composantes contravariantes du produit tensoriel.

3. Ecrire la matrice du produit tensoriel pour o = 7/2.

Solutions

1. Les vecteurs X et y ont pour composantes contravariantes respectives : 1 =

42% =3, y' =1, y> = 5. Notons u” = z'y’ les composantes contravariantes
du produit tensoriel de x par y; il vient :

La matrice du produit tensoriel est donnée par :

[ Z]] . Ull U12 . 4 20
T w2 T3 15
2. Dans la formule (2.I8) de transformation des composantes :

u™ = AF A;»l ut (2.73)

les quantités A% sont données par la matrice de changement de base. On a :

Al =cosa ; Al = —sina ; Al =sina ; A} =cosa (2.74)
d’ou :
W= AT AT AT AT 12 AT AT 2 AT AL 2 (2.75)
= 4cos® o + 23 cos asin v + 15sin? o (2.76)
u* = 11sin o cos a + 20 cos® a — 3sin® (2.77)
u*' = 11sin avcos a — 20 sin® v + 3 cos® av (2.78)
u™ = 4sin® o — 23sina cosa + 15 cos® a (2.79)
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3. Sia=mn/2,ona:cosa=0,sina=1, dou la matrice du tenseur :
[ulij] _ u/ll u/12 _ 15 -3
u/21 u/22 —20 4
Exercice 2.4

On considére dans I'espace géométrique ordinaire, de coordonnées cartésiennes
x,y, z, un ellipsoide centré sur 'origine et dont les axes coincident avec ceux du réfé-
rentiel cartésien (Fig. 210). Si a, b, ¢ sont les longueurs des demi-axes de ellipsoide,
son équation est :

ZA
x3
C
2
b
>v
& a
X
x1
FIGURE 2.1.

1. Onnote 2!, 22, 23 les nouvelles coordonnées du référentiel cartésien aprés une
rotation arbitraire autour de 'origine. Montrer que I’équation de I'ellipsoide,
dans ce nouveau repére, peut se mettre sous la forme :

aj;r'x? =1
avec a;; = aj; et 1,57 =1,2,3.

2. Démontrer que les quantités a;; sont les composantes covariantes d’'un tenseur.

Solutions

1. La rotation du référentiel est équivalent & un changement de base. Notons
x,y, z les composantes d'un vecteur OM ;on a, selon la formule (L38)) :

r=AL2" . y=Ala" ; 2= A"

L’équation de l'ellipsoide devient aprés le changement de référentiel :
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T 20 O
a b2 c?

Développons I'expression (Af 2%)? par exemple; il vient :

(A 2%)? = (Aj 2! + Aj2® + A} 2%)?

= (Ala")2 4 (ALa®)2 4+ (AL 2?2 42 At AL a2 12 Al 2t AL 23 + 2 AL 22 Al 23
(A; 2 3 1 2 1 3 2 3
Regroupons tous les termes, on obtient une équation de la forme :

aijz' ) =1 avec, par exemple ay; = (Aj/a)® + (A7/b)* + (A3/c)?

On vérifie aisément que les coefficients sont symétriques, c’est-a-dire tels que :
Ai5 = Ajs.

Etudions comment se transforment les coefficients a,; lors d’un changement,
quelconque de base. Notons 2 les nouvelles composantes d'un vecteur OM ;
on a: x' = Al 2’F. L’équation de Dellipsoide s’écrit dans le nouveau systéme
de coordonnées :

m 1k m 1

bl — g AL 2'F AT — 4 —
a;; ') = a;; A" AL 2" = ap,, v " =

Dans le nouveau systéme d’axes, les coefficients de 1’ellipsoide sont donnés
par :

ro g AT AT
a’km_a'Z]AkAm

C’est la formule de transformation (2.28)) des composantes covariantes d’un
tenseur d’ordre deux. On dira que la surface représentée par I'équation a;; 2" 7 =
1 est lellipsoide représentatif du tenseur a;; (en pratique, on désigne souvent
un tenseur par 'expression générale de ses composantes).

Exercice 2.5

On considére un tétraédre OABC (Fig. 22) constitué d’un milieu continu, fluide

ou solid, situé a 'intérieur de ce milieu et supposé en équilibre statique. Chaque face
du tétraédre est soumise & une force interne due au milieu lui-méme et proportion-
nelle & 'aire de sa surface. On note les aires des faces :

S; = S(OBC) ; S,=S(0OAC)

Sy = S(OAB) ; S,=S(ABC)

Soit n un vecteur unitaire orthogonal a la face ABC, dirigé de l'intérieur
vers l'extérieur du tétraedre. Déterminer les composantes n; du vecteur n en
fonction des aires des faces du tétraédre.
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FIGURE 2.2.

2. Notons fj la force qui s’exerce sur une face d’aire S; ,7 = 1,2,3 ; ses compo-
santes sont notées, suivant les axes orthogonaux Oux; :

fli = 071; SZ ; f2i = 09; SZ ; f3i = 03; SZ avec Z = 1,2, 3
Soit F la force qui s’exerce par unité d’aire (F est appelée la contrainte) sur
la face ABC' et soit F; ses composantes. En écrivant I’équilibre des forces qui
s’exercent sur les quatres faces du tétraédre, montrer qu’on a :
E:Uijnj ; iaj:1a2>3

Que peut-on en déduire pour les neufs quantités o;; 7

Solutions

1. Les aires S; sont égales a la projection de 'aire ABC' sur le ¢ plan. Si 'on
note St le vecteur orthogonal & la surface ABC, de longueur égale a St et
dirigé de I'intérieur du tétraedre vers 'extérieur, on a :

St =511+ S5j+ S3k

ou i, j, k sont les vecteurs de base orthonormés. Le vecteur n a donc pour
composantes :

n1251/5T ; n2:S2/ST ; n3:S3/ST

2. L’équilibre des forces du milieu s’exprime, pour les composants selon 1’axe
Oz, par :
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Fy St = fui + fiz + fis = 011 S1 + 01252 + 013 S5

d’ou : F1 =011 N1 + 019N9 + 013N3
On obtient de méme :

Fy =o091m1 +00ns+0n3 3  Fz=o031n1 + 03209 + 03373

Finalement, on a :

E:UZJn] ; Zaj:17273

On obtient une relation entre deux vecteurs F et n de la forme (2.68]). Nous
avons vu que les quantités o;; se transforment dans ce cas comme les compo-
santes mixtes d'un tenseur d’ordre deux, selon la relation (2.72)). Pour des vec-
teurs de base quelconques, les quantités o;; doivent étre écrites a;'». Le tenseur
o} est appelé le tenseur des contraintes. Le terme de tenseur vient précisément
de I'étude des tensions internes existant au sein des milieux continus.

Exercice 2.6

L’expression des composantes I;; du tenseur d’inertie d’une particule de masse
m par rapport & un axe passant par l'origine d’un référentiel cartésien K, est donnée

par la formule (248]).

1.

Déterminer 'expression du moment d’inertie .4, de la particule par rapport
a un axe U quelconque, caractérisé par le vecteur unité u, en fonction des I;;
et des composantes u; de u.

Utilisant l'expression (2.48) des composantes I;;, montrer que .4, peut
s’écrire sous la forme :

My =m[r* — (r - u)?

ol r est le rayon vecteur partant du point d’origine O situé sur I'axe U et
aboutissant au point M ou se trouve la particule.

Montrer que ’énergie cinétique 7' d’une particule en rotation par rapport a
un point fixe P, avec une vitesse angulaire instantanée w est donnée par :

1
T = 5//@0)2

ou .#, est le moment d’inertie de la particule par rapport a I’axe instantané
de rotation de direction w. Exprimer 7" en fonction des composantes I;;.
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Solutions

1.

Le moment d’inertie de la particule dans un autre référentiel cartésien K’ a
la méme forme que celui donné par (2.47), & savoir :

. ! ! .
My = a; a; 1

ot les aj, sont les cosinus directeurs de la droite portant le vecteur u. Mais les
aj, sont donnés par :

a;:u-ik:uk

ol les vecteurs iy, kK =1, 2,3, sont les vecteurs unitaires de base du référentiel
K’. On a donc :

Notons zy, k= 1,2,3,les composantes de r. Les expressions (2.47)) des com-
posantes I;;, substituées dans la formule ci-dessus de .#,, donnent :

2
My = m [z x — (Tg ug)?
Le carré du rayon vecteur : r? = x;, 7, ainsi que le produit scalaire : r - u = xj, uy,

permettent d’écrire I'expression de .#, sous la forme demandée :

My =m[r* — (r - u)?

Soit r le rayon vecteur ayant pour origine le point P et soit v la vitesse
instantanée de la particule. Son énergie cinétique est :

1 1
T:§mvzz§m(w x r)?

Utilisant les propriétés du produit scalaire et du double produit vectoriel, il
vient :

1 1
Tzémw(r X w X r):§m[r2w2—(r - w)?

Le vecteur w ayant un module w égal a la vitesse angulaire, utilisons le vecteur
unitaire :

w
Wy = —
w

Il vient :

1
T = §mw2[r2 —(r - wp)?]

L’expression du moment d’inertie .#,, apparait dans 1’énergie cinétique ci-
dessus, d’ou :
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1
T == #,u"
5 w
L utilisation de ’expression du moment d’inertie dans le (1) donne alors :

1 1
T: 5%(00&}2: élijwmwojw2: éfijwiwj

ot les wy, k = 1,2, 3, sont les composantes de w et les I;;, les composantes du
tenseur d’inertie par rapport au point P.

Exercice 2.7

Sous l'effet d'une contrainte, certains cristaux sont le siége d’un moment élec-
trique dont l'intensité est proportionnelle & la contrainte appliquée. C’est [’effet
piézo-€lectrique direct. Les calculs suivants sont a effectuer dans des référentiels car-
tésiens.

1.

En général, un état de contrainte est représenté par un tenseur d’ordre deux a
neuf composantes (voir exercice 2.5). La polarisation électrique P d’un cristal
est représentée par un vecteur a trois composantes P;. Chaque composante
est liée linéairement a toutes les composantes o0;; du tenseur des contraintes.
Ecrire explicitement la relation entre P; et les composantes Oij-

Ecrire la relation générale pour les composantes P; du vecteur polarisation
P.

Démontrer que les coefficients de proportionnalité entre les composantes de
P et celles de o;; forment un tenseur d’ordre trois.

Solutions

1.

Dans un référentiel cartésien, les différents types de composantes des ten-
seurs sont confondus. La composante P; étant liée linéairement a toutes les
composantes o0;;, on a une relation de la forme :

Py = dy1, 01 + diog 0o + disi o3, 3 K=1,2,3 (2.80)

ot les coefficients d;;, sont des constantes.

Sous une forme plus condensée, la relation (2.80) ci-dessus peut s’écrire :

P = dljk Ok (2-81)

Remplacant dans la relation (281]), 'indice 1 par un indice quelconque, [ par
exemple, valant 1,2 ou 3, on obtient :

o7



3.

Notons o;; les composantes du tenseur des contraintes dans un nouveau réfé-
rentiel d’axes Ox),. La polarisation devient P' dans le nouveau systéme d’axes.
La forme générale des équations (2:82)) est la méme, quels que soient les axes
de référence, afin de représenter une méme loi physique. On peut donc écrire :

Pl =d, o) (2.83)

2

Les composantes du vecteur polarisation P sont liées entre elles dans les deux
référentiels, selon la formule (IL37), par :

P/ = AP, (2.84)

Lors d’un changement de référentiel, les o7; sont liés aux oy, selon la formule

(2.28), par :
On = AL AV ol (2.85)
Reportant les relations (2.82) et (2.85) dans l'expression (2.84]), il vient :
P! = A} Py = A} dipn O = Al diyn A, ALY 0%, (2.86)

Comparant les relations (2.83) et (280, on obtient par identification des
coefficients :

I Al Al ATk
ijk — Al Am An dlmn

On retrouve la propriété de changement de base d’un tenseur d’ordre trois don-
née par la formule (Z4T]) en tenant compte du fait que les composantes mixtes,
covariantes et contravariantes sont confondues pour des repéres cartésiens.
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Chapitre 3

Algébre tensorielle

3.1 Tenseur d’ordre deux

3.1.1 Introduction

Au cours du chapitre précédent, nous avons utilisé des systémes de n? nombres, créés
a partir d’un espace vectoriel F,. Lorsque ces nombres vérifient certaines relations
de changement de base, on a appelé ces grandeurs, par définition, les composantes
d’un tenseur.

Nous avons vu que toute combinaison linéaire de ces composantes constitue les com-
posantes d’autres tenseurs. On peut donc additionner entre elles les composantes des
tenseurs ainsi que les multiplier par des scalaires, pour obtenir d’autres composantes
de tenseur. Ces propriétés d’addition et de multiplication font que 'on va pouvoir
utiliser ces grandeurs tensorielles comme composantes de vecteurs.

D’un point de vue pratique, on pourrait se contenter de définir les tenseurs a partir
des relations de transformation de leurs composantes lors d’un changement de base.
C’est ce qui est souvent fait en Physique. Cependant, la définition des tenseurs sous
forme de vecteurs conduit & une meilleure compréhension de leurs propriétés et les
rattache a la théorie générale des vecteurs.

3.1.2 Exemple de tenseur : produit tensoriel de triplets de
nombres

Pour préciser comment on définit un tenseur sur une base, étudions le cas d’un pro-
duit tensoriel de deux vecteurs constitués par des triplets de nombres. Considérons
I’espace vectoriel euclidien Fs3, dont les vecteurs sont des triplets de nombres de la

forme : x = (21,22, 2%). La base orthonormée de Ej3 est formée des trois vecteurs :

€ = (51ia52i>53i) ; 1=1,2,3 (3-1)

Des vecteurs de F3 : x = z'e; et y = 1y’ e;, permettent de former les neuf
quantités z° ¢’ que 1'on a appelées, au cours du chapitre précédent, les composantes
du produit tensoriel des vecteurs x et y.

Si I'on effectue tous les produits tensoriels possibles entre vecteurs de Ej3, on obtient
des suites de neufs nombres qui peuvent servir a définir les vecteurs suivants :
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U= (xl ylwrl y2ax1 yga"wxgyg) (32)

éléments d’'un espace vectoriel Fy a neuf dimensions, ayant pour éléments tous
les multiplets formés de neuf nombres.
Ces vecteurs peuvent étre décomposés, par exemple, sur la base orthonormeée :

ek — (5lka§2k7 ...,§9k) ; k= 1, 2, ceey 9 (33)

Pour écrire les vecteurs U sur cette base, renuméterons les quantités x y? selon
)
la place qu’elles occupent dans Pexpression (B.2), soit :

oy =u =t k=1,2,...,9 ; i,j=1,2,3 (3.4)

On peut déduire la valeur de k avec la relation suivante : k =4+ 3(j — 1). Les
vecteurs U s’écrivent alors :

U = uk Ck (35)

et constituent un exemple de tenseurs d’ordre deux.

En quoi ces tenseurs U différent-ils des vecteurs ordinaires ? Ils sont certes iden-
tiques a certains vecteurs de Fy mais ils ont été formés & partir des vecteurs x et y
de E3. Pour rappeler ce fait, on les notes :

U=xQ®y (3.6)

et ils sont appelés produit tensoriel des vecteurs x et y. Le symbole ® est donc
défini par la maniére dont on a formé les quantités u = 2°y’ et Pordre dans lequel
on les a classés pour former le vecteur U.
Ainsi qu’on le verra par la suite, tous les vecteurs de Ey ne sont pas des produits
tensoriels mais tous les éléments de Ey peuvent étre mis sous la forme d’'une somme
de produits tensoriels. On appellera également tenseur les sommes de produits ten-
soriels.
Base associée - Le classement des quantités z° ¢’ que I'on a choisi pour définir le
vecteur X ® y est évidemment arbitraire, mais une fois qu’il a été réalisé, ce classe-
ment affecte chaque nombre z°¢? & un vecteur de base e, déterminé.
Ainsi, 2'y' constitue la composante du vecteur U relative au vecteur de base
e = (1,0,...,0), 2t y2 est celle relative a ez = (0,1,0,...,0), etc. Pour rappeler
la dépendance entre une quantité 2’ y/ = u* et le vecteur de base ¢ auquel il est af-
fecté, renumérotons ces vecteurs en mettant a la place de 'indice k les deux indices,
i et j, relatifs aux composantes, soit ex = ¢;5, avec k =12a9;¢,7=1a 3.
Les indices 7 et j étant ceux des vecteurs de base de F3, on peut dire qu’a chaque
couple (e;, €;) on a associé un vecteur ¢;;. Ce dernier peut étre noté sous la forme :

eij = X® ej (37)

et est appelé le produit tensoriel des vecteurs e; et e; .
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Les vecteurs e; ® e; constituent une base de Ey qui est appelée la base associée
a la base e;. Dans cet exemple, on a donc :

e;®e; = (1,0,0,0,0,0,0,0,0) ; e; ®ey=(0,1,0,0,0,0,0,0,0) (3.8)

Les relations (B3) a (B7) nous permettent finalement d’écrire le produit ten-
soriel des vecteurs x et y sous la forme :
xRy =121y =(1"e) @ (1 &) = 2"y (&1 ® ;) (3.9)
Produit tensoriel d’espaces vectoriels - L’espace vectoriel Eqy est doté d’une
structure plus précise que celle de simple espace vectoriel de dimension 9 lorsqu’on
définit les produits tensoriels e; ® e; comme constituant la base de Ey. On dit que
Ey est doté d’une structure de produit tensoriel.
Afin de bien mettre en évidence cette structure, on écrit cet espace, identique & Fy,

sous la forme F3 ® Ej et il est appelé le produit tensoriel de ’espace Ej3, par
P’espace FEj3. Tous les éléments de F3 ® E3 sont appelés des tenseurs.

3.1.3 Propriétés du produit tensoriel

Etudions, a partir de 'exemple précédent, les propriétés du produit tensoriel de
deux vecteurs résultant de la relation (3.9), a savoir :

(]Ji ei) ® (yj ej) = $i yj (ei & ej) (310)

On a les propriétés suivantes :
PT1 - Distributivité, a gauche et a droite, par rapport a ’addition des vecteurs :

(x+y)Rz=xRz2+yRz (3.11)

XR(y+2)=xQy+xQ12z (3.12)

La démonstration de ces propriétés est simple compte tenu de la relation (310 :
on a par exemple :

(x+y)®z = (;piei+yiei)®zklek:(xi+yi)ei®z’“ek:(xi+yi)zk(ei®ek)
= 2 (e ty(eiRen) =xRz+yRz

PT2 - Associativité avec la multiplication par une grandeur scalaire :

AX)®y=x0Ay=A(xQYy) (3.13)

On a en effet :

Mx)Ry=MN\r'e) @y e= 1"y (e;®e) = \(x®y) (3.14)
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3.1.4 Définition du produit tensoriel de deux espaces vecto-
riels

De méme qu’on a défini les espaces vectoriels, au cours du premier chapitre, uni-
quement & partir des propriétés opératoires entre vecteurs, on va définir le produit
tensoriel de deux espaces vectoriels a partir des propriétés précédentes.

Pour cela, donnons-nous deux espaces vectoriels F,, et F;, de dimensions respectives
n et m. Notons x,X;,Xs,... les vecteurs de F, et y,y1,y2,... les vecteurs de F}, de
bases respectives (e;) et (fj).

Choisissons arbitrairement un autre espace vectoriel E,,,, de dimension nm dont les
vecteurs de base sont ¢, k = 1,2, ...,nm. A tout couple de vecteurs (x,y) faisons
lui correspondre un élément de E,,, noté x ®y, tel que cette loi de correspondance
vérifie les propriétés suivantes :

PT1 - Elle est distributive, & gauche et a droite, par rapport a I'addition vectorielle :

(X1 +%2) Oy =X1 QY + X2 @y (3.15)

X®(y14Y2) =XQy1 +X®Y2 (3.16)

PT2 - Elle est associative par rapport a la multiplication par un scalaire :

AX)Ry=x@\y=A(xQYy) (3.17

)
PT3 - Lorsqu’on a choisi une base dans chacun des espaces vectoriels, (e, ea, ..., €y)
pour E,, (f1,fs,....f,) pour F,, les nm éléments de E,,, que 'on note (e; ® fj),
forment une base de E,,,,.

Lorsqu’il en est ainsi, I’espace vectoriel E,,,,, muni de cette loi de correspondance,
est noté F, ® F,, et appelé produit tensoriel des espaces vectoriels F,, et F,,.
L’élément x ® y de F, ® E,, est appelé le produit tensoriel des vecteurs x et
y. La base formée par les vecteurs e; @ f; est la base associée aux bases (e;) et (f5).
L’exemple du produit tensoriel de triplets de nombres, donné précédemment, montre
que le produit tensoriel que 1'on vient de définir existe. En pratique, on n’utilisera
plus le mode de construction détaillé dans cet exemple mais uniquement les proprié-
tés du produit tensoriel et de ses composantes.

Remarque - De par sa qualité d’espace vectoriel, E,, ® F,, se confond en tant
qu’ensemble d’éléments avec ’espace vectoriel E,,,, mais il s’en distingue en tant
qu’espace doté d’une structure associative supplémentaire. De ce point de vue, on
dit que E,,, constitue le support de F,, ® F,,.

On va voir par la suite que tous les éléments de F,, ® F,, ne sont pas des produits

tensoriels mais, dans ce cas, qu’ils sont nécessairement des sommes de produits ten-
soriels qui constituent des tenseurs.
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La définition du produit tensoriel de deux espaces vectoriels s’applique aussi bien
aux espaces de dimension finie qu’infinie. En particulier, I'un des espaces peut étre
de dimension infinie et ’autre finie.

On va montrer que les éléments x ® y, définis par les axiomes ci-dessus, s’ex-
priment nécessairement en fonction des composantes respectives des vecteurs x et y,
sous la forme (BI0), ce qui a priori est évident puisque les propriétés de définition
de x ® y sont préisémment celles de la relation (B10).

3.1.5 Expression analytique du produit tensoriel de deux vec-
teurs

Recherchons une expression de x ® y en fonction des composantes de chacun
des vecteurs. Choisissons dans les espaces vectoriels E,,F,, et E, ® F,, des bases
quelconques (e€;), (fi) et (e;5), out 'indice ¢ prend les valeurs de 1 & n et 'indice j des
valeurs de 1 a m. Par suite de la proprié¢té PT3, on peut poser : ¢;; = €; ® fj.

Choisissons d’autre part deux vecteurs quelconques : x = z' e; de E, et y = ¢’ f;
de F,,, et effectuons le produit tensoriel de ces deux vecteurs en tenant compte des
axiomes de définition (B.I0) a (B.I7), il vient :

xQy=(7"e;) @ (Y ) = 2"y (e @ ;) = 2" y/¢j; (3.18)

avec i = 1 amn;j =1am. Les quantités 2’ ¢’/ sont nécessairement les compo-
santes du produit tensoriel x ® y décomposé sur la base formé des vecteurs e; ® fj.

Réciproquement, la loi de composition des vecteurs x et y donné par (B.I])
vérifie les propriétés PT1 et PT2. En est-il de méme pour la propriété PT3 7

Bases associées - Pour vérifier la propriété PT3, il faut démontrer que si l'on a
choisi une base e; ® fi. de I'espace produit tensoriel F,, ® F},, ot les vecteurs e; et f;
constitue respectivement des bases de E,, et F,,, toute autre base quelqconque (€})
de E, et (fy) de F,, permet d’obtenir également une base de E,, ® F,,.

Pour le démontrer, décomposons les vecteurs e; et f; sur ces nouvelles bases, soit :

e;=Ael ; fj=Bf] (3.19)

avec i,k =1 anet j,l =1 am. Les vecteurs U de I'espace produit tensoriel
E, ® F,, s’écrivent sous la forme :

U =u” (Al e) ® (B/ f]) = u” A} B (e}, ® ) (3.20)

Le vecteur U s’exprime comme une combinaison linéaire des éléments (e} ®f]). Si
U = 0, les composantes 1" sont toutes nulles et la relation ([3.20) montre que les nm
¢léments (e ®f]) sont linéairement indépendants. Les vecteurs (e} @ f]) constituent
donc une nouvelle base de F,, ® F,, ; ces vecteurs forment la base associée aux bases

(e et (£)).
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3.1.6 Eléments d’un espace produit tensoriel

Précisons de nouveau que 'espace E, ® F,, est formé, par définition, de tous les
vecteurs qui appartiennent a l’espace support F,,, qui a été muni d’'une structure
d’espace tensoriel. Tous les vecteurs de F, ® F,, sont-ils des produits tensoriels?
En d’autres termes, étant donné un vecteur U = u* ¢, de E, ® F,,, peut-on trouver
deux vecteurs x = z'e; de E, et y = ¢/ fj de F,,, tels que : U=x®Yy.

Systéme incompatible : Pour étudier ce probléme, numérotons différemment les
composantes du vecteur U en écrivant :

U= uk ek — uij (ei X f:]) (321)

avec k=1anm;i=1an;j=1am. Pour vérifier la relation :

U=x@y=2y (e ®@fj) = u’ (e; @) (3.22)

il faut déterminer les (n 4+ m) inconnues z' et y/ a partir des nm équations :

iyl =Y (3.23)

ce qui est en général impossible car on aura plus d’équations que d’inconnues.

Examinons par exemple, le cas n = m = 2. On a quatre inconnues et quatre
équations de la forme (B.23) avec i, j = 1, 2. Effectuons le rapport entre deux de ces
équations, on obtient par exemple :

1 11 U21

y v _ (3.24)

ul2 u22

Ces relations imposent une condition de compatibilité entre les %, condition qui
ne sera pas vérifiée en général pour un vecteur quelconque de E, ® F,.

En conclusion, il existe d’autres vecteurs de F,, ® F;,, qui ne sont pas des produits
tensoriels de deux vecteurs et nous allons voir que ce sont des sommes de produits
tensoriels.

Somme de produits tensoriels - Tous les vecteurs U de 'espace E,, ® F,,, peuvent
s’écrire sous la forme (B.21]). Utilisant la définition du produit tensoriel, on a :

U=u"(e;®@fj) = (u” &) @ (3.25)
avec i = 1 an, j = 1 am. Les m termes u" e; représentent m vecteurs de E, tels

que x; = u €;. Tout vecteur U de E,, ® F,, peut donc s’écrire sous la forme d’une
somme de m termes :

Tous les éléments de E,®F,, sont donc des sommes d’au plus m produits
tensoriels de deux vecteurs de la forme (3.20]) et ses éléments sont appelés
des tenseurs d’ordre deux.
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3.1.7 Produit tensoriel de deux espaces vectoriels identiques

En pratique, on a trés souvent a utiliser des tenseurs formés a partir de vecteurs
appartenant & des espaces vectoriels F,, identiques. Dans ce cas, les produits tenso-
riels d’ordre deux sont formeés a partir des vecteurs x = z'e; et y = ¢/ e; de E,, et
s’écrivent sous la forme :

U=xQy =1y (e ®ej) (3.27)
ou les vecteurs e; sont les vecteurs de base de E,,. Le produit tensoriel de E,, par

lui-méme est noté F,, ® F, ou encore Er(?).

Non-commutativité du produit tensoriel - Si 'on considére deux espaces vec-
toriels £, et F, identiques, les produits tensoriels (e; ® €;) sont des vecteurs de base
de l'espace E, ® E, et il en est de méme pour (e; ® €;). Deux vecteurs de base ne
pouvant étre identiques, il en résulte que le produit tensoriel des vecteurs e; et
e; n’est pas commutatif.

Il en est de méme pour tout produit tensoriel de deux vecteurs quelconques x = z° e;
et y =y’ ¢; de E,. Les produits tensoriels suivants :

xRy=219(e;®ej) et yox=1y 1 (e® e) (3.28)
sont différents puisqu’on a par exemple :

.fl?l y2 (el X 62) 7£ y2 .Z'l (ez X el) (329)

par suite de la non-commutativité du produit tensoriel des vecteurs e; et e,.
Changement de base - En tant qu’éléments d'un espace E, ® FE,, un tenseur U
est un vecteur de la forme générale :

U=1u" (&g ® &) (3.30)
Etudions ses proriétés vis-a-vis d’'un changement de base de E, tel que :
(a) ei=Alel 5 (b) e = A} e (3.31)

Lors d'un tel changement, la base (e; ® €;) associée a e; devient une autre base
(e} ® €]) associée a e}, Savoir :

e, e = (Al e) ® (Al ej) = (AL A) e; ® e; (3.32)

Par suite, le produit tensoriel U donné par (B3.3) a pour composantes dans la
nouvelle base :

U=1u"(e} @e]) = u™ AL Al (e; @ e5) = u" (¢; @ &) (3.33)

On obtient donc par identification :

u? = Al Al ™ (3.34)
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Les composantes u* vérifient la relation (2.28))(a) de transformation des com-
posantes lors d'un changement de base. On retrouve la méme formule de transfor-
mation mais en partant des expressions de changement de base des vecteurs de base
de 'espace produit tensoriel.

3.2 Tenseurs d’ordre quelconque

3.2.1 Produit tensoriel de plusieurs vecteurs

Ayant défini le produit tensoriel de deux vecteurs, on peut passer, de proche en
proche, au produit tensoriel d’'un nombre quelconque de vecteurs.

Associativité du produit tensoriel - Considérons trois vecteurs X,y et z appar-
tenant respectivement a des espaces vectoriels E,,F,, et G,. Un premier produit
tensoriel entre x et y nous donne 1'élément U = x ®y de 'espace vectoriel E, ® F,.
On peut ensuite multiplier tensoriellement U par z et ’on obtient un nouveau vec-
teur V| tel que :

V=URz=xQy)Qz (3.35)

D’autre part, on peut également former le produit tensoriel (y ®z) puis multiplier
tensoriellement x par (y ®z) ; on obtient un vecteur x® (y ®z). Pour avoir I’égalité :

xRy)®z=x3 (y®2) (3.36)

il faut supposer que le produit tensoriel est associatif, ce que 'on pose
comme axiome supplémentaire pour la définition des tenseurs d’ordre quelconque.

Le produit tensoriel de trois vecteurs est alors noté x ® y ® z et représente la
valeur commune des deux membres de la relation (3.30]).
Décomposition sur une base - Sil'on a x = 2’ e;, y = ¢/ fj, z = 2¥ gy, le produit
tensoriel de ces trois vecteurs qui est & présent associatif, s’écrit :

x@yez = xQy)@z=1"y (af) @ (g =2"y 2 (e @ f;) @ g
= o'y F (e @ gi)
Il suffit d’imposer ’associativité du produit tensoriel des vecteurs de base pour
assurer 1’associativité du produit tensoriel de vecteurs quelconques.

Produit tensoriel d’un nombre quelconque de vecteurs - De proche en proche,
compte tenu de 'associativité du produit tensoriel, on peut considérer p vecteurs
X1,Xa2, ..., Xp appartenant chacun a des espaces vectoriels différents E, , E,,, ..., E, .
Silona:x; =12 e, Xa = 22 e,,..., on peut former le produit tensoriel :

X1 ®Xp ® ... ®Xp = 2" 7.2 (e, R ey, ®... ®ey) (3.37)

avec i1 =1l ang,ia=1any,.. 7 =1an,.
On obtient des produits tensoriels d’ordre p appartenant a ’espace vectoriel E,,, ®

66



E,,®..®E,,, espace qui est muni d’une structure de produit tensoriel. Les éléments
de cet espace constituent des tenseurs d’ordre p.

3.2.2 Produit tensoriel d’espaces identiques

En pratique, on a souvent a utiliser des tenseurs formés a partir de vecteurs appar-
tenant a des espaces vectoriels F,, identiques.

Produit tensoriel de p vecteurs - De maniére générale, on pourra former ’espace
E,(f ) correspondant & p fois la multiplication tensorielle de ’espace FE,, par lui-méme,
soit :

EPY=E,®FE,®..0E, (3.38)

Sil'on note a présent p vecteurs de E,, sous la forme : x; = 2" €;,, X2 = 22 €;,,...,

)

les produits tensoriels de EY sont des tenseurs d’ordre p de la forme :

X1 ® Xy ® ... ®%Xp = 2" 2227 (61, ® €, R ... ® ;) (3.39)

avec i, 12, ...,0, = 1 an.

Somme de produits tensoriels - Tous les éléments d’un espace produit tensoriel
E® ne sont pas des produits tensoriels ainsi qu’on ’a vu précédemment. On peut
généraliser la décomposition que 'on a faite pour les tenseurs d’ordre deux, selon les
formules B2I) et (B22]), pour des tenseurs d’ordre quelconque. Tous les vecteurs

U de 'espace ET(LP ) peuvent s’écrire sous la forme :

U = uil iz ip (eil X €i, X ... eip) = (uil R eil) X (eiz RK...Q eip) (340)

avec i1, lg, ..., = 1,2, ..., n.
On a n?~! termes de la forme (u 2 ¢;,) si Pon considére toutes les valeurs pos-
sibles pour les (p — 1) indices iy, io, ..., i,. Ces termes sont des vecteurs de E,, de la
forme :

U =yl ey (3.41)

ig...ip

Tout vecteur de ET(LP ) peut donc s’écrire sous la forme d'une somme de nP~!
produits tensoriels, soit :

U=U, .5, ®@(€,0..Q¢,) (3.42)

La sommation s’effectuant sur les (p — 1) indices 49, i3, ..., i,. Tous les éléments
de E,(f ) sont donc des sommes d’au plus nP~! produits tensoriels de p vecteurs.
La notation générale, pour des tenseurs d’ordre p, étant assez lourde, on se contentera
| to d \derer d £ E® 14 eenéralisation @
par la suite de considérer des espaces En’ ou Lky ', la généralisation étant souvent
évidente pour des espaces d’ordre plus élevé.
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3.2.3 Classification des tenseurs

Tous les tenseurs sont des éléments d’un espace vectoriel muni d’une
structure de produit tensoriel. Ce sont donc des vecteurs. La création d’une
structure de produit tensoriel met en jeu un certain nombre p d’espaces vectoriels
plus "élémentaires". C’est ce nombre p qui détermine I'ordre d’un tenseur.

Afin d’unifier la classification, les espaces vectoriels élémentaires, non munis d’une
structure de produit tensoriel, peuvent étre considérés comme ayant pour éléments
des tenseurs d’ordre un. En général, on appellera ces éléments des vecteurs réser-
vant le nom de tenseurs a des éléments d’espaces tensoriels d’ordre égal ou supérieur
a deux.

Il est commode d’appeler tenseurs d’ordre zéro les grandeurs scalaires.

3.3 Produit scalaire

Les espaces produits tensoriels EP ), étant des espaces vectoriels, tous les résultats
obtenus au chapitre Premier leur sont applicables. En particulier, les espaces produits
tensoriels deviennent pré-euclidiens lorsqu’on les munit d’un produit scalaire ainsi
qu’on va le faire maintenant.

3.3.1 Produit scalaire d’un produit tensoriel par un vecteur
de base

On suppose que l'espace vectoriel F,, est pré-euclidien; sur ses vecteurs de base e;
est défini un produit scalaire noté : e; - e; = g;;. Il en résulte que les composantes
contravariantes x* et covariantes x; d'un vecteur quelconque x de FE, sont liées par

la relation (L70) :

Considérons a présent le cas d'un espace tensoriel EP pour la suite des démons-
trations, la généralisation & un espace EP se faisant ensuite facilement. Soit deux
vecteurs x et y de E, et un produit tensoriel U = x ® y de EP. Les composantes

du produit tensoriel sont notées :
u? =z y? (3.44)
Définissons le produit scalaire de U par un vecteur de base (e; @ e;) de EP par
la relation suivante :
U - (ei®ej) =z (3.45)

ou les quantités z; et y; sont les composantes covariantes respectivement des
vecteurs x et y. Les axiomes du produit scalaire, posés au chapitre Premier a partir

des propriétés PS1 & PS4, sont manifestement vérifiées par la définition (3:45]).

Remarquons que le produit scalaire ainsi défini pour les produits tensoriels de EP
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est lui-méme tributaire de la définition que ’on se donne du produit scalaire sur F,
puisqu’on a, d’aprés la définition des composantes covariantes de x et y :

vy = (x - @)y - ) (3.46)

Développant 'expression (3.45), il vient compte tenu de I'expression (3.44]) des
composantes du produit tensoriel :

U (e@e) = [u(ex@e)] - (ei@e) =2y (ex@e)] - (ei @)
l’k yl [(ek X el) . (ei X ej)} (347)

D’autre part, substituons I'expression (3.43) des composantes covariantes dans
la définition (B.45), on obtient :

U - (e ®e)) = (" grs) (v' 915) = 2" ' gi 915 (3.48)
Puisque les vecteurs x et y sont arbitraires, ’égalité entre les relations (B.47) et
(B:48) nécessite que l'on ait :

(ex ®er) - (€ ®e€5) = gii gij (3.49)

Cette derniére expression montre que la relation (B8.43]) constitue bien une défini-
tion du produit scalaire puisque ceci revient a poser la relation fondamentale (3.49)
que 'on peut encore écrire :

(ex®er) - (e;®e5) = (ex - &) (er - €) (3.50)

3.3.2 Produit scalaire d’un tenseur par un vecteur de base

2) 4, . . . )
Tout tenseur U de E,g ) $'crit sous forme d’une somme de produits tensoriels donnée
par 'expression (3.20)), soit :

ot les x; sont des vecteurs de E,, que 'on peut écrire sous la forme :
X5 = ujk (S (352)

Formons le produit scalaire du tenseur U par un vecteur de base de EP en
utilisant les relations (B.51) et (352, il vient :

U (e1®em) =(x0¢) - (e1@em) =1 (e, ®e) - (€@ en) (3.53)
Compte tenude la relation (B3.49), on obtient :

U: (eg®ey) = u* 9kl 9im (3.54)
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3.3.3 Produit scalaire de deux tenseurs de méme ordre

Considérons deux tenseurs de l'espace EP .

U=v"(ejoer) ; V=9"(e1®em) (3.55)

et formons le produit scalaire U - V. il vient en utilisant les relations (3.53)) :

U -V=[u(eggoed)] " (e1@em)] = 1" (ej@ex) - (e1@em) (3.56)
Cette derniére expression devient, compte tenu de la relation (3:49) :

U - V=4"v" g grm (3.57)

On retrouve 'expression générale du produit scalaire de deux vecteurs donnée
par la relation (L4H), ot la numérotation des composantes doit étre convenablement

adaptée. Les quantités (gj; gxm) représentent les produits scalaires des vecteurs de

base de ’espace Er(?).

L’espace produit tensoriel EY(L ), ainsi pourvu d’un produit scalaire, devient un es-
pace produit tensoriel pré-euclidien. Ses éléments sont des tenseurs pré-euclidiens.

3.3.4 Composantes d’un tenseur pré-euclidien

Composantes contravariantes - Soit une base (e; ® e;) de 'espace tensoriel pré-

) )

euclidien E{?. Les tenseurs pré-euclidiens U de E¢

sulvante :

s’écrivent sous la forme générale

U = uij (ei ® ej) (358)

Les composantes u” sont appelées les composantes contravariantes du tenseur
U. Au chapitre Premier, on a vu que, pour les vecteurs pré-euclidiens, ces compo-
santes se transforment, lors d’'un changement de base, selon des relations qui sont le
contraire de celles des vecteurs de base. On verra qu’il en est évidemment de méme
pour les composantes contravariantes des tenseurs pré-euclidiens.

Composantes covariantes - Rappelons que les composantes covariantes z; d'un
vecteur quelconque x sont définies de maniére générale, par la relation (LG5 :

T; =X - € (3.59)

Par suite, la relation (B:54]), qui donne la valeur du produit scalaire d’un tenseur
U par un vecteur de base, soit :

U - (el ® em) = ujk 9l Gkm (360)

représente I'expression de la composante covariante u;,,, du tenseur U. On a donc :

Uim = u* gl Gkm (3-61)
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On verra que les composantes covariantes se transforment, lors d’un changement
de base, de méme maniére que les vecteurs de base.
Composantes mixtes - On a vu, au chapitre 2, qu’apparaissent également les
composantes mixtes des tenseurs. On définit, par exemple, la composante mixte uj-,
a partir de ses composantes contravariantes, par :

ul = gy uk? (3.62)

Cependant, on verra que 1’étude des bases auxquelles sont rapportées les diffé-
rentes composantes permet de mieux comprendre comment s’introduisent les com-
posantes mixtes.

3.3.5 Expression du produit scalaire
L’expression (B3.57) représente le produit scalaire de deux tenseurs euclidiens en
fonction de leurs composantes contravariantes, soit :

U - V=4"v" g grm (3.63)

Les composantes covariantes du tenseur V sont données par Pexpression (B3.61)),
a savoir vy, = v'* g1 gkm, que l'on substitue dans la relation (B.63). On obtient
I’expression du produit scalaire de deux tenseurs sous la forme :

U - V=u vy (3.64)

On retrouve l'expression (.75 du produit scalaire de deux vecteurs en fonction
de leurs composantes contravariantes et covariantes.

3.3.6 Tenseurs euclidiens d’ordre quelconque

Les résultats précédents se généralisent pour des tenseurs d’ordre quelconque. Soit
un espace tensoriel E®) dont les vecteurs de base notés : (65, e, ®...®e;), la
relation (3.49) devient :

(e, ®ei, © .. @ey,) - (€ ©€j, © .. © €)= Girjs Yinja -+ Yiniy (3.65)
Le produit scalaire de deux tenseurs U et V de Eq(@p )

relation (307 :

s’écrit, en généralisant la

NS b eip  G1d2 e o
U-V=u P ? Girjr Gings - Jipjn (3.66)
Les relations entre les composantes covariantes et contravariantes, données par
(B.61), s’écrivent pour un tenseur d’ordre p :
— o Jij2..J
Viyig ..ip = U P Girj1 Gisga -+ Gipjp (3.67)

La généralisation de la relation (3.64]) donne également 1’expression du produit
scalaire en fonction des composantes contravariantes et covariantes ; on a la relation :
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U.-V= UiliQmip Uiy B2 ... ip (368)

Le produit scalaire de deux vecteurs est donné par la somme des pro-
duits de leurs composantes contravariantes et covariantes.

3.4 Bases d’un espace produit tensoriel

3.4.1 Bases réciproques

La notion de bases réciproques a été définie au cours du premier chapitre. Les espaces
tensoriels ayant pour base des vecteurs, on va pouvoir généraliser la notion de bases
réciproques aux espaces produits tensoriels pré-euclidiens. On va alors retrouver les
mémes propriétés de décomposition des tenseurs sur les bases réciproques que celles
que I'on a mises en évidence pour les vecteurs.

Produits tensoriels de vecteurs réciproques - Choisissons une base (e;) de
'espace vectoriel E, dont la base réciproque est notée (el). La décomposition des
vecteurs e; et e sur leur base réciproque est donnée par les relations (L90) et

(T91), & savoir :

(a) e;=gne* ; (b) e“=g"e (3.69)

Si les vecteurs ¢;; = €; ® e; forment une base de EY(LQ), il en est de méme pour les
vecteurs ¢¥ = el ® e puisque les vecteurs e* sont des vecteurs de base de E,, et par
suite de I'axiome PT3 du produit tensoriel.

On va montrer que les systémes de vecteurs (e; @ e;) et (e ®el) sont réciproques;
pour cela formons leur produit scalaire en utilisant 'expression ([B3.69))(b), il vient :

(ei@e) - (e"®e)=¢"¢g"(ei®e) - (emDep) (3.70)
Les relations (349) et (LI02) : ¢ gim = ki, nous donnent par substitution
dans le produit scalaire précédent :
eij - oKl — gkm glp Gim Jip = (gkm gim)(glp gjp> = Ok 5lj (3_71)
On obtient la relation de définition (L8F) d’un systéme de vecteurs réciproques,
la notation indicielle devant naturellement étre adaptée par rapport a la relation
(L85). Tous les vecteurs e¢;; sont orthogonaux aux vecteurs ¢¥!, sauf pour i = k,
l=3j.
Les relations entre les vecteurs réciproques sont donc identiques a celles obtenues
au chapitre Premier. On a par exemple, en substituant la relation (3.69)(a) dans
I'expression des vecteurs de base e; ® e :

ey = (&1 @ €;) = (gx €) @ (gj1€") = gir gju ™ (3.72)

Produits tensoriels mixtes - On peut former d’autres bases de ’espace EY
en effectuant des combinaisons des bases réciproques (e;) et (eJ) de E,. On obtient

ainsi deux autres types de vecteurs de base de E? de la forme :
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ol =e@e ; =€ e (3.73)

Ces deux bases sont différentes puisque le produit tensoriel n’est pas
commutatif. L’ordre des indices est donc important pour la notation puisqu’il in-
dique I'ordre dans lequel est effectué le produit tensoriel des vecteurs de base de FE,,.
Montrons que les systémes de vecteurs donnés par la relation (B.73)) sont réciproques.
Effectuons le produit scalaire des vecteurs e et ¢¥) en utilisant la relation (B.69)(b),
il vient :

(e ®el) - (e“@e) =g g" (e ®em) - (e;®e) (3.74)
Les relations (3.49) et (LI02) substituées dans (3.74), donnent :
e - 1= 7" 9" gip gt = (9 Gt (9" Gin) = 01 O (3.75)

Les systémes e;J et ¢¥| constituent deux bases réciproques de E.

Les vecteurs des différentes bases de EY(LQ)

des autres. On a par exemple :

peuvent s’exprimer en fonction les uns

) = e @el = gy (X @) = gy e (3.76)

On remarque que le passage d’un type de vecteur a un autre s’effectue toujours
par multiplication par des quantités g;, ou ¢** et sommation. L’abaissement dun
seul indice (relation (B.76]) par exemple) de la position supérieure contravariante a
la position inférieure covariante, ne nécessite qu’une seule quantité g;,. Par contre
I'abaissement de deux indices (relation (B.72) par exemple), fait intervenir des pro-
duits de la forme gy, g;i.

3.4.2 Composantes des tenseurs pré-euclidiens

Composantes contravariantes et covariantes - Comme pour les vecteurs, la
notion de contravariance et de covariance est relative au choix de la base que I'on
considére comme étant celle de référence. En particulier les composantes covariantes
relativement & une base deviennent contravariantes dans la base réciproque. Consi-
dérons la base notée ¢j; = €; ® e; comme étant la base de référence de EY. On note
¢J = e! ® e sa base réciproque.

)

, o . 2 , .
La décomposition d’un tenseur U de E,g s’écrit sur ces bases :

U =1u" (& ®ej) = uy (e* @ &) (3.77)

avec up = U - (ek & el). Les quantités u¥ sont les composantes contravariantes
de U par rapport a la base ej;; on peut également dire que ces composantes u" sont
deux fois contravariantes par rapport a la base e; de E,,.
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Les quantités uy; sont les composantes covariantes de U par rapport a la base
¢;;; on peut dire également que ces composantes sont deux fois covariantes par rap-
port & la base €; de E,. Dans la formule (B.77) les composantes uy, apparaissent
également comme les composantes contravariantes dans la base ¢V ; les quantités uy,
sont également deux fois contravariantes par rapport a la base el.

On va retrouver la relation (B.61I]) entre les composantes contravariantes et co-
variantes. Substituons dans (B.77) l'expression (B.72), il vient :

U= uij (ei & ej) = uij [gzk g;i (ek X el)} = Uk (ek X el) (378)
Identifiant les composantes relatives & un méme vecteur de base, on obtient la
relation (BGI) entre composantes contravariantes et covariantes :

Ukl = u' gik 951 (3-79)

ce qui permet le calcul des composantes covariantes connaissant les composantes
contravariantes.

Inversement, on peut obtenir ’expression des composantes contravariantes en
fonction des covariantes en résolvant le systéme algébrique de n? équations (B.79).
Plus simplement, l'utilisation de I'expression (B.69)(b) permet d’écrire la relation

B77) sous la forme :

U = Uk (ek X el) = Ukl (gkl €; (29 glj ej) = Uk gki glj (ei X ej) = Uij (ei X ej) (380)
L’identification des composantes du tenseur U nous donne :

u =y g™ gl (3.81)

Connaissant les composantes covariantes, on peut déduire de la relation (B.81])
les composantes contravariantes de U.

Composantes mixtes - Lorsqu’un tenseur U est décomposé sur une base mixte
¢;3 sous la forme :

U =1 (e;®¢€) (3.82)

les composantes u; sont appelées composantes mixtes. On dit que ué est une

composante une fois contravariante et une fois covariante par rapport a la base e;,
ce qui justifie le terme de composante mixte.

Les composantes mixtes s’expriment en fonction des autres types de composantes.

Pour obtenir ces diverses expressions, il suffit de transformer les vecteurs de base e;
ou €' en utilisant les relations (B3.69). On a par exemple :

U=u(e® &) = u’; (gin e“we) = u; gir (e*®@el) = (e @ &) (3.83)

Par identification des composantes de I’expression précédente, il vient :
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Ukj = U; Gik (3.84)
Inversement on a, en utilisant (3:69)(b) :

Uk (ek (029 eJ) = Ug;j (gkZ e X e‘) = Ugj gki(ei X e‘) = u; (ei & eJ) (385)
soit en identifiant les composantes de I’expression précédente :

i

L=y g™ (3.86)

u

3.4.3 Tenseurs d’ordre quelconque

Les formules précédentes, pour les bases et les composantes des tenseurs de E,(f), se

généralisent pour des tenseurs d’ordre p quelconque. Les bases d’un espace tensoriel
EP seront des combinaisons des vecteurs réciproques e; et e de E,,.

La base suivante (e;, ® €;, ® ... ® €;,), donne la décomposition d'un tenseur U
de E¥) sous la forme :

U= uil R (eil (029 €i, RK...Q eip) (387)

Les quantités u' 2% sont les composantes p fois contravariantes par rapport a
la base e;. On dira plus simplement que ce sont les composantes contravariantes de
U par rapport a la base (ej, ® €;, ® ... ® ;).

La base réciproque de (e, ® €;, ® ... ® €; ) est notée (el ® €2 ® ... @ ') et le
tenseur U se décompose sur cette base sous la forme :

U= (" @e?®..@eP) (3.88)

Les quantités w;, 4,4, sont les composantes p fois covariantes par rapport a la
base e;. On dira que ce sont les composantes covariantes du tenseur U par rapport
a la base (e;, ® e, ®...®ey,).

Les bases mixtes sont obtenues en combinant diversement des vecteurs e; et el.
Par exemple, la base mixte (e;, ®e? ®e'3 ®...®e;, ) donne la décomposition suivante
d’un tenseur U :

U = uz1i213...1p (eil ®e2 ® ei, R..® eip)

Les quantités u’;,% % sont les composantes mixtes d’un tenseur U. Ces compo-
santes sont une fois covariante et (p—1) fois contravariantes par rapport a la base e;.

Les diverses relations entre les composantes de type différent se généralisent.

On a par exemple, pour les composantes covariantes en fonction des composantes
contravariantes :
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Wity ..iy = Jisky Jinks -+ Giphy W 0P (3.89)

Inversement, les composantes contravriantes s’expriment en fonction des compo-
santes covariantes sous la forme :

utret = gt g2t g ek (3.90)
La composante mixte uzf ' une fois covariante et (p — 1) fois contravariantes,
s’obtient & partir des composantes contravariantes par :

igip kiig...i
Uy =Gk U v (3.91)

La composante mixte uZ o *_deux fois covariantes et (p— 2) fois contravariantes,

s’obtient & partir des composantes contravariantes par :

i3 ... ip

_ ki1 kois...q
Ui ig = Gir kg Jigko U P (392)

La composante mixte ;) ..i,» une fois contravariante et (p — 1) fois covariantes,
s’obtient & partir des composantes covariantes par :

7:1 _ 11 kl
uiz...ip - g uk’lig...ip (393)

. . . . L 17
On voit que, par multiplication par une quantité ¢” ou g;; et som-
mation, on peut placer chacun des indices d’un tenseur en position soit
contravariante, soit covariante.

3.4.4 Changement de base

On a vu, au chapitre II, les propriétés de changement de base des composantes des
tenseurs d’ordre deux. Ces propriétés ont servi, au cours du cahpitre II, & définir
les composantes d’un tenseur d’ordre deux & partir de n? quantités données. On va
retrouver maintenant ces propriétés de changement de base comme conséquences de
la définition des espaces tensoriels donnée dans le présent chapitre.

Considérons un espace vectoriel £, rapporté aux bases e; et e; telles que :

(a) ei=Afel ; (b) e = AL e (3.94)
Choisissons, a titre d’exemple, le cas d’'un espace tensoriel euclidien E,(f’) dont la
base associée a e; est constituée par les vecteurs e; ® e; ® ey et celle associée a le est
€] ® e}, ® e... Substituant les relations (8.94]) dans chaque base associée et compte
tenu des propriétés du produit tensoriel, on obtient :

(a) e ®e;@ex = (AL AT Al) e @ €], @ €, (3.95)
(b) ej®e, e, = (Al A AF)e; @ e; @ ey (3.96)
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Composantes contravariantes - Soit un tenseur U de I'espace tensoriel Er(f’) dont
la décomposition rapportée a chacune des bases précécentes est :

U=u"(e;®e;@e) =u"" (e]®e, @el) (3.97)
Substituons la relation (3.95) dans 'expression (397, il vient :

U =u"" (Al A AY) ef @ e, ® €, (3.98)

Comparant les composantes relatives aux mémes vecteurs de base €] ® e, ® €.,
des relations précédentes, on obtient :

u'n = (A7 AT AT ut (3.99)
C’est I'expression reliant les composantes contravariantes d’un tenseur d’ordre

trois d'une base dans une autre. Cette formule se généralise & un tenseur d’ordre
quelconque. Inversement, on a :

u't = (AL AT AR T (3.100)

On vérifie que les composantes contravariantes u¥* se transforment selon des
. 3

formules contraires de celles des vecteurs de base de ET(L ),

Composantes covariantes - Les composantes covariantes d’un tenseur euclidien

U sont données, dans chaque base, par le produit scalaire :

(a) U- (e;@e@ex) =uyr ; (b) U- (ef®@e, ®@e.)=up, (3.101)

Substituons dans la relation (B3.I0T])(a) la formule de changement de base (3.95),
il vient :
wg = U - (A A7 AD) el wel] = (ALAT AD)up,,  (3102)

C’est I'expression reliant les composantes covariantes d’un tenseur d’ordre trois
d’une base dans une autre et cette formule se généralise a des tenseurs d’ordre
quelconque. Inversement, on a :

Uty = (A} AL, AT) i (3.103)

Les composantes covariantes u;;, se transforment de la méme maniére que les

vecteurs de base de ET(LS).

Composantes mixtes - Considérons deux systémes de vecteurs réciproques ; d'une
part e; et e et d’autre part €] et €™. Ces bases sont liées entre elles par les relations
([B94) et les vecteurs réciproques sont tels que :

e =A™ &™m=A"e (3.104)

Soient deux bases associées de E5 telles que (e; el ®ey) et (6] ®e™ ®eT);
on a les relations suivantes entre les bases :
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(a) ;e e, = (Al Al Al)ej@e™ @ ¢, (3.105)

(b) ep@e™ @e, = (A] A" AN e; @ e ®ex (3.106)

1. 3 ) "
Considérons un tenseur U de E¥ dont la décomposition sur ces bases nous
donne :

U=ule e Re=ueme™ e, (3.107)

Substituons dans la relation précédente les expressions (B.I08) et (B3.106), il
vient :

U =ul (AT Al A ej@e™ @ e, =uly (AJ A" Al) e; ® € ® ey (3.108)

Comparant les composantes d'un méme vecteur de base dans les relations (3.107),
on obtient :

wlf =l (AJ AT AY) o =l (A AL AY) (3.109)
Ce sont les relations liant les composantes mixtes d’'un tenseur d’ordre trois d’une

base dans une autre ol I'on voit apparaitre la régle de formation des formules de
changement de base pour des tenseurs d’ordre quelconque.

3.4.5 Critére de tensorialité

Réciproquement, donnons-nous un systéme de n® quantités, par exemple u¥*, et

rattachons ces quantités a une base e; ® e; ® ex. Si I'on effectue un changement de
base tel que e} ® e, ® el défini par les relations (B99) et (3.96), et si les quanti-
tés u* se transforment dans ce changement de base selon les formules (3.102) et
(BI03), alors on peut faire correspondre un tenseur U & ces n? quantités u/* qui
constituent les composantes contravariantes de ce tenseur. Ces composantes défi-
nissent le méme tenseur U par rapport a n’importe quelle base puisqu’elles vérifient
les lois de transformation.

On peut faire les mémes remarques en ce qui concerne les composantes cova-
riantes et les composantes mixtes. De plus, ces remarques sont valables pour des
tenseurs d’ordre quelconque.

On a donc le théoréme suivant : Pour qu’une suite de n® quantités, rappor-
tées a une base d’un espace tensoriel Eq(f’), puisse étre considérée comme
composantes d’un tenseur, il faut et il suffit que ces quantités soient liées
entre elles, dans deux bases différentes de E,(f’), par les formules précé-
dentes de transformation des composantes.

Cette conclusion se généralise a n? c%uantités pouvant constituer les composantes
d’un tenseur d’un espace tensoriel EP . Ce théoréme peut servir de définition des

composantes d'un tenseur ainsi qu’on ’a fait au chapitre 2.
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3.5 Opérations sur les tenseurs

3.5.1 Addition de tenseurs du méme ordre

Les tenseurs vont suivre la régle classique d’addition des vecteurs. Si 'on se
donne deux tenseurs U = v ¢; @ ¢; ® e, et V = 1% ¢; @ €; ® ey, l'addition leur
fait correspondre un autre tenseur T dont les composantes contravariantes sont la
somme des composantes contravariantes des tenseurs U et V, soit :

T=U+V=>w*+1"% e ®e ey (3.110)

Pour s’additionner, les tenseurs doivent évidemment étre rapportés a une meéme
base. La somme des composantes covariantes de deux tenseurs donne les composantes
covariantes de leur somme. Il en est de méme pour les composantes mixtes relatives
a une méme base.

3.5.2 Multiplication tensorielle

Les espaces produits tensoriels étant également des espaces vectoriels, ils peuvent
étre utilisés pour former d’autres espaces produits tensoriels.

Soit, par exemple, un tenseur U appartenant & un espace Er(?) et un autre V, élé-
ment d’un autre espace Er(f’). La multiplication tensorielle va leur faire correspondre
un tenseur d’ordre cing. Soient u¥ et v¥™ leurs composantes respectives ; le produit
tensoriel T = U ® V aura pour composantes :
ijklm

w IR — 41 ) Mm (3.111)

Le produit tensoriel T est un tenseur de ’espace produit tensoriel EY =EP ®
E,(f’). Si 'on considére que les grandeurs scalaires sont des tenseurs d’ordre zéro, la
multiplication d'un tenseur par un scalaire apparait alors comme un cas particulier
de la multiplication tensorielle.

3.5.3 Contraction des indices

En dehors des opérations d’addition et de multiplication tensorielle, il existe une
opération qui permet, & partir d’'un tenseur donné, d’en obtenir d’autres : c’est
I’opération de contraction des indices.

Exemple : produit scalaire - Considérons le produit tensoriel de deux vecteurs x
et y de composantes respectives contravariantes x* et covariantes y;. Les composantes
mixtes du produit tensoriel V de ces deux vecteurs sont :

v =a'y; (3.112)

Effectuons 'addition des différentes composantes du tenseur V telles que ¢ = 7,
soit :
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v=2a"y; (3.113)

On obtient 'expression du produit scalaire des vecteurs x et y; la quantité v
est un scalaire ou tenseur d’ordre zéro. Une telle addition des indices de variance
différente constitue, par définition, ’opération de contraction des indices du
tenseur V. Cette opération a permis de passer d’'un tenseur d’ordre deux & un
tenseur d’ordre zéro; le tenseur V a été amputé d’une covariance et d’une contra-
variance.

Exemple : tenseur d’ordre trois - Prenons 'exemple d’un tenseur U dont les

composantes mixtes sont u;’ Con51der0ns certaines de ses composantes telles que

7 =k, a savoir les quantités u J et effectuons ’addition de ces derniéres ; on obtient :
vl =l ol Ll =0y (3.114)

Ces nouvelles quantités v* forment les composantes d'un tenseur V d’ordre un
(vecteur) ainsi qu’on va le vérifier. Les quantités v* constituent des composantes
contractées du tenseur U.

Vérifions que les quantités v satisfont bien aux formules de changement de base
des vecteurs. Pour cela, supposons que les composantes u;] du tenseur U aient été
définies sur une base e; et choisissons une autre base e} telle que :

(a) e, = AFe, ; (b) e = Ale; (3.115)

Dans la base €], le tenseur U a comme nouvelles composantes contractées :

= 0" (3.116)

ot les nouvelles composantes uﬁm ont pour expression : up™ = Al AT Ay u

On obtient alors pour expression des composantes contractées données par la
relation (B114) :
= 0" A A" AF uk = Al (6" A" Ak) = Al (A" AF ) (3.117)
Avec la relation suivante : A" AF = 6%, Pexpression (B.II7) devient :

= Al sF ! = Al (3.118)

On obtient la formule de transformation des composantes d’un tenseur d’ordre
un. On dit que le tenseur V est le tenseur contracté, en j et k, du tenseur U.

La contraction des composantes mixtes d’un tenseur ampute simultanément ces
composantes d’une covariance et d’une contravariance. Dans ’exemple précédent,
on est ainsi passé d’un tenseur d’ordre trois & un tenseur d’ordre un.
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Tenseur d’ordre quelconque - L’opération de contraction consiste donc,
aprés avoir choisi deux indices, I’'un covariant, I’autre contravariant, a les
égaler et A sommer par rapport a cet indice deux fois répété.

Si 'on part de I'expression des composantes contravariantes ou covariantes d’un
tenseur, on peut abaisser ou élever I'un des indices par multiplication par g;; ou
g% et sommation, afin d’obtenir des composantes mixtes sur lesquelles on effectue
I'opération de contraction.

Considérons un tenseur euclidien U de composantes contravariantes u® -,
Ecrivons les composantes mixtes de U en abaissant a la position covariante l'indice
11 par exemple, soit :

Wy = gy (3.119)

Choisissons par exemple l'indice iy et effectuons la contraction avec 'indice 7y,
posons 15 = j; = k; il vient :

Pl iy — uy, ERE gilku“k“ tp (3120)

On obtient un tenseur d’ordre (p — 2). Par suite de la symétrie des quantités g;;,
ce tenseur est identique & celui que 'on obtient en abaissant a la position covariante
I'indice 75 puis en effectuant la contraction avec l'indice i, soit :

UZ3Z4...,ZP — uk 3 f— giQkukZQ 13 ... 1p (3121>

De maniére générale, la contraction d’un tenseur permet de former un tenseur
d’ordre (p—2) a partir d’un tenseur d’ordre p. On peut naturellement répéter 1'opé-
ration de contraction. Ainsi, un tenseur d’ordre pair, 2p, deviendra un scalaire aprés
p contractions et un tenseur d’ordre impair, 2p + 1, deviendra un vecteur.

3.5.4 Multiplication contractée

L’utilisation successive de la multiplication tensorielle puis de la contraction d’in-
dices s’appelle la multiplication contractée.

L’exemple précédent (BI12) du produit tensoriel de deux vecteurs puis de la
contraction du tenseur (B.I13)) donnant un produit scalaire, est un exemple de mul-
tiplication contractée des tenseurs x et y d’ordre un.

Considérons les composantes de deux tenseurs, u“* et v,.s par exemple. Leur
produit tensoriel donne un nouveau tenseur W d’ordre sept, de composantes :

ijk _ gk
Imrs — u

w Vs (3.122)

Effectuons une contraction du produit tensoriel sur les indices ¢ et [, par exemple ;
on obtient I'un des produits contractés possibles & partir du tenseur W, formant un
tenseur d’ordre cinq :
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tjkmrs = uijk Vimrs (3123)

L’opération de contraction peut étre répétée encore deux fois sur ce méme ten-
seur, aboutissant & un tenseur d’ordre un.

3.5.5 Ciritéres de tensorialité

On a vu, jusqu’a présent, deux maniéres de reconnaitre le caractére tensoriel d’une
suite de quantités.

La premiére consiste & démontrer que ces quantités sont formées par le
produit tensoriel des composantes de vecteurs ou par une somme de pro-
duits tensoriels. Ce critére résulte directement de la définition méme des
tenseurs.

La deuxiéme consiste a étudier la maniére dont ces quantités se trans-
forment lors d’un changement de base et a vérifier la conformité des
formules de transformation.

La multiplication contractée va nous permettre d’obtenir un autre critére
de tensorialité qui peut étre d’un maniement plus facile et plus rapide
que les précédents. Les démonstrations vont étre effectuées sur des exemples mais
elles se généralisent a des tenseurs d’ordre quelconque.

Produit complétement contracté - Considérons la suite des n® quantités u)’, at-
tachées & une base e; ® ej ® €* et cherchons un moyen de déterminer si elles peuvent
constituer les composantes d’un tenseur.

Soit d’autre part, des vecteurs x = z; €', y = y; &, z = z¥ ey. Si la suite u?j est
tensorielle, alors le produit contracté :

o =u x;y; 2 (3.124)
constitue une quantité scalaire, invariante par changement de base, selon les pro-

priétés du produit contracté.

Réciproquement, supposons qu’un tel produit soit un scalaire et démontrons
alors que les quantités ug qui figurent dans ce produit, sont tensorielles. Appelons
respectivement x;,y,. et 2", les composantes des vecteurs x, y et z dans une nouvelle
base e telle que :

(a) ej=AT"el, 5 (b) ef=Aje; (3.125)

Les composantes du tenseur sont notées u™ dans la nouvelle base €]. Ecrivons
que le produit (3.124) est un scalaire indépendant de la base, soit, en tenant compte
des formules de changement de base des composantes :
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nm 0 1 _Jr __ 1] k _ 1] "N Atm pAkN 7,0 T
u, " Ty Y, 2=y @iy 2 =y (A7 AT AT) 3y, 2 (3.126)

Puisque le choix des vecteurs x,y et z est arbitraire, cette derniére égalité doit
étre assurée quelles que soient les quantités xzj, y, et 2", ce qui implique :

= (A A AR (3.127)

T

ce qui montre le caractére tensoriel des quantités uy’.

En généralisant, on aboutit a la conclusion suivante : pour qu’un ensemble de
nP*4 quantités, comportant p indices supérieurs et ¢ indices inférieurs, soit
tensoriel, il faut et il suffit que leur produit complétement contracté par
les composantes contravariantes de p vecteurs quelconques et les com-
posantes covariantes de ¢ vecteurs quelconques, soit une quantité qui
demeure invariante par changement de base.

Critére général de tensorialité - Lorsque le produit n’est pas complétement
contracté, on obtient un critére de tensorialité qui généralise le précédent.

Considérons toujours 'exemple des quantités u;’ et soit le produit contracté sur
I'indice k, pour un vecteur z arbitraire :

v =yl (3.128)

Si u;? est une suite tensorielle, on a vu que le produit contracté v* est tensoriel.

Réciproquement, si v/ est une suite tensorielle, alors la quantité v z; y;, étant
un produit contracté, est un scalaire, pour des choix arbitraires des vecteurs x et y.
Dans ce cas, la quantité u?j z;y; 2* (égale & vV z; y;) est un scalaire, pour des choix
arbitraires des vecteurs x, y et z. C’est précisement le critére de tensorialité des
quantités ug qui a été démontré précédemment.

Ce critére de tensorialité est donc le suivant : pour que n® quantités ), at-

tachées a une base, soient les composantes d’un tenseur, il faut et il suffit
que, quel que soit le tenseur d’ordre un de composantes z*, les n? quan-
tités u) 2 soient les composantes d’un tenseur.

Ce critére se généralise a des tenseurs d’ordre quelconque. On peut énoncer de
maniére condensée le critére général de tensorialité :

Si un produit contracté d’une quantité U avec tout tenseur arbitraire
est lui-méme un tenseur, alors U est aussi un tenseur.
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3.6 Tenseurs particuliers

3.6.1 Tenseur symétrique

Considérons un tenseur U d’ordre deux de composantes contravariantes u*. Suppo-
sons que, suivant une base particuliére (e;), toutes les composantes satisfassent aux
relations :

u’ = u’ (3.129)

Sur une autre base e, liée a la précédente par les relations (BI15]), les nouvelles
composantes v/"™ vérifient la relation :

u'™ = Al A" = Al A" = u™ (3.130)

La propriété v = u/® est donc une caractéristique intrinséque du tenseur U,

indépendante de la base. On dit que le tenseur est symétrique.

La propriété de symétrie se vérifie également pour les composantes covariantes
d’un tenseur symétrique puisqu’on a :

W = Gii G U = gii g 't = (3.131)

Réciproquement, la symétrie des composantes covariantes entraine celle des com-
posantes contravariantes.

Pour des tenseurs d’ordre plus élevé, la symétrie peut étre partielle, portant sur
deux indices covariants ou deux indices contravariants. Ainsi, un tenseur d’ordre
quatre, de composantes mixtes uf'j k peut étre partiellement symétrique en 7 et j, par
exemple, soit :

ijk _ jik
u’" = (3.132)

On vérifie, de méme que ci-dessus, qu’'une telle propriété est intrinséque.
Un tenseur sera dit complétement symétrique si toute transposition de deux in-
dices de méme variance, change la composante correspondante en elle-méme. Par

exemple, pour un tenseur d’ordre trois u”*, complétement symétrique, on a les com-
posantes suivantes qui sont égales entre elles :

Wik — ik — kit — ik (3.133)

3.6.2 Quadrique représentative d’un tenseur symétrique

On peut obtenir une représentation géométrique des valeurs des composantes d’un
tenseur symétrique d’ordre deux.

Pour cela, considérons, dans I’espace géométrique ordinaire de coordonnées z°,
I’équation suivante :
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ajr'y’ =1 i,7=1,2,3 (3.134)

ot les a;; sont des coefficients donnés. Supposons que ces coefficients soient tels
que : a;; = a;;. L’équation précédente s’écrit alors :

a1y T2+ Qg9 T3 + a3 T3 + 2419 71 Ty + 2093 Ty T3 + 2a31 T3 11 = 1 (3.135)

C’est I’équation générale d’une surface du second degré ou quadrique rapportée
a un systéme d’axes dont 'origine est en son centre. Ces surfaces sont des ellipsoides
ou des hyperboloides, selon les valeurs des quantités a;;.

Etudions comment se transforment les quantités a;; lorsqu’on effectue un chan-
gement de coordonnées tel que :

(a) o™ =A%z (b) 2" = AL2" (3.136)

L’équation de la quadrique (B.I34)) s’écrit dans ce nouveau systéme de coordon-
nées :
aij o'y = a;; AL AT 2R "™ = a), oM™ =1 (3.137)

d’ou I'expression des coefficients dans le nouveau systéme d’axes :

ay, = Av Al ay; (3.138)

Les coefficients a;; se transforment comme les composantes covariantes d'un ten-

seur d’ordre deux. Réciproquement, si les quantités a;; sont les composantes d'un

tenseur symétrique, ces composantes définissent les coefficients d’'une quadrique. 11

existe donc une certaine équivalence entre un tenseur symétrique et les coefficients

d’une quadrique. On dira que la surface d’équation (B.I35) est la quadrique repré-
sentative d’un tenseur symétrique.

Composantes principales d’un tenseur symétrique - Il existe un systéme de
coordonnées orthonormées par rapport auquel I’équation d’une quadrique prend la
forme simple :

by a? +bya+byai=1 3.139
1 2 3

Dans ce cas, les vecteurs de base sont portés par les axes principaux de la qua-
drique. Dans ce systéme de coordonnées, les composantes du tenseur a;; se réduisent
a:ay = by, agy = by, azz = bs, a;; = 0 pour les autres composantes. Les quantités
b; sont appelées les composantes principales du tenseur a;;.

Si les quantités by, by, b, sont positives, la surface est un ellipsoide; si deux
quantités sont strictement positives et la troisieme strictement négative, on a un
hyperboloide a une nappe; si deux quantités sont strictement négatives et la troi-
siéme strictement positive, on a un hyperboloide & deux nappes. La comparaison de
I'équation ([BI39) avec 1'équation classique :
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2 2 2
%+@+%:1 (3.140)

ol a, b, ¢ sont les longueurs des demi-axes d’un ellipsoide, montre que 1’on a :

a=1/b)"% ; b=1/(b)"? ; c=1/(bs)"/? (3.141)

3.6.3 Le tenseur fondamental

Composantes covariantes - Nous avons vu au chapitre 2 la définition des com-
posantes covariantes g;; du tenseur fondamental, a savoir :

Jij = €i * €j (3.142)

Ces quantités interviennent entre autres, dans I’expression du produit scalaire de
deux vecteurs x et y, de composantes contravariantes x* et ’, donnée par la relation

(C45), soit :

Xy =ggzy (3.143)

Utilisons le critére général de tensorialité pour mettre en evidence le caractére
tensoriel des g;;. L’expression g;; 'y’ est un produit complétement contracté des
quantités contravariantes z°y’ d’un tenseur arbitraire. Comme le produit sca-
laire est une quantité invariante par rapport aux changements de base, il
en résulte que les n? quantités g;; sont les composantes covariantes d'un tenseur.

Ce tenseur est symétrique par suite de la symétrie du produit scalaire des vecteurs
de base; on a :

9ij = YGji (3.144)
Composantes contravariantes - Les quantités ¢** ont été définies précédemment
par la relation (LT2) & partir de laquelle on a obtenu la relation (99]), & savoir :
gF=¢e . ek (3.145)
Montrons que les quantités g’* sont les composantes contravariantes du tenseur
fondamental. Appelons v ces formules et utilisons la formule (3.81) donnant la
relation entre les composantes covariantes et contravariantes d’'un tenseur, il vient :
u? =up g™ ¢ = g g™ g (3.146)

La relation (LI02) : gy ¢** = 6}, nous donne :
ul = gt o} = ¢ (3.147)

Les quantités ¢g” = e; - e; constituent donc les composantes contrava-
riantes du tenseur fondamental. Ce sont des quantités symétriques : g%/ = ¢/
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Composantes mixtes - Notons g;'» les composantes mixtes du tenseur fondamental.
La formule (B:86]), exprimant les composantes mixtes d’'un tenseur en fonction de
ses composantes contravariantes, nous donne :

i

95 = 9" 9ji (3.148)
La relation (LI02) donne alors :

g9; = 9; (3.149)

3.6.4 Tenseur antisymétrique

Lorsque les composantes contravariantes u*, d’un tenseur d’ordre deux, vérifient les
relations :

u? = —ult (3.150)

on dit que le tenseur est antisymétrique. C’est une propriété intrinséque du ten-
seur qui se démontre comme pour les tenseurs symétriques, au signe moins prés. Un
tenseur antisymétrique a des composantes telles que :

uH =u? = .. =u" =0 (3.151)
Si les composantes contravariantes d’un tenseur sont antisymétriques, ses com-
posantes covariantes le sont également.

Un tenseur u;’" sera partiellement antisymétrique si l'on a, par exemple :

u* = —ul™ (3.152)

Il sera complétement antisymétrique si toute transposition d’indice de méme va-
riance change la composante correspondante en son oppposée.

Tout tenseur u* peut étre mis sous la forme d'une somme d’un tenseur symétrique
et d’un tenseur antisymétrique. On a en effet :

u = §(u” + uﬂ) + §(UZ] — uﬂ) (3153)

Le premier terme de la somme ci-dessus est un tenseur symétrique et le second, un
tenseur antisymétrique.

Base des tenseurs antisymétriques - Un tenseur antisymétrique U d’ordre deux,
14 2 e
¢lément de B ), peut s’écrire sous la forme :

U:uijei(g)ej:Zuijei@ej—i—Zuijei®ej (3154)
i<j 2]

Echangeant, dans la derniére somme de la relation ci-dessus, le nom des indices et
en tenant compte de u” = —u’*, on obtient :
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U= Z u” (e; ® e; — e ® ) (3.155)
i<j
Les ¢éléments (e; ® e; — e; ® €;) qui apparaissent dans expression ([BI55) sont
linéairement indépendants puisque les vecteurs e; ® e; le sont également. Ces élé-
ments constituent donc une base sur laquelle les tenseurs antisymétriques peuvent
étre décomposés.

Le nombre de vecteurs (e; ® ej; — e; ® €;) est égal au nombre de combinaisons

C? = (n—1)n/2 < n?; ces vecteurs engendrent un sous-espace vectoriel de EY de

)

dimension C?. Tout tenseur antisymétrique de E? est un élément de ce sous-espace

vectoriel.

3.6.5 Produit extérieur de deux vecteurs

Soient deux vecteurs x = z'€; et y = y/ €; d’un espace vectoriel E, ; formons les
quantités antisymétriques suivantes :

u? =2ty — 2l (3.156)

Ce sont les composantes d’un tenseur antisymétrique U, noté x Ay, dont la décom-
position sur la base e; ® e; s’écrit :

U=xAy={"y —17y)ei®ej=xQy —y®@x (3.157)

Le tenseur x Ay est appelé le produit extérieur des vecteurs x et y; on dit encore
que ce tenseur est un bivecteur.

Propriétés du produit extérieur - Le produit extérieur est un tenseur antisy-
métrique qui vérifie les propriétés suivantes :

e anticommutativité : x Ay = —y A x; il en résulte que :

xAx=0 (3.158)

e distributivité a droite et a gauche pour I'addition vectorielle :
xA(y+2z)=xAy+xAz (3.159)
(x+y)ANz=xNz+yAz (3.160)

e associativité pour la multiplication par un scalaire :

axANy=xANay=a(xAy) (3.161)

e les C? produits extérieurs :

eiNej=¢e ®e —e Qe (3.162)
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constituent une base de ’ensemble des bivecteurs.

Composantes strictes d’un produit extérieur - Parmi les n? composantes d’un
produit extérieur, n composantes sont nulles et les n(n — 1) autres composantes ont
des valeurs opposées deux a deux. On peut donc considérer que la moitié de ces
derniéres composantes suffit pour caractériser le tenseur et on dira que le produit
extérieur posséde n(n — 1)/2 composantes strictes.

On remarque que pour n = 3, le nombre de composantes strictes du produit
extérieur de deux vecteurs est aussi égal a 3. Ceci permet de former avec les compo-

santes strictes du bivecteur x Ay, les composantes du produit vectoriel z =x X y.

Pour cela, on pose :

u = P — a e = 2
W= By =ty = 2
u? =ty — 2yl =28 (3.163)

Un produit vectoriel n’existe donc que pour des espaces & trois dimensions et
I'on sait qu’il ne se transforme comme un vecteur que pour certains changements
de base; c’est un vecteur axial. On dit que le vecteur z constitue le tenseur ad-
joint du tenseur U. C’est un exemple particulier de tenseur adjoint d’'un tenseur
antisymétrique.

3.7 Groupes ponctuels de symétrie

3.7.1 Symétrie d’un cristal et de ses propriétés physiques

Nombre de propriétés physiques des cristaux, représentées par des tenseurs, ont
des éléments de symétrie qui doivent inclure ceux de leur structure cristalline. La
connaissance des éléments de symétrie des cristaux permettra donc de déterminer la
forme générale des tenseurs de la physique cristalline. Nous allons donner un apercu
de ce probléme mettant en oeuvre géométrie et théorie des tenseurs.

Tous les cristaux sont isotropes pour quelques-unes de leurs propriétés, la masse
volumique par exemple, mais en général la plupart des propriétés varieront avec la
direction dans laquelle elles sont mesurées et elles seront représentées par des ten-
seurs. Un postulat fondamental relie la symétrie d’un cristal a la symétrie de ses
propriétés physiques. Ce postulat est appelé le principe de Neumann et on peut
I’énoncer ainsi :

Les éléments de symétrie de toute propriété physique d’un cristal doivent

comporter, au moins, tous les éléments de symétrie du groupe ponctuel
de symétrie de ce cristal.
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3.7.2 Effet de la symétrie sur les tenseurs

Connaissant les opérations de symétrie du groupe d’un cristal donné, on peut
les utiliser pour déterminer ’expression générale du tenseur qui traduit une certaine
propriété physique. Pour cela, on applique les opérations de symétrie aux équations
qui définissent le tenseur : puisque ces opérations font coincider le cristal avec lui-
méme, elles doivent laisser invariantes ces équations. Voyons un exemple.

Axe binaire de symeétrie - Considérons un cristal qui posséde un axe binaire de
symétrie, noté Cy, c’est-a-dire tel qu’une rotation de m ameéne le cristal en coincidence
avec lui-méme. Etudions, dans le systéme de base orthonormée, I'expression d'un
tenseur d’ordre deux défini par les équations :

ou D; et E; sont les composantes de deux vecteurs représentant des grandeurs
physiques. Faisons coincider ’axe binaire Cy avec la direction des composantes D3
et Fs3. Lors d’une rotation C5, les composantes Ey, Fs, D1 et Dy changent de signe
alors que F3 et D3 restent invariantes. Les équations (3.164) deviennent donc aprés
rotation d’un angle 7 :

—Dy = —aqy By — ag9 By + aq3 B3
—Dy = —a By — agg By + aip3 B3
D3 = —az; By — agy By + ass s (3.165)

Supposons que les composantes E; puissent avoir des valeurs arbitraires, ce que
I’on peut réaliser si le vecteur E est une grandeur physique appliquée de l'extérieur
au cristal (un gradient de température par exemple). Les équations (B.164) devant
étre invariantes vis-a-vis de la rotation Cy, leur comparaison avec (3.I65) montre
qu’on doit avoir :

Qi3 = Qo3 = g1 = g2 =0 (3.166)

Les tenseurs d’ordre deux représentant des propriétés physiques des cristaux sont
généralement symétriques ; supposons qu'il en soit ainsi, soit o;; = «j;. La matrice
du tenseur peut finalement s’écrire sous la forme :

ayp ap 0
] = a1 g O (3.167)
0 0 Q33

Le tenseur symétrique, satisfaisant a la propriété de symétrie du cristal, posséde
cinq composantes non nulles dont quatre sont indépendantes :

a11, 012, 29, (X33 (3-168)

Nombre de composantes d’un tenseur - La théorie des groupes permet de
calculer aisément le nombre de composantes indépendantes non nulles d'un tenseur

90



associé a une propriété physique d’un cristal. Ce nombre est égal au nombre de fois
que la représentation totalement symétrique du groupe de symétrie apparait dans la
représentation tensorielle de ce groupe. On peut ainsi déterminer a priori le nombre
de composantes indépendantes non nulles des tenseurs de tous les ordres pour les 32
classes cristallines. Nous renvoyons le lecteur a la théorie des groupes pour 'étude
des diverses applications.

3.8 Exercices résolus

Exercice 3.1

Soit {ej,e2} une base d’un espace vectoriel Ej et soient deux vecteurs de Ej :

1.

X:261—i—4e2 ; Y:5el—i—3e2
On note e; ® €5 les vecteurs de base d'un espace Ey = Fy ® E,. Déterminer
I’expression du produit tensoriel X ® y.

Le tenseur suivant :

U:11e1 ®e1+8e1 ®e2+20e2 ®e1+12e2 X eq

est-il le produit tensoriel de deux vecteurs de Ey ?

Montrer que le tenseur U est la somme du produit tensoriel X ® Y et d’un
autre tenseur W que 'on déterminera. Ce dernier est-il un produit tensoriel
et lequel 7

Solutions

1.

La propriété de distributivité du produit tensoriel par rapport a l'addition
vectorielle nous donne :

X X Y: (2€1+462) X (5e1—|—362)

:261 & 5e1—|—261 & 362+4€2 & 561+4€2 & 362

L’associativité du produit tensoriel par rapport a la multiplication par un
scalaire nous donne :

X®Y:1061 ®el—|—6el ®62+2062 ®el—|—12e2 ®e2

Notons U le tenseur donné :

U:11e1 ®e1+8e1 ®e2+20e2 ®e1+12e2 X eq

Développons cette expression et identifions au tenseur U donné; il vient pour
les composantes :
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ety =11 ; 2'y? =8 ; 2%y' =20 ; 2?y* =12
Yy 11 y1_20

1
Le rapport entre les composantes nous donne : = et = = —
Y 8 Y 12

Ces valeurs étant différentes, le tenseur U ne peut pas étre le produit tensoriel
de deux vecteurs.

3. Letenseur Westégala: W=U-X® Y,dou: W =e; ®e;+2e; ® e,.

Si on cherche W sous forme d’un produit tensoriel, W = v’ v/ €; ® e;, on
obtient par identification :

vtul =1 vt =2; *ul=0; =0

Puisque u! et u? ne peuvent étre nuls, selon les premiéres égalités, on a v2=0. Il
reste deux équations pour trois inconnues, d’otl une certaine indétermination.
Prenons v! = 1, d'ott ' =1 et u? = 2; on obtient ainsi le produit tensoriel :

W:e1 X (e1+2e2)

Exercice 3.2

Les composantes mixtes t;k d’un tenseur T, appartenant a l’espace produit ten-
soriel Eég), sont les suivantes :

t,=0,th,=2,th, =—1,t, =3, 2, =1, =—1,13,=0, t3y =2

1. Calculer les composantes contractées uy = t%, du tenseur T. Ecrire I'expres-
sion du tenseur U de composantes uy.

2. On se donne une base {e;} de E, dans laquelle le tenseur fondamental g;; a
pour matrice :
|9 g2 _ |2 =3
193 {921 922] {—3 1 }

Déterminer les composantes covariantes t;; du tenseur T.
3. Déterminer les composantes contravariantes ¢ du tenseur fondamental.

4. Calculer les composantes mixtes t?j du tenseur T.

Solutions

‘ R S | 2 coif -
1. Les composantes contractées sont : uy = ti, = ty, + t5; soit :

Le tenseur U de composantes u;, est le vecteur nul : U = 0.
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2. Les composantes covariantes sont : t;;r = gi; té-k,, d’ou :
tin =gnth+gauth =-3; tue=7; tim=-2; timw=12 ; ty; =1

torg = —7 5 taz1 =3 ; togo = —11
3. Calcul des composantes contravariantes ¢ du tenseur fondamental. La for-
mule ([I02) nous donne :
gik g™ = 0; avec g¥ = g"

On obtient trois équations qui nous donnent :

4. Les composantes mixtes ¢/ du tenseur T ont pour expression :
ij _ lj g
bty =97 by,
d’ou :

3 11 2
t%l = gnzﬁ1 —l—gmt%l = ? ; t%l = ——= tiz = — ;etc.

Exercice 3.3
En utilisant le critére général de tensorialité, montrer que, pour i,j =1 an :

1. Les n? quantités g;; = e; - €; constituent les composantes covariantes d’un
tenseur.

2. Les n? quantités &7 constituent les composantes mixtes d’un tenseur.
3

Solutions
1. Formons le produit tensoriel des quantités g;; avec les composantes contrava-
riantes v d’un tenseur V d’ordre un; on obtient :
ok i k=1 3
gZ] v ) 7’7 .]7 - an
La contraction sur les indices j et k nous donne I’expression des composantes
covariantes du tenseur V, soit :
gij v = v

On obtient ainsi un tenseur d’ordre un et, selon le critére général de tensorialité,
les g;; sont donc les composantes covariantes d'un tenseur d’ordre deux.
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2.

Le produit tensoriel des quantités ¢/ par les composantes covariantes vy d’un
tenseur d’ordre un, nous donne les qantités : 6% vy, ;4,5,k =1 an.

La contraction sur les indices j et k& donne les n quantités :

Ty —
57L Vj =

Les quantités v; étant les composantes covariantes d’'un tenseur d’ordre un,
les quantités ¢/ sont, selon le critére général de tensorialité, les composantes
mixtes d'un tenseur d’ordre deux.

Exercice 3.4

Notons h; i = 1,2, 3, les quantités de chaleur qui traversent 1'unité d’aire d’un
matériau durant I'unité de temps, dans des directions respectivement normales aux
axes Ox;. Cette chaleur s’écoule sous l'influence d’un gradient de température 7'
Les quatités h; forment les composantes d'un vecteur noté h. Dans un matériau
anisotrope, la conduction thermique obéit a la loi de Fourier :

1.

oT
ij A

6:5]-
Démontrer que les coefficients k;; sont les composantes d’'un tenseur appelé
tenseur de conductivité thermique.

h; = —k (3.169)

En régime permanent, ’écoulement de la chaleur a travers un matériau est
conservatif, c¢’est-a-dire qu’'on a :

divh =0 (3.170)

Déterminer 1'équation donnant la distribution des températures T'(z,y, z) a
I'intérieur d’un matériau anisotrope. On supposera que les coefficients k;; sont
des constantes.

Déterminer Iexpression de I’équation obtenue a la question (2) dans le sys-
téme d’axes principaux du tenseur k;;.

Trouver un changement de variables qui permet de mettre I’équation obtenue
a la question précédente sous forme d’une équation de Laplace :

(k1 ko k)3 AT =0 (3.171)

ou les k; sont les composantes non nulles du tenseur dans son systéme d’axes
principaux.

Solutions

1.

Les composantes du vecteur gradT qui figurent dans 1'équation (3.169)
forment un produit contracté avec les quantités k;; pour donner les compo-
santes d'un vecteur. Selon le critére général de tensorialité, les coefficients k;;
forment donc les composantes d’un tenseur d’ordre deux.
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2.

Reportons I'expression de h; donné par (B3.169) dans I’équation de conserva-
tion (BI70) qu’on peut écrire sous forme indicielle :

Ohi

52 =" (3.172)
0 T
am<_k”55)_0 (3.173)

C’est ’équation des distributions des température en régime stationnaire. En
général, les k;; varient trés faiblement dans un intervalle de température rela-
tivement important et on peut alors écrire 'équation ([B.I73) sous la forme :

T
T

k 0 (3.174)

Dans un systéme d’axes principaux, le tenseur de conductivité thermique
prend la forme : k;; = 0si i # j, ki = ki1, ko = kaa, k3 = kss. L’équation

(BI74) se réduit alors a :

0*T 0*T 0*T
k k k3 — =0 3.175
oy T 0 x3 T 03 ( )
Le changement de variable suivant :
e k2 kL2
= g X1 Te = e Xo b ay = e X5 (3.176
1 (kl /{52 k3)1/6 15 22 (k’l /{52 k3)1/6 2 I3 (kl ]{32 /{:3)1/6 3 ( )

transforme ’équation (BI75]) sous la forme :

2 2 2
(hbhyﬁ(aj’ PT (9T):O

ox: Toxz T axz

On obtient une équation de Laplace correspondant & un écoulement dans un
milieu isotrope de conductivité (k; kg k3)'/3. On peut ainsi résoudre plus ai-
sément l'équation (B.I75) et obtenir ensuite la distribution des températures
dans un milieu anisotrope.

(3.177)

Exercice 3.5

Soit Ty un tenseur du second ordre. On se propose de trouver tous les vecteurs A,

de composantes Ap k= 1,2,3, qui ne changent pas d’orientation lorsqu’on effectue
leur produit contracté avec le tenseur Tj, c’est-a-dire tous les vecteurs tels que :

Tin A, = A A; (3.178)

ou A est un scalaire quelconque. De tels vecteurs, s’ils existent, sont appelés les

vecteurs propres du tenseur et leurs directions sont les directions principales de Tjy.
Les valeurs de A pour lesquelles 1'équation ([BIT78) a des solutions s’appellent les
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valeurs propres du tenseur ; ce sont les valeurs des composantes T, dans le systéme
de coordonnées déterminé par les directions principales.

A titre d’exercice, nous allons déterminer les vecteurs et valeurs propres d’un
tenseur T}, pour un systéme physique & deux dimensions. C’est le cas, par exemple,
du tenseur d’inertie d’une ou plusieurs particules se mouvant dans un plan. Le
tenseur posséde ainsi quatre composantes :

Th1 T To1 Too (3.179)

Supposons de plus que le tenseur soit symétrique : Tio = Ty, afin de simpifier
les calculs.

1. Ecrire de maniére développée les équations (B.178).

2. Déterminer les valeurs propres du tenseur.

3. SiTiy =0, les axes initiaux sont précisément les axes principaux. On suppose
par la suite que Ti5 # 0. Déterminer les pentes des axes principaux portant
les vecteurs propres.

4. Soient ¢ et s les angles respectifs entre I'axe initial Ox; et les axes princi-
paux du tenseur Tj,. Calculer tan ¢, et tan o et montrer que les axes princi-
paux sont orthogonaux entre eux.

5. Quelles sont les valeurs des composantes des vecteurs A dans le systéme
d’axes principaux du tenseur ?

6. Déterminer les valeurs 7, des composantes du tenseur dans son systéme
d’axes principaux.

7. Déterminer la courbe représentée par 1’équation :

Ty (1) + Ty (23)° = 1 (3.180)
dans un systéme de coordonnées x|, x5, correspondant aux axes principaux.

8. Démontrer que les grandeurs C} = Ty + Thy et Cy = Tyy Thy — T sont des
invariants pour tout changement de systéme d’axes.

9. Donner une interprétation géométrique de Cj.

Solutions
1. Sile vecteur A est porté par I'un des axes principaux du tenseur Tj, alors

ses composantes A; doivent vérifier les équations suivantes :

T21 A1 + T22 Ag = )\AQ (3181)
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2.

Le systéme d’équations (B.I81]) posséde une solution différente de zéro si et
seulement si le déterminant du systéme est nul, soit :

Tll - )\ T12
—0 (3.182)
T12 T22 - )\

Le développement du déterminant conduit a I’équation :
N = N(Ty —Tog) + (Ty1 Tog — TH) = 0 (3.183)

dont les solutions sont les suivantes :

Ty + T Ty — T\’
DU  heakls:= IS \/(u) + T3 (3.184)

2 2

Les valeurs A, et A_ sont les valeurs propres du tenseur.

Posons Ay = Aj et A_ = X\y; Si Tio # 0, alors Ay # Ay. On a donc deux
axes principaux distincts déterminés par les vecteurs notés A1) et A® et
correspondent respectivement a A; et Ao. Les équations (BI8I]) permettent
d’obtenir les pentes des axes principaux :

AP AN - Ty T
tan p; = = = 3.185
! Agl) Tho A1 — T ( )
AP N — Ty T
tan @y = = = 3.186
& AgQ) Tho Ao — Th ( )

Les angles ¢, et (9 sont respectivement les angles entre 'axe Oz et les axes
principaux du tenseur Tj.

Substituant les valeurs \; et Ay données par (B.I84]) dans les expressions

(7?) et (BI8G), on obtient :

2tan ¢y 27119
tan2 oy = = = tan 2 3.187
ansen 1-— tan2 ©®1 T11 - T22 At < 2 ( )
En conséquence :
T
Y1 =$2+ 5 (3.188)

2
Les axes principaux sont orthogonaux entre eux.

Les vecteurs A et A®) étant portés par les axes principaux, leurs compo-
santes, dans ce systéme d’axes, sont tels que :

AV A0 AV =0 AP =0 4 £0 (3189)
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6.

Les équations (B.I8I]) s’écrivent, pour A = \;, compte tenu de ([BI87) :
T AW = AW AN =\ A =0 (3.190)
d’ou :
Pour A = Ay, on obtient :
T/, AV = 2 AP T, AP = 2, AP (3.192)
d’otu :

Dans son sytéme d’axes principaux, le tenseur Tj; a pour représentation ma-

tricielle :
[ /] _ T, 0 _ A O
ik 0 T 0 Mo

Dans le systéme d’axes principaux, les valeurs des composantes du tenseur
)
permettent d’écrire I'équation (3.I80) sous la forme :

M ()2 + Ao (7h) =1 (3.194)

soit encore :

(@1)* | (@5)*
U T

1 (3.195)

C’est I’équation d’une ellipse dont les demi-axes ont pour longueur 1/4/\; et
1/4/A2. Cest ellipse représentative du tenseur Tjy.

Les nombres X et A\? qui figurent dans I’équation (3.I83) sont des scalaires;
les racines A; et Ay de l'équation donnent les valeurs 1/A; et 1/A\y qui sont
les longueurs des demi-axes de ’ellipse du tenseur. Par suite, ces nombres sont
indépendants du systéme d’axes choisi et il en est de méme de leurs coefficients
dans I'équation (BI83). Les quantités :

Cl = T11 + T22 5 CQ = T11 T22 — T122 (3196)

sont donc des invariants du tenseur Tj.

Dans le systéme d’axes principaux, la valeur de Cy est égale & Cy = Ay As.
D’autre part, la surface S d’une ellipse de demi-axes a et b, est donnée par :

S=mab (3.197)
Dans le cas présent, on a : a = 1/yv/A;, b= 1/\/Ay, d’ot :
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1 1
S:W”)\1>\2:7T”52 (3.198)

Ainsi 'invariance de Cy exprime le fait que la surface de 'ellipse représentative
du tenseur est constante dans tous les systémes de coordonnées.

Remarque : Dans le cas d'un tenseur d’ordre deux d’un espace a trois dimensions,
on obtient un ellipsoide de représentation du tenseur (voir exercice 2.6).

Exercice 3.6

La construction suivante, due a& Otto Mohr (1835-1918), est utile pour I’étude des
tenseurs symétriques de rang deux. Elle est employée, par exemple, par les ingénieurs
dans 'analyse des déformations et des contraintes.

1.

Soit un systéme d’axes Ox1,0x,,0x3. Une rotation du systéme d’un angle
a autour de I'axe Oz donne les nouveaux axes Ox},0z),0x%. Déterminer la
matrice de passage des z; aux z.

Considérons un tenseur S;; ayant pour axes principaux Oz1,072,0x3. Dans
ce systéme d’axes, le tenseur a pour seules composantes non nulles S; = 51,
Sy = Sy9, S3 = S33. Déterminer les expressions des composantes Sl{j de ce
tenseur dans le systéme d’axes Oz,0x5,0x% en fonction des composantes Sy.

Ecrire les expressions des S;; en fonction de I'angle 2 . On rappelle les rela-
tions suivantes :

cos2a =2cos’a—1=1—2sin*a ; sin2a =2sinacosa (3.199)

On suppose que S7 < Sy et que ces composantes sont positives. Su 'axe des
abscisses d'un graphique, on place deux points P et () situés a des distances
S1 et Sy de lorigine O. On trace le cercle centré sur I’axe des abscisses et de
diametre égal & PQ). Démontrer que les valeurs des composantes S}, du tenseur

sont les coordonnées de deux points opposés sur le cercle, appelé cercle de
Mohr.

Réciproquement, si on se donne les valeurs Sj;, montrer que le cercle de Mohr
permet de trouver les composantes principales S;; du tenseur ainsi que la

direction des axes principaux.

La construction du cercle de Mohr reste valable si I'axe de rotation Ox3 n’est
plus un axe principal du tenseur. Si on considére une section centrale arbitraire
de 'ellipsoide représentative du tenseur, on obtient une conique ; soit alors Ox;
et Ox4 les axes principaux de cette section. Par rapport aux axes Oxy, Oxs et
Oxs normal & la section considérée, le tenseur prend la forme :

Sll 0 531
0 Su Sa (3.200)
531 523 533
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Déterminer les composantes S;; du tenseur aprés une rotation d'un angle
autour de ’axe Ox3. Montrer que la construction du cercle de Mohr s’applique
également dans ce cas.

Solutions

1. Ce calcul a déja été realisé au cours de I'exercice 1.10. On obtient :

cosa  sina 0
—sina cosa 0 (3.201)
0 0 1

2. Le changement de référentiel donne pour expression des composantes Sy, dans
le référentiel Oz, Oxly, Oz}, selon la formule (212 :
k A/l
S = A" A} Sy (3.202)

Les référentiels étant orthogonaux, les composantes contravariantes et cova-
riantes sont identiques. La matrice de passage (3.201]) donne pour expression
des nouvelles composantes :

Sy =AL AL Sy + AY AL Sopg = S) cos® a + Sy sin® o (3.203)
Shy =Sy sin® a + Sy cos® o (3.204)
Sty =55 = (=51 + Sy) sina cos (3.205)
S33 =53 (3.206)

Les autres composantes Sj; du tenseur sont nulles. Le tenseur transformé a
donc pour matrice :

! ! 0

11 P12

1o Shy O (3.207)
0 0 53

3. Compte tenu des relations (3.199)), les expressions (3.201]) s’écrivent sous la
forme :

, 1
1= 5(51 +.5;) — (52 — Sy)cos2a
, 1
22 = 5(51 +52) 4 (S2 — S1) cos2 «

1
2 = 5(S2 = Sp)sin2a (3.208)
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(172)(S, + )

FIGURE 3.1.

4. La figure B montre le cercle de centre C' centré sur ’axe des abscisses.

On trace le diameétre TCR, tel que C'R fasse avec C'(Q un angle 2 o mesuré dans
le sens inverse des aiguilles d’'une montre. Puisque OC = (1/2)(S; +.52) et que
CR = (1/2)(S2 — S1), les équations (B.208) montrent que les coordonnées du
point R, par rapport aux axes du graphique, sont égaux a S, et S},. D’autre
part, le point T" a pour abscisse S{;. Le cercle de Mohr montre ainsi comment
les composantes S}, S, et S7, varient lors d'une rotation des axes de référence.

La construction du cercle de Mohr reste évidemment valable lorsque S; et S5
sont négatifs ou s’ils sont de signes opposés.

5. Sil'on se donne les valeurs S7;, S, et Sy, on peut déterminer les points R

et T' sur un graphique, leurs coordonnées étant :

R=(Sy,5) ; T=(S~51) (3.209)

Les points R et T permettent de déterminer le centre du cercle et son dia-
métre. Le tracé du cercle donne les points d’intersection P et () avec ’axe des
abscisses, ces points donnant les valeurs S et Sy des composantes principales
du tenseur. D’autre part, I’angle « est donné par :
251
tan2q = ——= (3.210)
Sz2 — 51
6. La matrice de rotation (B.201]) subsiste mais les axes Ox; considérés a présent
ne sont plus les axes principaux. Le changement de référentiel par rotation
transforme les composantes selon la formule générale (3:202). On obtient :

S1, = Sipcos’a + Sysina ; Sy, = Siisin®a + Sh cos? o
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Slo = S5 = (=511 + Sag)sinawcosa ; Siy = Ss3
/

53 = —Sigsina + Syzcosa ;S5 = Si3 08 + Soz sin (3.211)

En ce qui concerne tout au moins S7;, Shy, 515, on obtient les mémes formules
qu'en (B:206) et la construction du cercle de Mohr s’applique également.

Exercice 3.7

Soient deux opérateurs linéaires A et B agissant respectivement sur les vecteurs
des espaces vectoriels €;, et £,. On note ¥ les vecteurs de £, et ® ceux de €, ; I'espace
produit tensoriel de €, et €4 est noté €,,=¢, ® £4. Par définition, 'opérateur noté :

A® B=C (3.212)

est opérateur qui, agissant sur un vecteur ¥ @ @ de l'espace €p4, donne le
vecteur :

CPRP)=(AB) (Ve P)=AV ® BP (3.213)
L’opérateur A ® B est appelé le produit tensoriel des opérateurs A et B.

1. Soient les produits d’opérateurs A; A, et By By agissant respectivement dans
les espaces €, et £,. Montrer qu’on a :

Al A2 ® Bl Bg - (Al ® Bl) (A2 ® Bg) (3214)

2. Montrer que l'opérateur A~! ® B~! est 'opérateur inverse de A @ B.

3. On note ¥ un vecteur propre d’'un opérateur A agissant dans €, c’est-a-dire
un vecteur tel que :

AU =qaV (3.215)

ol « est un nombre appelé valeur propre associée & ¥. De méme, on considére
un vecteur ¢ qui est vecteur propre de l'opérateur B agissant dans €, associe
a la valeur propre 3. Montrer que les vecteurs ¥ ® ® sont des vecteurs propres
des opérateurs A ® 1, et 1, ® B, ot 1, et 1,, sont des opérateurs unité agissant
respectivement dans €, et €,. Déterminer les valeurs propres respectives de ces
opérateurs.

4. Déterminer les vecteurs propres et valeurs propres des opérateurs (A ® 1,)?
et (1, ® B)>.

5. Soient {¥;} et {®;} des bases respectives de €, et £4. Les éléments matriciels
respectifs ay; et b; des opérateurs A et B sont définis par :

AU; =) au Ty ; B =) by P (3.216)
k 1
Déterminer les éléments matriciels de 'opérateur A ® B.
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Solutions

1.

La définition (B:2I3]) nous donne :

(A1 Ay ® By By) = [A1 (A3 V)] ® [By (Be @) (3.217)
Utilisant la définition (B3.213) en sens inverse, on obtient :

(A1 (A2 V)] © [By (B2 ®)] = (A1 ® By) (A ¥ © B, ) (3.218)

=(4A; ® B1) (A @ By) (¥ ® D) (3.219)
Les vecteurs ¥ et ® étant quelconques, les relations (B2I7) et (3:219)
donnent :
(A1 Ay ® By By) = (A; ® By) (Ay @ By) (3.220)
La relation (3:220) permet d’écrire :

(A BY(A'®@ BY)Y=(AAY® (BB H)=1, 1, (3.221)
Selon la définition (B.213), on obtient :

1, 01) T ®d) =1,V @ 1,0=0 @ & (3.222)

L’opérateur 1, ® 1, est donc 'opérateur unité agissant dans €, ® €4, d’ou :

(A® B) (A" @ B =1, (3.223)

En conséquence, I'opérateur (A1 ® B~!) est Popérateur inverse de A @ B :

(A By '=A"1® B! (3.224)

La définition (B.2I3) du produit tensoriel de deux opérateurs ainsi que la
relation (3:215)), nous donnent :

A1)V R ) =AV @ 1,0=(a¥) @ P=a(V ® &)  (3.225)

Les vecteurs ¥ ® ® de £,®¢&, sont des vecteurs de (A ® 1,) associés a la
valeur propre a. Une démonstration analogue montre que les vecteurs ¥ ®@ &
sont des vecteurs propres de 1, ® B associés a la valeur propre /3.

L’application de l'opérateur (A @ 1,)?

(3.223) :

(AR 1)V d)=(A4A21)a®x V)=V c ) (3.226)

aux vecteurs ¥ @ & donne, selon

Les vecteurs ¥ ® ® sont des vecteurs propres de 'opérateur (A ® 1,)? associés a
la valeur propre o>. On montre de méme que les vecteurs ¥ ® ® sont également
des vecteurs propres de Popérateur (1, ® B)? associés a la valeur propre (2.
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5. Utilisant la propriété de distributivité (3.16) du produit tensoriel ainsi que
lassociativité (B.I7) par rapport a la multiplication par un scalaire, on ob-
tient :

AR BV, ® ¢;)=(AY;,) ® (BD;)

= (Zk: aki\Ifk) ® (212 aljml)

=D (awby) (Ve ® @) (3.227)
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Chapitre 4

Espaces ponctuels

4.1 Espace ponctuel pré-euclidien

4.1.1 Exemple d’espace ponctuel

L’étude des phénomeénes physiques recourt & leur représentation dans ’espace de
la géométrie classique a trois dimensions ou dans celui de la relativité a quatre di-
mensions. Les vecteurs et les tenseurs peuvent en effet étre attachés a chacun des
points de I’espace et former des champs de vecteurs et de tenseurs, ce qui nécessite la
définition mathématique d’espaces formés de points ou espaces ponctuels.

De plus, des espaces plus abstraits peuvent étre imaginés pour décrire des phé-
nomeénes physiques, ce qui conduit & introduire des espaces ponctuels & un nombre
quelconque de dimensions. C’est le cas, par exemple, de I'espace de phases utilisé en
Physique statistique.

La définition précise d’espace ponctuel va étre faite a partir de la notion d’espace
vectoriel. Voyons tout d’abord ’exemple de 'espace ponctuel formé par des triplets
de nombres qui est issu directement de I'espace de la géométrie classique.

Espace ponctuel formé de triplets de nombres - Donnons-nous des triplets de
nombres réels notés A = (ay, as,a3), B = (b, be, b3), etc. Appelons EY 'ensemble de
tous les éléments A, B, etc., formés par des triplets de nombres. A tout couple (A, B)
de deux éléments de EY, pris dans cet ordre, on peut faire correspondre un vecteur
x noté AB, en définissant celui-ci par un triplet de nombres tel que z; = b; — a;,
i=1,2,3. On a donc x = AB = (21, 2, 73).

Ainsi qu’on I’a déja vu au chapitre Premier, c¢’est un élément d’un espace vectoriel
E5 lorsqu’on a défini I’addition et la multiplication par un scalaire sur ces éléments.
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La correspondance que 'on établit ainsi, entre tout couple (A, B) de deux élé-
ments de FY et un vecteur d’'un espace vectoriel Es, vérifie manifestement les pro-
priétés suivantes :

EP1: AB = —BA

EP2 : Associativité par rapport a I'addition : AB = AC + CB

EP3 : Si O est un élément arbitraire choisi dans Ej, & tout vecteur x de FEj, il
correspond un point M et un seul tel que OM = x.

Lorsqu’on a muni 'ensemble EY de cette loi de correspondance, vérifiant les trois
propriétés précédentes, on dit que I’ensemble des triplets de nombres consti-
tue un espace ponctuel, noté £3. Les éléments de €3 sont appelés des points.

Remarque - Formellement, il ne semble pas y avoir de différences entre un point
A = (a1, as,a3), défini par un triplet de nombres, et un vecteur x = (x1, 29, x3), dé-
fini également de la méme maniére. Pour établir une distinction entre ces éléments,
il faut revenir a la remarque que l'on a faite au chapitre Premier, lors de la généra-
lisation de la notion de vecteur.

Au départ, on se donne un ensemble E} d’éléments constitués par des triplets de
nombres. Cet ensemble Ef ne comporte pas a priori de structure; ses éléments seuls
le définissent.

Rappelons que pour former un espace vectoriel E3, on définit sur les éléments de
FE! deux lois de composition interne qui constituent la structure du nouvel ensemble
E5 ; les éléments de E5 sont alors appelés des vecteurs.

La méthode est analogue pour former I’espace ponctuel £3. On définit sur les
couples déléments de E une loi de correspondance qui constitue la structure du
nouvel ensemble €3 ; ses éléments sont alors appelés des points. Cet espace ponctuel
€3 se confond en tant qu’'ensemble d’éléments avec ’ensemble Ej mais il s’en dis-
tingue en tant qu’espace ponctuel qui constitue un ensemble structuré par la loi de
correspondance que 'on se donne. De méme, les espaces Fs3 et €3 sont distincts par
suite de leur structure différente et on peut établir une distinction entre les éléments
de chacun de ces espaces. On dit que Y constitue le support des espaces Ej et €3.

4.1.2 Définition d’un espace ponctuel

On peut généraliser & un support quelconque E! la notion précédente d’espace ponc-
tuel. Pour cela, on considére un ensemble E) d’éléments, notés A, B, etc., et on
suppose qu’a tout couple (A, B) d’éléments de E!, pris dans cet ordre, on puisse
faire correspondre un vecteur x, noté AB, d’un espace vectoriel F,,, & n dimensions.
Si la correspondance ainsi réalisée vérifie les axiomes EP1, EP2 et EP3 précédents,
on dit que 'ensemble E/ muni de cette structure constitue un espace ponctuel a n
dimensions que 'on note &,,. Les éléments de €, sont appelés des points.
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L’espace vectoriel E, est appelé 'espace associé a €,,. Lorsque ’espace vec-
toriel associé est un espace pré-euclidien, on dit que &,, est un espace
ponctuel pré-euclidien.

4.1.3 Repéres d’un espace ponctuel pré-euclidien

Considérons un point O quelconque d’un espace ponctuel pré-euclidien &, et une
base (e;) de 'espace vectoriel associé F,,. On appelle repére de I'espace €, 'ensemble
du point O et de la base (e;). Ce repére sera noté (O, e;) ; le point O est appelé I'ori-
gine du repére.

Coordonnées d’un point - Par définition, les coordonnées d'un point M d'un
espace ponctuel pré-euclidien &,,, par rapport au repére (O, ;) sont les composantes
x* du vecteur x = OM de 'espace E,,, par rapport a la base (e;).

Soient deux points M et M’ de £, définis par leurs coordonnées z° et ', on a :
OM = z'e;, OM' = 2/ e;. Utilisant les axiomes EP1 et EP2, il vient :

MM’ = MO + OM' = —-OM + OM'’ = (—z' + 2") e (4.1)

On en déduit que les composantes du vecteur MM, par rapport a la base (e;), sont

les n quantités (/" — z¢), différences des coordonnées des points M’ et M.

Changement de repére - Soient (O, e;) et (O, €;) deux repéres quelconques de
€n.- Les bases sont liées entre elles par les relations :
(a) e =Ale ; (b) e = A e (4.2)

Cherchons les relations entre les coordonnées d'un point M de &, par rapport a ces
deux repéres. Pour cela, exprimons les vecteurs OO’ et O’O sur chacunes dees bases

de E, :
(a) OO0 =a'e; ; (b) O'0=0a"¢ (4.3)
ainsi que les vecteurs OMet O'M, soit :
(a) OM =z'e; ; (b) O'M = 1" ¢ (4.4)

On a d’autre part :

oM = 00 +0'M
= a'et+r'e;=a'e;+ 17 Ale; = (o' + 17 Al)e; (4.5)
Identifiant les composantes par rapport au vecteur e; dans les expressions (4.4)
et (43, on obtient :

o =a' + A" (4.6)

En exprimant de fagon analogue le vecteur O'M sur la base (e}), il vient :
27 =/ 4+ AV g (4.7)
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4.1.4 Distance entre deux points

Soit €, un espace ponctuel pré-eucliden et M et M’ deux points de cet espace.
Par définition, la norme du vecteur MM’ s’appelle la distance des deux points M
et M'. On a :

distance M M’ = norme MM’ (4.8)

Si les deux points M et M’ ont respectivement pour coordonnées z° et a’*, par
rapport & un repére (O, e;), la relation (AI) montre que le vecteur MM’ a pour
composantes les quantités (/" — z*). Le carré de la distance est donnée par :

(distance MM')* = g;; (2/" — ") (27 — 27) (4.9)

Si le point M’ est infiniment proche du point M, ses coordonnées sont notées
(2t +dz") et le vecteur MM’ = dM a pour composantes les quantités da’. Notons ds
la distance entre les points M et M’. La relation (Z£9) donne I'expression du carré
de la distance entre ces points sous la forme :

ds* = g;; da' da’ (4.10)

Pour un espace ponctuel euclidien et des vecteurs de base e; orthonormés, on a :
gi; = 0;; et I'expression (£I0) devient alors :

ds? = dz" da’ (4.11)

On obtient une expression qui généralise, & n dimensions, le carré de la dis-
tance élémentaire, par rapport & un repére cartésien, dans 'espace de la géométrie
classique.

4.1.5 Dérivée d’un vecteur

Les vecteurs que 'on utilise en Physique sont généralement des fonctions de une ou
plusieurs variables, celles-ci pouvant étre des variables d’espace ou du temps. Lors-
qu’en chaque point M d’un espace ponctuel £,,, on attache un tenseur, défini par ses
composantes par rapport a un repére (O, e;), on dira que 1'on s’est donné un champ
de tenseurs.

Pour des vecteurs a n dimensions, la notion de dérivée d’un vecteur a trois dimen-
sions se généralise et I’on obtient toutes les formules classiques relatives aux dérivées.

Vecteurs d’un espace vectoriel - Considérons un vecteur x appartenant a un
espace euclidien £, dont les composantes, sur une base (e;), sont des fonctions d’un
paramétre quelconque «; on note ce vecteur x(«) et l'on a :

x(a) = 2'(a) g (4.12)

Par définition, la dérivée du vecteur x est un vecteur noté x’(«) dont les compo-
santes sont les dérivées, par rapport au paramétre «, des fonctions z'(«) :
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X' () = o (4.13)

On appelle différentielle de x le vecteur, noté dx, tel que :

dx = x'(a) da (4.14)

ol da est la différentielle du parameétre a.. La dérivée d'un vecteur peut donc étre
notée : x'(a) = dx/da.

Les différentes formules de dérivation des vecteurs a trois dimensions relatives a
la somme de vecteurs, au produit d'un vecteur par un scalaire, au produit scalaire
de deux vecteurs, sont aisément transposables aux vecteurs a n dimensions.

Si un vecteur x de E, dépend de plusieurs paramétres indépendants, «, f3,,
la dérivée partielle du vecteur x(a, 3,7) par rapport a la variable a, par exemple,
est un vecteur, noté 0x/da, dont les composantes sont les dérivées partielles des
composantes de x, soit :

ox 02

La différentielle du vecteur x(«, 3,7) s’écrit :

dx:a—da—kg—ﬂdﬂjta—dv (4.16)

Vecteurs d’un espace vectoriel associé & un espace ponctuel - Considérons
a présent un espace vectoriel F,, associé a un espace ponctuel €,. Dans un repére
(O, €;), tout point M de &, est associé a un vecteur x de F,, tel que x = OM. Si le
vecteur x dépend d’un paramétre o et admet une dérivée x'(a), il en est de méme

de OM.

Montrons que le vecteur dérivé x'(«) ne dépend pas du point origine O mais
seulement du point M considéré. En effet, si O’ est un autre point origine, on a :

OM = 00’ + O'M (4.17)

et puisque le vecteur OO’ est fixe et ne dépend que de o, on a dOO’/da = 0, d’ou :
dOM dO'M ,

o - da T X () (4.18)

On peut donc noter la dérivée du vecteur OM en mentionnant seulement le point
M et 1'on écrira :
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X (a) = %4 = M/(a) (4.19)

La différentielle de OM s’écrit alors : dM = M'(«) da.

Si un point M de &, est associé, par rapport & un repére (O, e;), & un vecteur
x(a, B,7v) = OM, les dérivées partielles de OM ne dépendront que du point M et
I’on écrira, par exemple :

ox OM

4.1.6 Notation des dérivées

Afin d’alléger les expressions des dérivées partielles des fonctions dépendant de n va-
riables, on va utiliser par la suite les notations indicielles suivantes. Si f(y', v, ..., y")
est une fonction des n variables ¢, on notera les dérivées partielles sous la forme :

of
- = 0 4.21
=0 (4.21)
Les dérivées secondes par rapport aux variables 3’ et y* s’écriront :
02 f
=), 4.22
Gyt K f (4.22)

Lorsque X est un vecteur tel que x = z* e;, dont les composantes sont des fonctions
de n variables y*, soit : x' = 2t (y!, y?, ..., y"), les dérivées partielles du vecteur seront
notées, en utilisant la convention de sommation :

) | |
a—; =0 x =0 (2 &) = (Op ') & (4.23)

4.2 Coordonnées curvilignes

4.2.1 Systémes de coordonnées

Les notions classiques de systémes de coordonnées peuvent étre généralisées a des
espaces ponctuels a n dimensions. On appelle systéme de coordonnées dans &,,, tout
mode de définition d’un point M de cet espace en fonction de n scalaires u’ qui sont
appelées coordonnées de M dans le systéme considéré.

Par exemple, dans I'espace €3 de la géométrie ordinaire, les coordonnées sont des
scalaires généralement notés x, y, z. Le systéme de coordonnées sphériques comporte

trois parameétres notés r, 6, ¢.

Pour un systéme donné de coordonnées, on appelle ligne coordonnée le lieu des
points M lorsqu’une seule coordonnée varie, les autres étant égales a des constantes.
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En un point M donné se croisent n lignes coordonnées.

Ainsi dans l'espace €3, rapporté & un repére fixe, on obtient des lignes coordon-
nées qui sont des droites lorsque l'on pose, par exemple, y =cte, z =cte et que 1'on
fait varier x.

Etudions tout d’abord la généralisation d’un systéme de coordonnées relatives a
un repeére fixe.

4.2.2 Coordonnées rectilignes

Les lignes coordonnées sont dans ce cas des droites et pour cette raison, ces
coordonnées sont appelées des coordonnées rectilignes.

4.2.3 Coordonnées sphériques

Considérons, a titre d’exemple, un systéme de coordonnées de l'espace €3, de la
géométrie ordinaire. Les points de cet espace peuvent étre repérés a l'aide d’un
systéme de coordonnées u', u?, u?, appelées coordonnées sphériques, celles-ci
étant généralement notées u! = r, u? = 6, u® = . Ces coordonnées sont définies a
partir d'un repére fixe cartésien de €3, que 'on va noter (O, i, j, k) et les coordonnées
rectilignes d’'un point M de €3 sont notées z¢,i = 1,2, 3. Les coordonnées sphériques

sont définies par les relations suivantes :

vt =rsinfcosg ; 2 =rsinfsing ; 2° =rcosf (4.24)

Les lignes coordonnées sont obtenues en maintenant constant deux parameétres
et en faisant varier le troisiéme. Pour r variable, on obtient des droites passant par
le point O et dont la direction est déterminée par les valeurs fixées des angles 6 et
. Les variations de # font décrire au point M un cercle centré sur O, de rayon r et
situé dans le plan défini par 'angle . Les variations de ¢ donnent un cercle centré
sur 'axe Ox? et situé dans un plan paralléle au plan 2'!Oz2. En un point donné se
croisent trois lignes coordonnées.

Les coordonnées rectilignes 2 sont des fonctions (7,0, ¢) contintiment déri-
vables par rapport aux coordonnées 7, 0, ¢ (sauf pour z' = 22 = 0). Le jacobien de
la transformation est différent de zéro, ce qui assure la biunivocité de la correspon-
dance entre un point M et ses coordonnées sphériques. On obtient inversement les
relations :

r=[(z")*+ (2?)* + (x32))2] Y25 = arctan (22 /21)

x

0 = arcos 1/2) (4.25)
[(m1)2 + (xz)z + (a:3)2]

Les coordonnées sphériques constituent un exemple de systéme de coordonnées

dites curvilignes dans I'espace €3 (valables seulement sur I’espace privé d’une droite).
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4.2.4 Coordonnées curvilignes

Considérons a présent un espace ponctuel €, et un repére (O, e%) de cet espace.
Soit x* les coordonnées rectilignes d’un point M de &,, par rapport & ce repére.

Un systéme de coordonnées quelconques u¥, k = 1 a n, est obtenu en se donnant
n fonctions arbitraires f? des parameétres u”, telles que :

o' = fiutu? . u™); i=1an (4.26)

On supposera par la suite que les n fonctions f? satisfont aux propriétés sui-
vantes :
1- Elles sont contintiment dérivables jusqu’a un certain ordre supérieur ou égal a
2. Cette hypothése implique, en tout point ou elle est est satisfaite, que l'on a la
permutabilité des dérivations :

O f' = 0w [ (4.27)

2- Ces fonctions sont telles qu’on peut résoudre le systéme de n équations (4.20)
par rapport aux variables u* et les exprimer en fonction des z¢, soit :

uf = gF (2t 2%, . 2"); k=1an (4.28)

3- Lorsque les variables u* varient dans un domaine A, les variables ¢ varient dans
un domaine A’. Le jacobien des fonctions z* = fi(u!,u?, ...,u™), donné par :

81 2?1 01 .T2 61 z"
1 2 n
Opxt O,2% ... Opa™

sera supposé différent de zéro dans le domaine A ainsi que le jacobien D(0; u*)
des fonctions u* = ¢gF(z!, 22, ..., 2™) qui est Pinverse du jacobien D (9 x?). Si les ja-

cobiens existent, ils sont non nuls comme consquence de ’hypothése (2) ci-dessus.

Si 'on fixe (n — 1) paramétres u* en faisant varier un seul paramétre, u! par
exemple, on obtient les coordonnées 5172@) d’un ensemble de points M de &, qui
constituent une ligne coordonnée. En général, les lignes coordonnées ne sont
pas des droites mais des courbes ; ces coordonnées 1" sont appelées pour
cette raison des coordonnées curvilignes. En un point M de &,, se croisent n
lignes coordonnées.

4.3 Repére naturel

4.3.1 Deéfinitions

Repére cartésien - Tout espace vectoriel pré-euclidien E, possédant une base
orthonormée €, considérons en un point origine O un repére (O,ef) de l'espace
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ponctuel €;,. On dira que ce repére est un repére cartésien. On pourra, en particu-
lier, attacher a chaque point M de £, un repére cartésien (M, e?) dont les vecteurs
seront identiques en chaque point.

On note 2! les coordonnées des vecteurs OM dans un repére cartésien.

Base naturelle - On a vu que les dérivées et les différentielles d'un vecteur OM de
€p, sont indépendants du point O d’un repére donné. Si &, est rapporté a un systéme
de coordonnées curvilignes u*, on peut donc écrire, en appelant ey les vecteurs
suivants :

00OM
= Gk

Soient u!,u?,...,u™ les coordonnées curvilignes du point M par rapport a un
repére cartésien (O,e?). Dans ce repére, on a : OM = z'e?, ou les coordonnées
cartésiennes sont des fonctions x* = z'(u', u?, ..., u™). Le vecteur ey défini par (Z30)

a pour expression :

= o.M (4.30)

A partir des composantes Oy 2° du vecteur ey, on peut former un déterminant
D(0) ) qui est précisément le jacobien (£29) des fonctions x’. Puisque ce déter-
minant est différent de zéro, il en résulte que les n vecteurs e, sont linéairement
indépendants.

Ces n vecteurs, définis par la relation (430) sont appelés la base naturelle
au point M de 'espace vectoriel associé E,. Ils sont colinéaires aux tangentes des n
lignes coordonnées qui se coupent en point M ou ils sont définis.

Repére naturel - Associons au point M de &, un repére formé par le point M et
par les vecteurs de la base naturelle. Ce repére est appelé le repére naturel en M
du systéme de coordonnées u ; il sera noté (M, ey) ou (M, 5, M).

La différentielle du vecteur OM s’exprime sous la forme :

dM = 0, M du* = ey du” (4.32)

Les quantités du* constituent donc les composantes contravariantes du

vecteur dM dans le repére naturel (M, ey) du systéme de coordonnées u”.

4.3.2 Repére naturel en coordonnées sphériques

Déterminons la base naturelle de 'espace vectoriel E3 associé a l’espace ponctuel
€3 de la géométrie ordinaire, en coordonnées sphériques. Ecrivons 'expression des
vecteurs OM dans un repére fixe cartésien (O, e?) :

OM = 7' e = rsinf cos pe? + rsinfsin peJ + rcos f €3 (4.33)
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Les vecteurs e étant fixes, le vecteur e; de la base naturelle s’écrit :

e; = 0y M = sinf cos €] + sin @ sin p e + cos 0 e3 (4.34)

Le vecteur e est porté par la droite (OM) et dirigé dans le sens des r croissants.
La dérivée de OM par rapport a 6 donne le vecteur e, :

ey = 0y M = rcosfcospel +1rcosfsinped —rsinded (4.35)

C’est un vecteur tangent a un grand cercle centré sur l'origine O et dirigé dans le
sens croissant de la coordonnée . La dérivée par rapport a ¢ donne le vecteur es :

es = 03 M = —rsinfsinpe + rsinf cos g ) (4.36)

C’est un vecteur tangent a un cercle paralléle au plan 2'Oz?, centré sur 'axe O3,
et dirigé dans le sens des valeurs croissantes de .

Ces trois vecteurs sont orthogonaux entre eux ainsi qu’on le vérifie aisément en
effectuant les produits scalaires e; - €;. Lorsqu’il en est ainsi, on dit que les coordon-
nées sont des coordonnées curvilignes orthogonales.

Ces vecteurs ne sont pas tous normés, puisque l'on a :

gip1 = €1 - e = 1, gJog = €9 - €2 :7"2; gss — €3 - €3 :7’2Si1'12t9 (437)

Le repére naturel, en coordonnées sphériques, est donc formé par des vecteurs
variables en direction et en module en chaque point M. Les quantités g;; constituent
un exemple de tenseur attaché a chacun des points M de 'espace €3.

4.3.3 Changement de coordonnées curvilignes

Considérons deux systémes quelconques de coordonnées curvilignes u’ et u’*, liées
entre elles par les relations :

2 1k

u' =t (™) s u = (L u™) (4.38)

ou les fonctions u® (u*,u,...,u™) sont supposées étre plusieurs fois continue-
ment dérivables par rapport aux u’* et de méme pour les fonctions u* (u', u?, ..., u™)
par rapport aux coordonnées u'. Lorsqu’on passe d'un systéme de coordonnées a un

autre, on dit que 1'on effectue un changement de coordonnées curvilignes.

Les coordonnées x/ par rapport a un repére fixe, sont liées également a chaque
systéme de coordonnées curvilignes et I’on suppose que les jacobiens D (07 /0 u')
et D(0x7/0u'*) sont différents de zéro. Dans ce cas, le jacobien D(du'/Ou'™) est
également non nul puisqu’on a la relation classique :

0’ ou’ 0l
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Changement de base naturelle - A chaque systéme de coordonnées curvilignes
u® et u'* données par (Z3]) est associé respectivement une base naturelle telle que :
= 8_1\/1 ;e = oM (4.40)
ou’ ou'k
Le calcul des relations entre les vecteurs de ces deux bases s’effectue en utilisant
la formule de dérivation des fonctions composées, soit :

€k

OM  OM ou ou’
= dut  uw duk T ouk (4.41)
Inversement, le développement de la dérivée e conduit a la relation :
uZ
aulk ,
e 9 €L ( )

Lorsqu’on passe d'un systéme de coordonnées curvilignes a un autre, on substitue
a la base (e;) de l'espace vectoriel E,, une autre base (ey) de ce méme espace
vectoriel. Les relations de changement de base d'un espace vectoriel ont été utilisées
précédemment en Algebre et écrites sous la forme des relations (L33) et (IL34), a
Savoir :

(a) es=AFe, ; (b) e, = Ale (4.43)

Comparant les expressions (@41 et (A42) a la relation (ZL43) et identifiant les
coefficients des mémes vecteurs de base, il vient :
ou'* .o
a) AF=—- . (b) Al = 4.44
() AF =S ) A= (149
En conclusion, a tout systéme de coordonnées curvilignes u’ et u/* sont
associés respectivement, en un méme point M de &,, des repéres naturels
(M, e;) et (M, e)) dont les bases naturelles sont liées par les relations (4.41])
et (£42). A tout changement de coordonnées curvilignes correspond un
changement de base donné par les formules (£43) et (Z44).

Notation - La notation abrégée (421) des dérivées partielles permet d’écrire les
formules de changement de base sous la forme :

(a) AF =0;u* ; (b) AL =0’ (4.45)

4.3.4 Elément linéaire d’un espace ponctuel

On a vu que le carré de la distance ds? entre deux points M et M’ infiniment proches
est donnée par la relation (4.I0), a savoir :

ds* = g;; da' da’ (4.46)

ou les dz’ sont les composantes du vecteur dM = MM/, rapportées a un re-
pére fixe d’un espace ponctuel €,. Lorsque cet espace est rapporté & un systéme
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de coordonnées curvilignes u’, la relation (€.32) montre que le vecteur dM a pour
composantes contravariantes les quantités du’ par rapport au repére naturel (M, e;).

Le carré de la distance ds? s’écrit alors dans le repére naturel :

ds* = g;; du’ dv’ (4.47)

ol les quantités g;; = e; - e; sont les composantes du tenseur fondamental ou
tenseur métrique définies a 1’aide d’une base naturelle. L’expression (4.47) s’appelle
I’élément linéaire de 'espace ponctuel €,, ou encore la métrique de cet espace.

Les vecteurs e; du repére naturel varient en général d’un point & un autre. C’est
le cas, par exemple, des coordonnées sphériques dont les quantités g;; sont données
par la relation (£37). La métrique de 'espace €3, en coordonnées sphériques, est
donnée par :

ds? = dr® + r*d#* 4 r?sin’0 dyp? (4.48)

Une courbe I' de €, peut étre définie par la donnée des coordonnées curvilignes
u'(«) du lieu des points M(«) en fonction du paramétre a.. La distance élémentaire
ds sur cette courbe I' s’écrit alors :

out dui?
ds = [gij B 8—0z] do (4.49)

Lorsque « varie dans un intervalle [y, as] le point M parcourt un arc de courbe,
allant d'un point M; a un point Ms. La longueur de 'arc M; M, est donnée par
I'intégrale :

Qg i j 1/2
arc My M, = / {gijg—zg—u da (4.50)

4.4 Exercices résolus

Exercice 4.1

Ecrire les expressions suivantes en utilisant la convention de sommation ainsi que
Iécriture indicielle ( (£21])) des dérivées partielles :

1.
aCI) aCI) 0o
2.
df 0® dat 0® da? Od da"

At~ 9z dt +8932 dt +m+0x”¥
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ds* = g1 (dz')? + gro Ao’ da® + gop da? da' + gy (da?)?

Solutions

1.

d® =0, dda* ; k=1lan
2.

df da®

A i —13

& Oy f O k an
3.

d32:gijdxidxj o1, =14a2

Exercice 4.2

Les coordonnées polaires dans un plan F,, représentés sur la figure B, sont don-
nés par : x! = ul cosu?; 22 = ul sinu?; ot x! et 2% sont les coordonnées cartésiennes,
u! est la longueur OM et u? 1'angle des droites OM, Ox'.

1. Déterminer les vecteurs de la base naturelle sur la base cartésienne {i,j}.

2. Déterminer les composantes g;; du tenseur fondamental de FEj.

3. Déterminer 1’élément linéaire ds? en fonction des coordonnées u' et u?.

€
P DT ‘M
]
ul/ |
]
A :
j u? |
1
> >
0O i x!
FIGURE 4.1.
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Solutions

1. Vecteurs de la base naturelle :

oM  o0zx'. 0zx%,
:0u1:0u11+8u1']:
_8M_5m1, 8x2,_
_0u2_0u21+8u2']_

e; (cosu?) i+ (sinu?)

e —(u'sinu?®)i+ (u' cosu?)j
2. Composantes du tenseur fondamental :
gu = (cosu?)? + (sinwu’)? =1 ; gia =g =0 ; gop = (u')”

3. Elément linéaire du plan :
ds? = gy du’ du? = (du')? + (uh)? (du?)?

Exercice 4.3

Un point M est repéré en coordonnées cylindriques par les variables p,p,z (Fig([L2)).

FIGURE 4.2.

1. Déterminer I'expression du vecteur position OM(p, ¢, z) d’un point M quel-
conque sur la base cartésienne {i,j,k}.

2. Déterminer les vecteurs eq, es, ez de la base naturelle et les représenter sur
un schéma.

3. Démontrer que ces vecteurs sont orthogonaux entre eux.

4. Calculer les normes des vecteurs de la base naturelle.
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Solutions

1. Les expressions des coordonnées cartésiennes en coordonnées cylindriques
s'écrivent : x = pcosp, y = psiny, z = z. Le vecteur position d'un point
M s’écrit alors :

OM(p, p,2) = pcospi+ psinpj+ zk

2. Les vecteurs de la base naturelle sont :

oM C .
€] =—— =CoSpl-+siny]
dp
oM .. .
€y =—— = —psinYl+ pcosy]
ox%
oM
:—:k
% =92

3. Formons le produit scalaire des vecteurs de base entre eux :

e1 - e =(cospi+singj) - (—psinpi+ pcospj)=0
e; - e =(cospi+singj) k=0
ey - eg =(—psinpi+pcospj) - k=0

Les vecteurs ey, es, ez sont orthogonaux entre eux.

4. Normes des vecteurs de la base naturelle :

lle1]| = /911 =+/(cos pi+sinpj)? = \/cos2cp+sin2cp =1
leal| = Vgoz =/ (—psinpi+ peospj)? = p

lles|| = v/g3s =Vk - k=1

Exercice 4.4

On considére un systéme de coordonnées paraboloidales d'un espace ponctuel

Es:x=uvcosy;y=uvsinp; z = (1/2) (v —u?), ot z, y, z sont les coordonnées
1 2

cartésiennes. Les coordonnées curvilignes sont notées dans 'ordre : v' = u, u* = v,
u? = .
1. Ecrire 'expression du vecteur position OM((u, v, ¢) d'un point M de l'espace
Es.
2. Déterminer les vecteurs eq, eq, ez de la base naturelle sur la base cartésienne
{i.j.k}
3. Démontrer que ces vecteurs sont orthogonaux entre eux.
4. Calculer leur norme.

5. Déterminer 1’élément linéaire de Ejs.
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Solutions

1. Vecteur position d’un point M :

OM (u, v, p) =uvcospi+uvsinpj+ (1/2) (v? —u?) k (4.51)

2. Vecteurs de la base naturelle :

oM . L
e =—— =vcospi+usinpj—uk
du
oM . o
€ =5y =wucospi+usinpj+ok
oM L .
€3 =—— = —UVSINPY1l+UVCoS Y]
oX%

3. Produits scalaires des vecteurs de la base naturelle :

e - ey =uvcos’ g +uvsin®g —uv =0
e - €3 =0

€y - €3 =0

Les vecteurs de la base naturelle sont orthogonaux entre eux.

4. Normes des vecteurs de la base naturelle :

HelH =1/ 011 :\/U2COS2Q0+U2Sin2g0—|—u2 _ \/m

He2|| = 1/ 922 :\/u20082§0+u25in230+v2 — \/m

|les|| = /gs3 :\/u202 sin? p + u2v2cos? p = uw

5. Elément linéaire :
ds* = (v* +u?) (du)? + (u® + v?) (dv)? + u? v* (dyp)?

Exercice 4.5

On considére un systéme de coordonnées curvilignes u, v, w d’un espace ponc-
tuel F3. Démontrer que les vecteurs de la base naturelle {e,,ey,ew} constituent un
systéme réciproque des vecteurs {V v,V v,V w}.

Solutions

Les coordonnées curvilignes sont données par la transformation :
r=z(u,v,w) ; y=ylu,v,w) ; z=zuv,w)
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ou z,¥, z sont les coordonnées cartésiennes de Fj3. La transformation inverse est
telle que :

u=u(x,y,z) ; v=v(r,y,2) ; w=w(xy,z)

Ecrivons les expressions de e, et V u sur une base cartésienne {i,jk} :

_OM 0Oz, 0Jy 0z

= gu T ou T T aa K
w, Ou. OJu

eu~Vu:%@+8yau 0z du

dudr  Oudy oudz

La fonction u(zx,y, z) peut s’écrire sous la forme suivante :

du_ | _0ude dudy 0ud:
du = Oz 0u Oydu 0z 0u
d’ou: e, - Vu=1. On obtient de méme : e, - Vo =1 ; e, - Vw =1

Ecrivons a présent la dérivée de u(zx,y, z) considérée comme fonction composée,
par rapport a v, il vient :

du_y_0uds 0udy oo
dv = dxdv Oy dv 0z dv

d’ou : e, - Vu = 0. On obtient de méme :
e, Vv=e, - Vw=e, - Vw=e, - Vu=e, -Vu=e, - V=0

Notons e, = €1, e, = €5, €y, =eg et Vu =e!, Vv = e?, Vw = e3, les neufs
) ) 3 ) ) )
produits scalaires précédents s’écrivent : e; - € = 9;;, ce qui montre que les systémes
de vecteurs {ey,ev.ew et {Vu,Vu,Vw} constituent des systémes réciproques.
) ) ) Y

Exercice 4.6

On appelle coordonnées cylindro-paraboliques les paramétres u, v, z définis par
la transformation :

r=(1/2)(u*~v?) ; y=uv ; z=2z avec —8<u<8, v>0 et —8<z<8

1. Déterminer les vecteurs de la base naturelle
2. Démontrer que ces vecteurs sont orthogonaux entre eux.

3. Calculer les normes de ces vecteurs
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Solutions

1. Vecteurs de la base naturelle :

e =27 i 02 iy
Y ou ou ou

e, =—vi+uj

e, =k

2. Orthogonalité des vecteurs de base :

€, © €y

(ui+wvj) - (—vi+uj)=—-uv+uv=0
(ui+vj) - k=0
ey - e =(—vituj) k=0

€y ' €,

3. Norme des vecteurs de la base naturelle :
leul] = VuZ +0v2 5 lev]| = Vu2+02 ; leg ]| =1

Exercice 4.7

Déterminer les composantes covariantes g;; des tenseurs fondamentaux pour les
systémes de coordonnées suivants :

1. Cylindriques : p, ¢, 2.
2. Paraboloidales : u, v, .

3. Cylindro-paraboliques : u, v, z.

Solutions

1. Coordonnées cylindriques : p, ¢ z ; exercice (4.3) :

oM C o
€ =——— =Cospl+siny]
dp
oM L .
€y =—— = —psinYl+ pcosy]
dp
oM
:—:k
A"

dot:gn=1; gun=p*; gz=1

2. Coordonnées paraboloidales : u,v, ¢ ; exercice (4.4) :
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oM . o
e =—— =vcospi+usinpj—uk
Ju
oM . .
€ =5y =wucospi+usinpj+ovk
oM o .
€3 =—— = —UVSINPY1+ UVCOS Y]
ox%

dott: g1y =v* +u? 5 gy =0+ u® 5 gsy = uPv?

3. Coordonnées cylindro-paraboliques : u, v, z ; exercice (4.6) :

a0y 0

. dy K — ui .
e 8u1+8uJ+8u ul+uv]
ey, =—vi+uj

e, =k

dou: gy =vi+u? ; g=0v4+u*; g;z=1

Exercice 4.8

Soient deux systémes de coordonnées curvilignes : v/ = u/* (u', u?, ..., u") et v/ =
u? (u't w2 ..., u™). Ecrire la loi de transformation des composantes mixtes ™y, d'un

tenseur, données dans le systéme de coordonnées u”.

Solutions

A tout changement de coordonnées curvilignes correspond un changement de
base donné par les formules (45, soit :

(a) AF =0;u* ; (b) A =0’

La formule de transformation des composantes mixtes nous donne :

/pq AL / i i Ak mn __ / / i j k _mn
e = A A AL ALAY A = O u? O w O ut Os u? Oyt My

Exercice 4.9

Soit f(u',u?, ...,u") une fonction dérivable par rapport aux n variables u'.

1. Montrer que les dérivées partielles 0; f(u',u?, ...,u™) sont les composantes
covaraintes d’un tenseur d’ordre un, en déterminant la loi de transformation
de 0; f(ut,u?, ...,u™) lors d’'un changement de coordonnées curvilignes.

2. Faire de méme en utilisant le critére général de tensorialité.
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Solutions

1. Considérons un changement de coordonnées curvilignes tel que :

ulz’ _ u/z’ (ul, u2’ - un) ; uj — uj (ull, u/27 ...,um)

La formule usuelle des dérivées partielles s’écrit :

ou"  ow
Au changement de coordonnées correspond un changement de base tel que :
O;u? = AJ. Les dérivées 0 f/0u'" se transforment donc comme les composantes
covariantes d’un tenseur d’ordre un. Cela justifie la notation 9; f utilisée pour
les dérivées partielles.

2. Considérons la différentielle :

df = 9, f dut

Les quantités du’ sont les composantes contravariantes d’un vecteur quelconque
dM. La quantité 9; f du® apparait comme le produit contracté des quantités
0; f par du’; d’autre part, la différentielle df est un scalaire et, selon le cri-
tére général de tensorialité, les quantités 0; f sont donc les composantes d’un
tenseur d’ordre un. Le produit contracté est ici le produit scalaire du vecteur
gradient par le vecteur dM.

Exercice 4.10

Soit un vecteur X de composantes covariantes X;; i =1 a n.

1. Déterminer la formule de transformation des dérivées partielles 9 X;/0 u” lors
d’un changement de coordonnées curvilignes : u’ = u’ (u'*, v, ..., u'™).

2. Montrer que les n? quantités 9 X;/0u* ne forment pas, en général, les com-
posantes d'un tenseur.

3. Dans quel systéme de coordonnées les 0 X;/0u* forment-ils les composantes
covariantes d'un tenseur ?

4. Les différentielles dX; sont-elles les composantes d'un vecteur ?

Solutions

1. Les composantes covariantes X; d’un vecteur se transforment selon la formule

(L82), soit, compte tenu de (EZH) :
Atk ! 1k !
La dérivation de cette derniére expression nous donne :

X; B X,Q,
oul  Ou

X/
02- U,k + )(;g @-i U,k = auk'l 8]- Ull az U,k + )(;g aji U,k
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2.

Cette derniére formule montre que les n? quantités 9 X;/0u’ ne se trans-
forment pas, en général, comme un tenseur d’ordre deux par suite du terme
supplémentaire X}, 9;; u'®.

Ce terme supplémentaire sera nul si les coordonnées curvilignes u’* sont des
fonctions linéaires a coefficients constants des coordonnées u’. En particulier,
les 0 X;/0w’ forment un tenseur d’ordre deux en coordonnées cartésiennes.

Les différentielles d.X; s’écrivent :

Les dX; ne se transforment pas comme les composantes d’un vecteur sauf dans
le cas ot les dérivées secondes 0; u'’* sont nulles.

Exercice 4.11

Ax?. Ql

P  duy
dx; du,
'd)C2
Py, 9 y
>
FIGURE 4.3.

On étudie 'interprétation géométrique de petites déformations d’un corps. Pour
simplifier, on considére un systéme a deux dimensions formé par une feuille plane
extensible. Soit Oz xy un référentiel cartésien fixe; P est un point de la feuille qui,
aprés déformation, vient en P’; () est un autre point, voisin de P, qui vient en )’

(Fig. A3)).

1.

On pose PQ = dM et ce vecteur a pour composantes dr; et dzs. Apres
déformation, on a P'Q’ = dM’; les composantes de dM’ deviennent respecti-
vement : dxq + duy, dzs + dus. Les composantes des déplacements u; sont des
fonctions de x1 et x4. Ecrire les expressions des différentielles, du, et dus, en
se limitant au premier ordre.

Quelle est la signification physique des quantités e;; = duy/dx; et exn =

8uz/8x2.

Quelle est la signification physique de ej2 = Jui/0xy et €317 = Jug/0 1y
pour de trés faibles déformations.
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4. Montrer que les e;; forment les composantes d'un tenseur.

5. Dans le cas d’'une rotation d’ensemble d'un angle ¢ trés petit, de la feuille
extensible, sans déformation, déterminer les composantes du tenseur e;;, 7, j =
1,2 en utilisant les résultats des questions (2) et (3).

6. Montrer que tout tenseur de rang deux peut se mettre sous la forme d’une
somme d’'un tenseur symétrique et d’un tenseur antisymétrique.

7. Les composantes e;; ne sont pas toutes nulles lors d’une rotation d’ensemble
de la feuille, sans déformation, ainsi que le montre la question (4). Comment
peut-on former un tenseur S;; qui décrit uniquement la déformation ?

Solutions

1. Les déformations u; étant des fonctions de xq et x9, on a :

(9u2-

dui dl‘j = €5 dl‘j 3 ’L,j = 1, 2 (452)

avec €;; = 81,62/813]

2. Lors d’un déplacement parallélement a I'axe Oxq, les relations (£52) se
réduisent a :

du1 = €11 dxl (453)

Par conséquent, e;; mesure I'allongement du matériau par unité de longueur, en
chaque point P, dans la direction Ox;. De méme, eyy représente ’allongement
par unité de longueur dans le sens Oxs.

3. L’angle de rotation 6 de PQ,, qui vient en P'Q)} est donné par :

d’lLQ
dxy 4+ duy

Comme on ne considére que de trés faibles déformations, u; et uy sont petits
par rapport a x; et 5. On peut donc écrire :

tan g = (4.54)

dU2
T T €21
dxl

En conséquence, ey; mesure 'angle de rotation de PQ1, lors de la déformation.
De méme e;5 mesure l'angle de la rotation de P(Q)s.

f = (4.55)

4. Dans l'exercice (4.10), on montre que les e;; forment bien les composantes
d’un tenseur d’ordre deux, en coordonnées cartésiennes.

5. D’aprés la signification géométrique des e;; donnée aux questions (2) et (3),
ona:

enn=¢ex=0; ep=¢ ; ey =—p (4-56)

Les composantes du tenseur e;; ne sont pas toutes nulles lors d'une rotation
d’ensemble sans déformation ; on obtient alors un tenseur antisymétrique.
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6. Formons des tenseurs respectivement symétriques et antisymétriques a partir
des composantes du tenseur 7j; ; il vient :

tenseur symétrique = S;; = (1/2) (Ty; + Tj;) (4.57)
tenseur antisymétrique : A;; = (1/2) (T;; — Tj;) (4.58)

Le tenseur T;; s’écrit alors comme la somme :

7. Le tenseur e;; comporte & la fois des termes de déformation et de rotation
d’ensemble. Ecrivons-le sous la forme d’une somme d’un tenseur symétrique et
d’un tenseur antisymétrique :

€ij + €ji €ij —
ez'j =
2 2
On note que le tenseur calculé a la question (5) est antisymétrique et corres-
pond & une petite rotation d’ensemble. De maniére générale, une rotation peut
étre représentée par un vecteur axial qui équivaut a un tenseur antisymétrique
de rang deux.

S+ Ay (4.60)

La partie symétrique S;; du tenseur e;; donnée par (L60) caractérise ainsi
seulement la déformation. Sous forme développée, le tenseur S;; a pour ma-
trice :

1

{511 512] _ i 2 (e12 +€21) (4.61)
S 5 (€12 + €21) €29

Les composantes situées sur la diagonale principale, Si; et Sos, sont les allon-
gements ou dilatations. Les composantes S1o = S9; mesurent la déformation
de cisaillement ou glissements.

Exercice 4.12

La déformation d’une feuille plane extensible a été étudiée au cours de I'exercice
précédent 4.11 dont nous reprenons les notations. Le tenseur des déformations pures
comporte quatre composantes :

1
cn=€ ; en=€; ;3 (e12+€21) = g1 = o (4.62)

Si on se donne a priori quatre fonctions, celles-ci n'ont aucune raison de re-
présenter les déformations d’un milieu continu. Par exemple, pour un tel milieu,
des éléments initialement voisins doivent en effet le rester; il ne peut également se
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produire de trous ou d’apports de matiére; etc. En conséquence, les composantes
doivent vérifier entre elles des conditions de compatibilité qu’on va déterminer dans
cet exercice.

1. Ecrire les expressions explicites des composantes du tenseur en fonction des
dérivées des déplacements u; et us.

2. Le tenseur antisymétrique A;; est défini par :

1
Ay = 2 (eij —eji) 3 4,5 =1,2 (4.63)
Ecrire les dérivées partielles O uy/0 1 et O uy /0 x5 en fonction des composantes

g1 et A,

3. En déduire la relation entre les dérivées partielles secondes des composantes
du tenseur des déformations.

Solutions

1. Utilisant les notations de I'exercice 4.11, on a :

0y 0 us 1 (Ouy Ow
_ . -2 . =gy = — | —= + — 4.64
“ 61’1 » @ 8x2 9 92 2 (8x1 8x2 ( )
2. Le tenseur A;; a pour expression explicite de ses composantes :

1 /0u; QOus
A1 =A»=0; Ap==|—-=—"])=-4A 4.65

Combinant les relations (A63)) et (464, on obtient :

(9u1 0 U2

App = — ; —Ap=— 4.66
g1+ Ao Dzy g1 12 9z, ( )

3. Les composantes du tenseur étant des fonctions continues de x; et zo, les
relations (4.63) et (A.65) permettent d’écrire :

821/4 . 861 (991 (9A12 ) 82U2 o 862 . (991 (9A12

8x18x2_8x2_(9x1+ (9x1 ’ 8x28x1_8x1_8x2_ (‘9@

(4.67)

Dérivant les expressions (4.GG]) respectivement par rapport a 1 et 5, il vient :

62 €1 62 g1 62 A12 62 €9 62 g1 62 A12
035 0x90x1 O0x2017 0 xy 0x10xy 011019

La somme de ces deux derniéres équations donne :

62 €1 62 €9 _9 62 g1

ox3 0z} T O0mdm
C’est la condition de compatibilité des composantes du tenseur des déforma-
tions pour une feuille plane extensible.

(4.69)
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Chapitre 5

Analyse tensorielle

5.1 Symboles de Christoffel

5.1.1 Tenseurs sur un espace ponctuel

A chaque point M d’un espace ponctuel €,, on peut associer un repére naturel
(M, e;) dont les vecteurs e; = 0; M constituent une base de 1’espace vectoriel associé
E,.

Réciproquement, démontrons qu’a toute base de E,, on peut associer une base
naturelle de €, en choisissant un systéme de coordonnées curvilignes convenable.
Pour cela, considérons une base quelconque ey de E, et soit (M, ;) un repére naturel
de g, correspondant & un systéme de coordonnées u'. Les vecteurs e} s’écrivent
dans le repére (M, €;) : e}, = A} e;. Effectuons un changement de coordonnées u, tel
que : ut = At u'*; il correspond alors aux nouvelles coordonnées u), la nouvelle base
naturelle e telle que :

o — oM OM o’

KT owk T 9wl ou
En conclusion, ’ensemble des bases naturelles, en un méme point M de &, est
identique a ’ensemble des bases de l'espace vectoriel E, associé a &,. Par suite, les
tenseurs construits sur les vecteurs de base de 'espace vectoriel E, vont pouvoir
également étre définis sur les bases naturelles e; de 'espace ponctuel &,,.

=e; AL (5.1)

Pour cela, attachons & chaque point M de &, un tenseur euclidien défini par ses
composantes relatives au repére naturel au point M d’un systéme de coordonnées y°.
On dira que 'on s’est donné un champ de tenseurs dans ce systéme de coordonnées
curvilignes.

On appellera tenseur au point M sur &,, tout tenseur sur 'espace vectoriel
associé F,, attaché a un point M de &,. En particulier un vecteur de FE,, est égale-

ment appelé vecteur sur &,,.

Si (e;) est une base arbitraire de €, associée & un systéme de coordonnées u’ et
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définie en un point M quelconque de &, tout tenseur U sur &,, peut étre explicité
a I’aide de cette base. Par exemple, un tenseur d’ordre trois, s’écrit :

U =u""(e;® ej ® ex) (5.2)

et l'on dit que les quantités u¥* constituent les composantes naturelles du

tenseur U au point M, en coordonnées définissant les vecteur e;. Si €,, est un espace
ponctuel pré-euclidien, tous les développements que 1'on a vus précédemmment sur
les tenseurs pré-euclidiens s’appliquent aux tenseurs sur ’espace &,,.

5.1.2 Problémes fondamentaux de ’analyse tensorielle

L’étude des champs de tenseurs constitue, pour le physicien, 1’essentiel de ’analyse
tensorielle. Le tenseur générique U de ce champ est une fonction du point M et on le
note U(M). Si le tenseur U est une fonction seulement de M, le champ considéré est
appelé un champ fixe. Si U est, en outre, une fonction d’'un ou plusieurs parameétres
« autres que les coordonnées de M, on dit que ce champ est variable et on le note
U(M, ).

Les différentes opérations algébriques sur les tenseurs U(M) associés & un méme
point M ne soulévent pas de difficulté particuliére. La dérivée de U(M) par rapport
a un seul parameétre o conduit a utiliser les résultats classiques relatifs a la dérivation
des vecteurs.

Variation des repéres naturels - Une difficulté nouvelle apparait lorsqu’on cherche
a calculer la dérivée d'un tenseur U(M) par rapport aux coordonnées curvilignes.
En effet, les composantes du tenseur sont définis en chaque point M par rapport a
un repére naturel qui varie d’un point & un autre. Par suite, le calcul de la variation
élémentaire U(M') — U(M), lorsqu’on passe d'un point M & un point infiniment
voisin M’ ne peut se faire que si ’'on a recours & une méme base. Pour pouvoir com-
parer I'un a l'autre les tenseurs U(M’) et U(M), on est amené a étudier comment
varie un repére naturel, pour un systéme de coordonnées donné, lorsqu’on passe d'un
point M au point infiniment voisin M.

Pour un systéme de coordonnées curvilignes u’ donné d’un espace ponctuel &,
un probléme fondamental de I'analyse tensorielle consiste donc a déterminer, par
rapport au repére naturel (M, e;) au point M, le repére naturel (M’ e}) au point

1
voisin M.

D’une part, le point M’ sera parfaitement défini par rapport a M si 'on déter-
mine le vecteur dM tel que MM’ =dM. Pour des coordonnées curvilignes u*, la
décomposition d'un vecteur élémentaire dM est donnée par la relation (@32]), soit :

dM = 0, M du* = e, du” (5.3)

Les quantités du* sont les composantes contravariantes du vecteur dM sur la
base naturelle ey.
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D’autre part, les vecteurs €] vont pouvoir étre déterminés en calculant les va-
riations élémentaires de; des vecteurs e;, par rapport au repére naturel (M, e;),
lorsqu’on passe de M a M'; on a alors €] = e; + de;. Le calcul des vecteurs de; reste
alors le probléme essentiel a résoudre. Nous allons tout d’abord étudier un exemple
de ce type de calcul en coordonnées sphériques.

Comparaison des vecteurs entre eux - Un aspect plus général du probléme étu-
dié ci-dessus est le suivant : pour que comparer deux espaces vectoriels correspondant
a des points différents ait un sens, il faut choisir une régle. Dans le cas présent des
espaces ponctuels, il y en a une qui s'impose naturellement : deux vecteurs U(M)
et U(M’) sont dits égaux s’ils se déduisent I'un de I'autre par une translation dans &,,.

Aprés avoir résolu le probléme du calcul des variations élémentaires de; des vec-
teurs d’un repére naturel, nous verrons que l’étude des variations élémentaires par
translation des vecteurs et des tenseurs nécessite l'introduction d’un nouveau type
de dérivée.

5.1.3 Symboles de Christoffel en coordonnées sphériques

Etudions le probléme de la variation du repére naturel en coordonnées sphériques.
Pour cela, reprenons ’expression des vecteurs e; de la base naturelle en coordonnées

sphériques, donnés par les relations (£34) et (4L30) :

e; =01 M =sinfcos @i+ sinfsingj+ cosd k
ex =0 M =rcosfcospi+rcosfsingj—rsinfk
es3 =03 M = —rsinfsin i+ rsinf cospj (5.4)

0 _ 3 o0 3 o0 _
avec e] =1,e; =j,e3 =k

Différentielles des vecteurs de la base naturelle - Les vecteurs de base i, j, k
du repére fixe cartésien étant constants en module et en direction, la différentielle
du vecteur e; s’écrit :

de; = (cosfcos i+ cosfsinpj)dl + (—sinfsin i+ sin b cos @) dp (5.5)

On remarque que les termes entre parenthéses représentent respectivement les vec-
teurs es/r et eg/r, d’ou :

dey = (d0/r) e + (dp/r) es (5.6)

On calcule de méme, en différentiant les vecteurs eq et eg :

dey = (—rdf) ey + (dr/r) es + (cotan 0 dy) es
desg = (—rsin?fdy) e; + (—sinf cos dp) ey + ((dr/r) + cotanfdf)es  (5.7)

Les différentielles de; sont ainsi décomposés sur la base naturelle e;. Si ’on note
w! les composantes contravariantes du vecteur de;, celui-ci s’écrit :
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de; = wk ey (5.8)

Les composantes wF des vecteurs de; sont des formes différentielles (combinaisons
linéaires de différentielles). On a, par exemple :

w? =df/r ; w3 = (dr/r)+ cotanfdf (5.9)

Symboles de Christoffel de deuxiéme espéce - Si 'on note de maniére
générale u' les coordonnées sphériques, on a :

=1 ur=0; =g (5.10)

Les différentielles des coordonnées sont alors notées : du' = dr, du? = d6, du? =
dyp et les composantes w] s’écrivent alors de maniére générale :

w! =T,7, duf (5.11)

ou les quantités T',7, sont des fonctions de 7,0, qui vont étre explicitement
obtenues en identifiant chaque composante w; . Par exemple, la composante w3 s’écrit
avec les notations de la relation (B.I1]) :

w3 = (dr/r) + cotan §df = T',*; du' + I, du® + I',%; du? (5.12)

Identifiant les coefficients des différentielles, il vient :

L2 =(1/r) ; T, =cotan® ; T3, =0 (5.13)

En procédant de méme avec les neufs composantes wg , on obtient les vingt sept
termes I’ kj ;- Pour un systéme de coordonnées curvilignes quelconques, ces quantités
[',7, sont appelés les symboles de Christoffel de deuxiéme espéce.

5.1.4 Définition des symboles de Christoffel

Symboles de deuxiéme espéce - Pour un espace ponctuel €,, et un systéme de
coordonnées curvilignes u® quelconque, la différentielle de; = w! ey des vecteurs e;
de la base naturelle s’écrit sur cette base :

de; = w] e =} du" ¢ (5.14)

ol les n? symboles de Christoffel de deuxiéme espéce sont des fonctions des co-
ordonnées curvilignes u".

On vient de voir, sur I'exemple des coordonnées sphériques, qu'un calcul direct
permet, par identification, d’obtenir explicitement les quantités T',7.. On va voir
qu’on peut également obtenir I'expression de ces quantités en fonction des compo-
santes g;; du tenseur fondamental. Si 'on se donne I'élément linéaire d’un espace
ponctuel, on pourra ainsi déterminer les symboles de Christoffel.
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Symboles de premiére espéce - Le calcul des quantités T',7; en fonction des g;;
va nous amener a introduire d’autres symboles de Christoffel. Pour cela, écrivons les
composantes covariantes, notées w;;, des différentielles de;, soit :

Wj; = dei © €5 (515)

On remarque que, initialement, I'indice 7 dans la notation wg correspond a la
Jj-ieme composante contravariante du vecteur de; par rapport au vecteur e; et que
I’on abaisse cet indice j dans ’expression de la composante covariante w;; du vecteur
de; sur le vecteur de base e;.

Les composantes covariantes sont également des combinaisons linéaires des dif-
férentielles du’ que I'on peut écrire sous la forme :

Les quantités I'y;; sont appelées les symboles de Christoffel de premiére
espeéce.

Puisque les composantes covariantes sont liées aux composantes contravariantes
par les relations :

wj; = gji wi = gji Fkliduk (5.17)

On obtient 'expression liant les symboles de Christoffel de chaque espéce :

Twji = g )Y (5.18)

Inversement, en écrivant ’expression des composantes contravariantes en fonction
des covariantes, on obtient :

0y = ¢ Th (5.19)

Connaissant les symboles de Christoffel d'une espéce, on peut obtenir ceux de
I’autre espéce par les relations précédentes.

Notation des symboles de Christoffel - Diverses notations sont utilisées pour
repréenter les symboles de Christoffel. Les plus usuelles sont les suivantes :

Symboles de premiére espéce : Iy = [ki, j]

Symboles de deuzieme espece : I',7, = {k?i}

5.1.5 Détermination des symboles de Christoffel

Relation entre symboles de premiére espéce - Considérons un espace ponctuel
€y, et soit un élément linéaire ds? donné de cet espace :
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ds* = g;; da' da’ (5.20)

Le calcul des n® symboles de Christoffel s’effectue a partir des n(n+1)/2 quantités
gi;- Partant de la définition de ces quantités :

Jij = €i * €j (5.21)
on obtient par différentiation de cette derniére relation :

dgz’j =€ - dej + € - dei (522)

l

L’expression des différentielles de; = wj; e; nous donne :

dg;; = (e - ) wé- + (&5 - e) w! = gy wé- + g1 w! (5.23)
L’expression gy wé- représente la composante covariante w;; du vecteur de;, soit
compte tenu des composantes contravariantes en fonction des symboles de Chris-
toffel :
g = gawh =gy ' du” 24
Wi; = Gil wj =gily j U (5 )
Substituant la relation (B.I8]) dans l'expression (5.24), on obtient :
La différentielle dg;; donnée par la relation (5.23) s’écrit alors compte tenu de
B.25) -
D’autre part, la différentielle de la fonction g;; s’écrit également :
dgsj = (O gij)du® (5.27)

d’otl en identifiant les coefficients des différentielles du* dans ces deux derniéres
expressions :

Liij + Tiji = Ok 945 (5.28)
Puisqu’on a n(n +1)/2 quantités g;; et que k varie de 1 a n, le systéme d’équations

donné par la relation (E.28) comporte n?(n + 1)/2 équations.

Relation entre les symboles de deuxiéme espéce - L’intégrabilité de la diffé-
rentielle dM = du/ e; = du/ 9; M nécessite que les dérivées secondes des vecteurs
OM de 'espace ponctuel &, soient indépendantes de 'ordre de dérivation, d’ou :

On a d’autre part 'expression de la différentielle des vecteurs de la base naturelle
sous la forme suivante, compte tenu de (514 :
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dei = (0k ei) duk = wf €; = (ijz Ej) duk (530)

On en déduit I'expression de la dérivée premiere : 0y €; = I', 7, €;. La dérivée seconde
du vecteur OM s’écrit alors :

8kj M = 8k ((‘9] M) = 6k € = Fklj (S]] (531)

On obtient de méme :

OM=0;e, =T e (5.32)

Les relations (0.31) et (5.32) devant étre égales, il vient en identifiant les com-
posantes relatives au méme vecteur e :

r,=r' (5.33)

Compte tenu de I'expression des symboles de Christoffel de premiére espéce I'y;; =
gaL'}'; et de la relation (5:33), on obtient les relations entre symboles de premiére
espece :

Lrij = Ujir (5.34)

Les symboles de Christoffel de premiére espéce sont symétriques par rap-
port a leurs indices extrémes et ceux de deuxiéme espéce le sont par
rapport a leurs indices inférieurs.

Systémes d’équations - Pour chaque valeur de i, la relation (5.34) donne, par
suite de la symétrie des symboles de Christoffel, n(n—1)/2 équations indépendantes,
soit au total n?(n — 1)/2 équations. Ajoutées aux n*(n + 1)/2 équations (5.28), on
obtient un systéme de n® équations algébriques ol les inconnues sont les n3 symboles

de Christoffel.

La solution explicite de ces équations s’obtient aisément en utilisant la relation
(534)) dans 'expression (5.28)), ce qui donne :

sz’k + iji = O Gij (535)

puis en effectuant une permutation circulaire sur les indices, on obtient :

Ui + Dikj = 0 gjk (5.36)

Fikj + sz‘k = (9j ki (537)
Effectuons la somme des relations (0.35) et (5.36) et retranchons 'expression

(B37), il vient :

Liji = = (Ok 955 + 0i gk — O ki) (5.38)

N —
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C’est ’'expression des symboles de Christoffel de premiére espéce en fonction des
dérivées partielles des composantes g;; du tenseur fondamental. On obtient ceux de
deuxiéme espéce a partir des relations (5.19) et (53], soit :

, , 1 .
L'y = 9" Thij = 2 9" (O g1 + 05 gix — Oy grs) (5.39)

Les expressions (0.38) et (5.39) permettent le calcul effectif des symboles
de Christoffel pour une métrique donnée. Lorsque les quantités g;; sont
données a priori, on peut ainsi étudier les propriétés de ’espace ponctuel
défini par la donnée de cette métrique, ce qui est le cas des espaces de
Riemann.

5.1.6 Changement de base

Les notations utilisées pour les composantes wg des vecteurs de base na-
turelles ainsi que pour les symboles de Christoffel Fkij ne doivent pas
inciter a considérer ces quantités comme les composantes de tenseurs.
Nous allons voir en effet qu’un changement de base ne conduit pas aux formules de
transformations des composantes des tenseurs.

Considérons pour cela deux systémes de coordonnées curvilignes, u’ et u”, cor-
respondant & des bases naturelles e; et le, liées entre elles par les relations :

(a) e;=Ale] ; (b) e = A{; €; (5.40)
La différentielle du vecteur e; s’écrit :
de; = Al dej + d A} e (5.41)

Ecrivons d’autre part 'expression des différentielles des vecteurs e; et e] sur chacune
des bases naturelles, il vient :

(a) de; = w! e; ; (b) dej = w™e! (5.42)

m

Identifiant les relations (5.471]) et (5.42))(a) et substituant les relations (5.42))(b)
et (240)(b), on obtient :

wle; = Alwmel 4+ dAY e = (Al w™ AJ + dAY Al) e; (5.43)
Par identification des coefficients d'un méme vecteur e;, on obtient :
wl = AT AT w™ + Al dA! (5.44)

C’est la formule de transformation des composantes wg lors d'un changement de
base qui ne correspond pas a celle des composantes d’un tenseur. En exprimant les
quantités qui figurent dans la relation (5.44]) en fonction des symboles de Christoffel,
il vient :

T, du® = AF A2 T ™ du™ + A dAY (5.45)
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On a d’autre part les expressions suivantes des différentielles :

dA? = 0, Al du® ; du™ = AP duf (5.46)

Reportant les expressions (5.40) dans la relation (5.40) et en identifiant les
coefficients des différentielles du*, il vient :

I, =AM Al ART,™, 4 Al 0, Al (5.47)

C’est la formule de changement de base des symboles de Christoffel
qui différe par un terme supplémentaire A; 9, A! de celle des composantes
d’un tenseur.

5.1.7 Vecteurs réciproques

Calculons I’expression des variations élémentaires de¥ des vecteurs eX, réciproques

des vecteurs d’une base naturelle e;. La relation (I.8H) entre vecteurs réciproques :

nous donne par différentiation :

d(e; - e¥)=e; - de* + e~ - de; =0 (5.49)
La relation précédente s’écrit alors en utilisant ’expression de; = wf ej :

e; - deX = —e* - (w] e)) = —w! 6; = —wh (5.50)

Les quantités —w? constituent donc les composantes covariantes du vecteur dek

sur la base e;. Par suite, ce sont les composantes contravariantes sur la base réci-
proque €'. On a donc finalement :

dek = —wl e (5.51)

5.1.8 Equation des géodésiques

Nous avons dit précédemment que la comparaison de deux vecteurs doit s’effectuer
par translation dans &,,, ¢’est-a-dire par déplacement le long d’une droite. Les droites
de £, vont constituer une généralisation de la notion de droite en géométrie classique.

Par définition, les droites de &, passant par deux points M, et M;, réalisent
Iextrémum de la longueur des différents chemins possibles joignant M, a M. Les
droites constituent les géodésiques de 'espace ponctuel &,,.

Soit une courbe My C' M; de I'espace &,, définie par les équations paramétriques :

u' = u'(t) (5.52)

La longueur de la courbe My C' M; est donnée par I'intégrale :
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M, i i\ 1/2
du’ du’

My

Considérons & présent une autre courbe infiniment voisine My C’ M, passant par
les deux points My et M;. Nous allons montrer que si My C M; est une géodésique
passant par les points My et M, elle est extrémale de toutes les autres courbes
M() C’ M1 .

Pour cela, choisissons comme paramétre arbitraire ’abscisse curviligne sur les
courbes My C” M;. Les équations paramétriques des courbes sont alors :

u' = u'(s) (5.54)

et intégrale (5.53) s’écrit avec ce nouveau paramétrage :

M,y i i\ 1/2
du® du’

Mo

Posons : u* = du’/ds et notons f(u*,u"”) le carré de l'intégrande; dans ces
conditions, on a :

fuF u?) = gijuu? =1 (5.56)

car les u” sont les cosinus directeurs du vecteur unitaire porté par la tangente a
la courbe considérée. Les courbes My C’ M; qui permettent de rendre maximale ou
minimale U'intégrale (B.50) sont définies par les équations dites d’Euler du calcul
des variations qui, dans le cas présent, se réduisent a :

of _daf _,

- — — - = 5.57
out ds du" (5:57)
La relation (5.56) nous donne pour expression de I’équation d’Euler :

d 15 1 15, 1k 15 1 15 .1k

&(giju ) — B 9i gjr u”? u” = giju” + (Ok gij — B 9; gje) u”? u™ =0 (5.58)

Apreés développement des dérivées et utilisation de ’expression des symboles de
Christoffel de premiére espéce, on obtient :

du/ ,
9ij g5 T Lin u? u'* =0 (5.59)
La multiplication contractée de la relation précédente par ¢ nous donne, avec

9i; 9" =0 et g" Ty =Ty

d? o' ; dud du®

az Ty g O (5.60)
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On obtient le systéme d’équations qui définissent les géodésiques, c’est-
a-dire les droites de &,,. Ces derniéres constituent donc les extrémales de I'inté-
grale qui mesure la longueur d’un arc de courbe joignant deux points donnés dans
gnc

5.2 Deérivée covariante

L’expression des lois de la Physique doit étre indépendante du systéme
de coordonnées par rapport auquel ces lois, mises sous forme d’équa-
tions, sont écrites. En ce sens, le calcul tensoriel, appliqué a la Physique, trouve
pleinement sa justification puisqu’il vise précisément a exprimer des propriétés in-
trinséques, c’est-a-dire indépendantes du systéme de coordonnées utilisé pour les
expliciter. On obtient ainsi des relations qui seules sont susceptibles d’exprimer une
certaine réalité physique.

Par suite, le physicien cherchera & exprimer les propriétés des systémes physiques
sous forme tensorielle. Ceci conduit, éventuellement, & définir et utiliser en Physique
de nouvelles entités mathématiques qui soient précisément des tenseurs.

5.2.1 Transport paralléle

En coordonnées orthogonales ou obliques, les différentielles dv; des composants co-
variantes v; d’un vecteur, constituent également les composantes d’un vecteur; les
dérivées partielles O v; /02" forment un tenseur d’ordre deux. Il n’en est plus de
méme en coordonnées curvilignes quelconques, ainsi que nous l’avons vu au cours
de l'exercice (4.10). Examinons les raisons de ces propriétés tensorielles ou non.

Translation - Pour déterminer la différence entre deux vecteurs V(M) et V(M)
placés respectivement en deux points M et M’ infiniment voisins, il faut au préalable
transporter parallélement a lui-méme le vecteur V(M’) du point M’ au point M.
Lors de cette translation, ou transport paralléle, les composantes de V(M)
ne varient dans le cas de coordonnées rectilignes (les repéres naturels étant

identiques en chaque point) et les dv; sont évidemment les composantes du vecteur
[V(M') = V(M)].

Par contre, en coordonnées curvilignes, le transport paralléle de V(M)
au point M, c’est-a-dire sa translation le long d’une droite joignant M a
M', va modifier, en général, la valeur de ses composantes dans le repére
naturel. C’est ce que 'on voit aisément, par exemple, pour un champ de vecteurs
en coordonnées polaires représenté sur la figure L.l

Notons V(M) le vecteur V(M') transporté parallélement au point M. Le
vecteur :

V(M) — V(M) = dV (5.61)

est appelé la différentielle absolue du vecteur V. Les composantes de dV
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FIGURE 5.1.

dans le repére naturel du point M, ne coincideront pas, en général, avec les diffé-
rences des composantes de V(M’) et V(M). Nous allons déterminer 'expression des
composantes de dV.

Variation le long d’une géodésique - Nous avons vu que dans I'espace euclidien,
les géodésiques sont des droites. Un transport paralléle consiste donc a se déplacer le
long d’une géodésique et nous allons étudier les variations d’un vecteur au cours d’un
tel déplacement. L’équation des droites, pour un systéme de coordonnées curvilignes
quelconque y* de I'espace ponctuel €;, est donnée par la relation (5.60) :

d?y ;odyf dy!

ds? Fids ds

ou s est l'abscisse d’un point de la droite comptée sur celle-ci a partir d’une
origine donnée.

(5.62)

Le vecteur de composantes contravariantes dy* /ds est un vecteur unitaire n porté
par la droite; en d’autres termes, les quantités dy*/ds sont les cosinus directeurs de
la droite dans chacun des repéres naturels (M, e;). Considérons un vecteur V de &,
de composantes covariantes v; et formons le produit scalaire des vecteurs V et n;
on a la quantité scalaire suivante :

dy*
V. n=uy P (5.63)

Lors d’un déplacement le long de la géodésique, d’'un point M a un point infini-
ment voisin M’, le scalaire subit la variation :

d ) d k d2 i
d(vi l) = duy, Y + v; Y ds (5.64)

ds ds ds?

Remplacgons dans cette derniére expression, d’une part, la différentielle dv, par
son développement :
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dv?
dvg = 9; vy, d—i ds (5.65)

et d’autre part, la dérivée seconde d? y'/ds* par son expression tirée de I’équation
des géodésiques (B.62). On obtient :

dy’\ iy Ayt dy?

Différentielle absolue - L’expression (5.66) peut encore s’écrire :

-d dy*
y—dvky

d(V - n) = (9 v, —v; [}';) dy? P o

(5.67)

ou l'on a posé :

dvg = (950 — v; T}%) dy? (5.68)

La variation du produit scalaire d(V - n) est égale a la différence des produits
scalaires du vecteur n par les vecteurs V(M) et V(M). Le produit scalaire V(M') - n
étant indépendant de tout repére, on a :

V(M) -n=Vu(M) - n (5.69)

d’onr :

d(V-n)=Vy(M) n—VM) - n=[Vu(M) - V(M) -n=dV -n (5.70)

Le vecteur dV est la différentielle absolue du vecteur V, définie par (B.61), et
il a pour composantes covariantes, selon la relation (5.67), les quantités duvg. Ces
derniéres sont appelées les différentielles absolues des composantes covariantes du
vecteur V.

Remarque - En coordonnées curvilignes, la différentiation ordinaire d’un produit
dans la formule (5.64) peut étre utilisée car elle concerne une grandeur scalaire. Par
contre, la différentiation ordinaire d’'un vecteur V exprimé dans un repére naturel,
V = v'e;, ne peut se faire a priori sous la forme classique dV = vide; + dvie;
par suite de la variation des bases naturelles d’un point a un autre. Nous verrons
cependant que cette derniére formule s’applique pour la différentielle absolue d’un
vecteur.

5.2.2 Dérivée covariante d’un vecteur

Composantes covariantes - Les quantités entre parenthéses qui apparaissent dans
I'expression (G.68)) et que I'on note V; vy, & savoir :

Vj Vi = 0j Vi — U; sz (571)

J
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sont les composantes covariantes d’un tenseur du second ordre ainsi que nous
allons le montrer.

Pour cela, partons des relations de transformation des composantes covariantes
d’un vecteur lorsqu’on passe des coordonnées y’ aux coordonnées ¥, soit :

a r
U; = Uy —y_ =0, 0;y" (5.72)
oy
ol v; représente une composante covariante de V dans le systéme de coordonnées
y*. La dérivation partielle par rapport a ’ est notée par le symbole 9; et 1'on a :

Ok Vi = Ok vy 0y + 0y Ok " (5.73)

On a l'expression suivante de la dérivée seconde :

iyt =Ti* 0" =T, 0 y° O v/ (5.74)

ot les symboles de Christoffel surlignés sont relatifs aux coordonnées 7*. La
relation (B573) peut alors s’écrire :

0w, _
8k 171' = a—v 82 yr Gk ys + Fitk 1715 — Frts (o 81 yT ak ys (575)
ys

Cette derniére expression peut étre réarrangée sous la forme suivante :

% — Tt o = (avr
8yk (N ays

Cette relation, vérifiant la loi de changement de coordonnées des composantes
covariantes d'un tenseur d’ordre deux, montre que les quantités V, v, sont les
composantes covariantes d’un tenseur d’ordre deux qui est appelé la dé-
rivée covariante du vecteur V.

~T°, Ut) Oy Oy’ (5.76)

Champ uniforme - Si toutes composantes V; vy, de la dérivée covariante sont nulles,
les variations du produit scalaire V - n sont nulles et par suite les différents vec-
teurs du champ sont équipollents entre eux. On est en présence d’un champ uniforme.

On remarque que, dans ce cas, les dérivées partielles 0, v, ne sont pas nulles et
qu’il en est de méme pour la difffentielle dv,. Ceci résulte du fait que les repéres
naturels, pour un systéme de coordonnées curvilignes quelconque, ne sont pas iden-
tiques en chaque point.

L’égalité par translation de deux vecteurs se traduit par le fait que le tenseur
dérivée covariante doit étre identiquement nul pour cette translation.

Composantes mixtes - Les composantes mixtes du tenseur dérivée covariante sont
données par :

g* Vv =g" (9;u, — 0. T)";) (5.77)
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Remplacons dans Pexpression précdente le terme g% 0; vy, tiré de la relation sui-
vante :

(9]- (ng Uk) = VL (9]- gik + gik 8j Vg = 8j Ui (578)
et utilisant 1’expression suivante obtenue a partir des relations (5.19) et (5.28) :

on obtient :

g* Vv =00 =0, 0;9"% — g* v, T}, = 00" + 0 g™ T, (5.80)

Les deux derniers termes de I’équation précédente font apparaitre les compo-
santes contravariantes v du vecteur V. Les composantes mixtes du tenseur dérivée
covariante, notées V; v’ sont donc données par :

Vvt =0;0" + ' T} (5.81)

Linéarité de la dérivée covariante - Considérons le vecteur T = U + V de
composantes contravariantes t* = u* 4+ v ; sa dérivée covariante est donnée par :

Vith = 0;tF +T.%, 1" = 0; (uF +0%) + T,)F; (u' 4+ 07)
= (0;uF +T%u') 4+ (9; 0" + T;%;07) (5.82)

On voit apparaitre les dérivées covariantes des vecteurs U et V, d’ot :

Vj tk = Vj Uk -+ Vj Uk (583)

La dérivée covariante d’'une somme de vecteurs est égale a la somme des dérivées
covariantes. On obtient de méme pour un vecteur T = AU, ot A est une constante :

Vi (AuF) = AV, u” (5.84)

5.2.3 Dérivée covariante d’un tenseur

Les calculs et définitions précédentes s’étendent sans difficulté a des tenseurs d’ordre
quelconque. Montrons le sur un exemple en considérant les composantes u, d'un ten-
seur du troisiéme ordre.

Choisissons pour cela trois champs de vecteurs uniformes de composantes res-
pectives a,, b%, ¢* et formons le produit contracté u’, a, b° ¢!. On obtient un scalaire
dont la variation élémentaire s’écrit :

d(ul,a, b°c) = (Opulya,b°c +uly, Oy a, b
+ ul, a, O b% ¢t + ul, a, b® O ) dy” (5.85)

Les champs de vecteurs a,, b%, ¢! étant uniformes, les dérivées covariantes de
leurs composantes sont nulles et I’'on obtient donc pour expression de leurs dérivées
partielles :
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Oar =a; T}, 5 O =—bT% ; O =T, (5.86)

Reportant ces expressions dans la relation (5.85]) donnant la variation élémen-
taire, il vient :

d(ug, a, b° ¢') = (O uly + uit Iy — g sz‘s — uy Fkit) a, b° ¢ dy” (5.87)
Cette relation met en évidence le systéme tensoriel suivant :

Vil = Oy +uby Ty —uf, D'y —ul, Ty (5.88)

qui généralise les expressions de la dérivée covariante d’un vecteur. Par défini-
tion, les quantités Vi ul, sont les dérivées covariantes des composantes mixtes ul,
du tenseur U.

On voit apparaitre dans cette expression la régle de formation de la dérivée co-
variante des composantes d’un tenseur d’ordre quelconque. A la dérivée partielle
classique d’une composante, dans le cas u’,, s’ajoute un terme de la forme v, T',",
pour chaque indice contravariant et se retranche un terme de la forme v, I',*, pour
chaque indice covariant, la sommation dans chacun de ces termes s’effectuant sur

I'indice considéré.

La dérivation covariante se réduit & la dérivation partielle ordinaire pour un sys-
téeme de coordonnées cartésiennes.

On démontre la propriété de tensorialité de la dérivée covariante des composantes
d’un tenseur de facon analogue & celle déja utilisée pour la dérivée covariante des
composantes d'un tenseur.

5.2.4 Propriétés de la dérivée covariante d’un tenseur

Linéarité - Les propriétés de linéarité de la dérivée covariante des composantes
d’un tenseur résulte de la linéarité de la dérivée partielle et celles des termes sup-
plémentaires. On a par exemple, pour un tenseur w,, = ul, + vy, :

Vi wgt =V, ugt + Vi U;t (589)

Dérivée covariante d’un produit tensoriel - Considérons par exemple le produit
tensoriel suivant :

Wy = Uy Uy (5.91)

La dérivée covariante de ce produit tensoriel s’écrit :
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Viwl, = Vi (ulvy) = (O ul + ui L. —ul Fkis) vy + (O vy — v Ftik) ul  (5.92)

s

On voit apparaitre les dérivées covariantes de chacun des tenseurs v et v;; on a
donc la relation :

Vi (ulv) = vy Viul + ul, Vi vy (5.93)

On obtient pour la dérivée covariante du produit tensoriel une régle de dérivation
analogue a celle de la dérivée partielle ordinaire du produit de deux fonctions.

Contraction - La dérivation covariante et la contraction sont deux opérations per-
mutables. Montrons cette propriété par exemple sur le tenseur ul,. La dérivée cova-
riante de ce tenseur est donnée par la relation (5.88)), a savoir :

Vil = Opuly +uly Ty —uf Ty — ul, Ty (5.94)

Effectuons une contraction sur les indices r et ¢ en faisant ¢ = r; ceci revient a
calculer les quantités of Vi ul,.

Apreés contraction, dans le second membre de la relation (5.94)), le deuxiéme et le
quatriéme terme, qui ne différent que par les noms des indices muets, sont identiques
et ils s’annulent ; la relation (5.94) se réduit alors a :

Viul, = opul, —ul T,°, (5.95)

On obtient une expression identique en contractant d’abord les composantes,
soit u’. = dLu’,, puis en calculant la dérivée covariante Vi u’. des composantes
contractées. On a donc :

0p (Vi tiy) = Vi (6, ugy) (5.96)
La contraction et la dérivation covariante sont donc des opérations per-

mutables.

Produit contracté - On va en déduire que la régle (5.93) de dérivation covariante
du produit tensoriel peut s’appliquer & un produit contracté.

Soit par exemple, les composantes d’un tenseur formées par le produit contracté

u?j Umi- Utilisons la propriété de permutation (5.90]) ainsi que la régle de dérivation
covariante (5.93)) ; on obtient :

Ve (@ vmi) = 61V, (0 Ung) = 67 (Vo)) Vg + 67 1] (V' 0g)
= (Vou) vmi +uy! (Vi 0i) (5.97)
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5.2.5 Deérivée covariante seconde d’un vecteur

Considérons un vecteur V de composantes covariantes v;. Les quantités données par

(B.7T), & savoir :

v]‘ V; = aj Vi — U Fjli (598)

sont les composantes covariantes de la dérivée covariante du vecteur V. Calculons

la dérivée covariante seconde de ce vecteur, par rapport & une coordonnée curviligne

yr.

Appliquons la régle de formation de la dérivée covariante d’un tenseur aux com-
posantes covariantes V; v;, il vient :

Vk(V] Ui) = 0k (V] Ui) — Firk (V] ’UT) — Fjrk (VT Ui) (599)

Substituant I'expression (0.98)) dans la relation précédente, on obtient :

Vi(Vijvi) = Okjvi — (O Fjlz') U — Fjlz' O 1

_Firk aj Up + Firk Fjlr v — Fjrk ar v; + Fjrk F,«li (Y] (5100)

5.3 Différentielle absolue

5.3.1 Différentielle absolue d’un vecteur

Composantes contravariantes - La formule (5.68) donne 'expression des com-
posantes covariantes de la différentielle absolue d’un vecteur. Si du; sont les compo-
santes covariantes d’un vecteur dU, ses composantes contravariantes sont données
par : du* = ¢* du;. Effectuons ce calcul dans 'autre sens; partons de I’expression a
priori de du® et montrons que 1’on retrouve l'expression (5.68)) des composantes co-
variantes. Pour cela, effectuons la multiplication contractée de la dérivée covariante
d’un vecteur V; u” par la différentielle dy” ; on obtient la somme suivante :

du® = V;u* dy = (0;u" + ' T}F;) dy (5.101)

qui est appelée la différentielle absolue de la composante contravariante
u* du vecteur U.

Les différentielles dy’ étant les composantes contravariantes d’un vecteur quel-
conque dM et les quantités V; u*, les composantes d’un tenseur d’ordre deux, les pro-
duits contractés du” sont donc les composantes contravariantes d’un tenseur d’ordre
un. Ce dernier est la différentielle absolue du vecteur U et son expression sur un
repére naturel (M, e;) est :

dU = du* ey = (9;u* + u'T;",) dy ex (5.102)
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Propriétés de la différentielle absolue - L’expression (5.102)) fait apparaitre la
différentielle ordinaire de la composante u*, soit :
O;uF dy’ = du® (5.103)

ainsi que la différentielle de;; on a en effet selon la relation (514 :

.7 dyl ey = dey 5.104
v ]

La différentielle absolue peut donc s’écrire :

dU = du” ey + u” dey (5.105)

Le premier terme du” ey représente la différentielle classique d'un vecteur dans un
repére fixe. Le second terme u* dey résulte de la variation des repéres lorsqu’on passe
d’un point & un autre et du mode de comparaison, par translation, entre vecteurs.

Contraction - La différentiation absolue est permutable avec la contraction des
indices. Pour le montrer, considérons l’exemple du tenseur u!, pour lequel on a la
propriété (5.90) de permutation de la dérivation covariante et de la contraction, a
savoir :

0p(Viugy) = Vi (0 uy) (5.106)

Ces quantités sont les dérivées covariantes des composantes u?, = d% u”, ; la mul-
tiplication contractée de ces quantités par dy* donne les différentielles absolues des
composantes u’ ., soit :

s

O (dugy) = d(8, ugy) (5.107)
ce qui montre que la différentiation absolue est permutable avec la contrac-

tion des indices.

La dérivée covariante d'un produit contracté nous a donné la relation (5.97), a
Savoilr :

Vv, (u;j Umi) = (V. u?) Ui + u?j (Vi Umi) (5.108)

La multiplication contractée de ces quantités par dy” donne les différentielles
absolues des composantes u;’ vy,;, soit :

d(uy vmi) = (du)) v + 1! (dvg) (5.109)
ce qui montre que la formule de différentiation absolue du produit tensoriel

s’étend & un produit contracté.

Composantes covariantes - La régle de différentiation absolue (5.108) est valable
quelque soit le systéme donné de coordonnées curvilignes. En particulier, I’expression
du vecteur U sur la base réciproque e' s’écrit :
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U = uye* (5.110)

ol les quantités uy sont les composantes contravariantes de U dans cette base.
Par suite, la relation (5I05) donne pour expression de la différentielle absolue :

dU = duy e* + u; de (5.111)

Compte tenu de I'expression de la différentielle deX donnée par (5.51]), & savoir :

del = —w] e~ (5.112)

On obtient pour la différentielle absolue du vecteur U :

dU = (duy, — u; w)) e® (5.113)

Les quantités duy, = (duy — u; wi) constituent les composantes covariantes, par
rapport a la base e;, de la différentielle absolue du vecteur U. On retrouve la for-
mule (5.68)) en développant la différentielle du” et en introduisant les symboles de
Christoffel a la place des wi.

5.3.2 Dérivée absolue le long d’une courbe

La notion de différentielle absolue du”* de la composante d’un vecteur conduit a dé-
finir la dérivée absolue d’un vecteur le long d’une courbe. Considérons pour cela une
courbe I'(t), de paramétre ¢, de I'espace €,, et un champ de vecteurs quelconque U
défini en chaque point de &,. Pour une variation élémentaire dt du paramétre ¢, on
passe, le long de la courbe I'(¢), d’'un point M & un point M’ infiniment voisin.

La notion de dérivée d'un vecteur le long d’une courbe se généralise en introdui-
sant le tenseur suivant :

DuF  duF " @
dt dt TETdt

Cette dérivée est appelée la dérivée absolue de la composante u* le long
de la courbe T'(%).

(5.114)

Pour un systéme de coordonnées cartésiennes, tous les symboles de Christoffel
sont nuls et la dérivée absolue coincide avec la dérivée ordinaire. On a les mémes
propriétés pour les dérivées absolues que pour les différentielles absolues.

Exemple : Vecteur accélération - Considérons le cas d’un point mobile M,
fonction du temps ¢ dans 'espace ponctuel €,,. Les coordonnées curvilignes de ce
point sont des fonctions du temps y‘(t). Par rapport a un repére fixe auquel on
rapporte €,, le vecteur dM/d¢ peut étre considéré comme vecteur vitesse de M,
soit : v. = dM/dt dont les composantes contravariantes, par rapport au repére
naturel (M, e;), sont :
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dy!
Codt

L’accélération est, pour un systéme de coordonnées cartésiennes, égale a la déri-
vée du vecteur prise le long de la courbe suivie par le point mobile. On prendra alors,
pour un systéme de coordonnées curvilignes, I'accélération égale, par définition, a la
dérivée absolue du vecteur v prise le long de la trajectoire.

Uz'

(5.115)

Par suite, les composantes contravariantes a* de I’accélération a sont :

DvF do” dy?®
k _ - k
R T VAR T

Remplagons v* par dy*/dt, on obtient 'expression des composantes contrava-
riantes de a sous la forme :

(5.116)

k _ d’y* r dy” %
dt? Tedt dt

Si a* = 0, la courbe parcourue par un mobile est une droite et 1’'on retrouve alors
I’équation des géodésiques.

(5.117)

5.3.3 Différentielle absolue d’un tenseur

Différentielle absolue des composantes d’un tenseur - Effectuons le produit
contracté de la dérivée covariante Vju”, par la différentielle dy”; on obtient les

composantes mixtes, notées du’,, d'un tenseur d’ordre trois, soit :

dul, = Vi u”, dy* (5.118)

Ces composantes dul, sont appelées les différentielles absolues des composantes u},
du tenseur U.

Remplagons les dérivées covariantes des composantes par leur expression (5.94)) ;
on obtient :

du”, = (Opu”, +ul, T,", —ul, T,', —ul, T,0) dyF (5.119)

Remarquons que la notation dul, serait plus précise si elle était notée (du)?,
puisque les indices désignent a présent les composantes d’un nouveau tenseur diffé-
rent du tenseur ul,.

Différentielle absolue d’un tenseur - Le tenseur ayant pour composantes les
quantités dul, est appelé la différentielle absolue du tenseur U et est noté dU. Ce
tenseur, d’ordre trois, se décompose sur une base sous la forme :

dU =dul, e, ® e® ® €' (5.120)

Par suite de la linéarité de la dérivée covariante d’un tenseur, on a les propriétés
suivantes pour la différentielle absolue :
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dAU+V)=dU+dV ; dAU) = \dU (5.121)

Différentielle absolue d’un produit tensoriel - Considérons le produit tensoriel
W = U ® V de composantes mixtes w}, = u’v;. La propriété (5.93) de la dérivée
covariante des composantes d’un tenseur donne également pour la différentiation
absolue des composantes :

d(u} v) = vy dul, + ul du, (5.122)

Les quantités d(u} v¢) sont les composantes mixtes d'un tenseur d’ordre trois; ce
tenseur est la différentielle absolue d(U ® V) qui s’écrit :

dU ® V) = (du)vie, @ € @ e* +ul (dv) e, ® e @ e (5.123)

Cette derniére relation fait apparaitre la somme de produits tensoriels suivants :

dU ® V)= (dule, ® ) ® (v;e*) + (u. e, ® €*) ® (dv;e’) (5.124)

On obtient finalement la régle suivante donnant la différentielle absolue du pro-
duit tensoriel :

dU® V)=dU ® V+U ® dV (5.125)
Cette formule se généralise aisément pour des produits tensoriels quelconques

ainsi que pour des sommes de produits tensoriels.

Considérons un tenseur d’ordre deux tel que U = u" (e; ® €;); il peut étre écrit
comme la somme des produits tensoriels suivants :
U= (u’¢) @ e; (5.126)
Compte tenu des relations (5.125) et (5.121)), la différentielle absolue de ce
tenseur s’écrit :
dU = (du” ei) & €; + (Uij ei) &® dej (5127)
Utilisant la régle (5108 de différentiation absolue des vecteurs, on obtient :

dU =d(u’ e; ® €;) =du’e; ® e; +u” de; ® €5+ u” ¢; @ de; (5.128)

La formule précédente se généralise pour des tenseurs d’ordre quelconque en remar-
quant que tout tenseur peut s’écrire comme une somme de produits tensoriels et
en itérant la formule (B.I05) pour des produits tensoriels formés par un nombre
quelconque de tenseurs.
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5.3.4 Théoréme de Ricci

La différentiation des composantes du tenseur fondamental g;; = e; - e;, nous donne :

dgij = e - dej +de; - ej = e; - wf ex + wl ek - € (5.129)
d’ott I'identité :
dgi; = gir wf + gjk wf (5.130)

Explicitant les composantes wf en fonction des symboles de Christoffel, il vient :

dgi; = Oh gij dy" = gk ijh dy" + 9k Fikh dy" (5.131)

Identifiant les coefficients des différentielles dy”, on obtient :

ahgij = Jik F]’kh +gjk Fikh (5132)
Les relations (5.132) constituent les identités de Ricci. Formons la différentielle
absolue des composantes g;; en utilisant la formule (G.I18) et ([G.I19), soit :
La comparaison de cette derniére relation avec la formule (5.I30) montre que
I'on a:

La différentielle absolue des composantes du tenseur fondamental est
nulle : c’est le théoréme de Ricci.

5.3.5 Symboles de Christoffel contractés

On va utiliser le théoréme de Ricci pour calculer 'expression des symboles de Chris-
toffel contractés T';%, en fonction des g;;. Dans ce but, utilisons la formule générale
donnant les composantes covariantes de la dérivée covariante du tenseur d’ordre
deux g;; et écrivons que cette dérivée est nulle selon le théoréme de Ricci :

Vigis =0k gy =Ty g =Tl ga =0 (5.135)

Effectuons la multiplication contractée de cette expression par g%, il vient en
utilisant les relations g g;; = 0! :

97 0k gij — T} 60 =Tl 61 =0 (5.136)
d’ott la relation :

97 Ok gij — ;') — Fjjk =0 (5.137)

Les quantités I’ iik et Fjj . représentant les mémes sommes, par rapport aux indices
muets ¢ ou j, la relation précédente nous donne :
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Soit g le déterminant des quantités g;;. La dérivation du déterminant nous donne :

Ok 9 = 9 9ij Ok 9ij (5.139)

Les relations (5.I38) et (5.I39) nous donnent alors l'expression des symboles
contractés de Christoffel sous la forme :

: 1 1
Filk =—0hg=—=0 vV |9‘ (5-140)

29 Vol

5.4 Opérateurs différentiels

5.4.1 Vecteur gradient

Considérons un champ de scalaire défini en chaque point d’un espace ponctuel &,
par une fonction F(y', 52, ...,y") des coordonnées curvilignes y°.

Dérivées partielles - On va montrer que les dérivées partielles 0y F' d’un champ
de scalaires sont les composantes covariantes d’un vecteur. Pour cela, considérons un
autre systéme de coordonnées curvilignes (y”) de £, ot ce méme champ de scalaires
sécrit : F(y', 92, ...,y") = F'(y'*, 9, ...,y™). La dérivation partielle d’une fonction
composée nous donne :

OF OF 0y"
Ayl Oy Dyl
Les relations (A43) et (444) montrent que les quantités 0; F' se transforment
comme les vecteurs de base (e;) du repére naturel de €,,. Les dérivées 0; F' sont donc

des quantités covariantes qui, pour j = 1,2, ..., n, constituent les composantes d’un
tenseur d’ordre un.

(5.141)

Définition du vecteur gradient - Ce tenseur d’ordre un est appelé le vecteur
gradient de F'. On note ce vecteur grad F' et sa décomposition sur la base réciproque
est donnée par :

grad F' = 0, F e* (5.142)

Les composantes covariantes du vecteur gradient sont notées grady F', soit :

grady F' =0 F (5.143)

Ses composantes contravariantes grad’ F' sur la base (e;) sont données par :

grad' F = g* O, F (5.144)
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5.4.2 Rotationnel d’'un champ de vecteurs

Soit un champ de vecteurs V de composantes covariantes v;. La dérivée covariante
du vecteur V a pour composantes covariantes les quantités données par la relation

(B.710), & savoir :

Vjvizajvi—ka k

J 1

(5.145)
Echangeant les indices de cette derniére relation et remarquant que les symboles
de Christoffel sont symétriques par rapport a leurs indices inférieurs, on obtient :
VZ- V; = & Vj — Vg iji (5146)
Retranchons membre & membre les relations (5.145) et (5140, il vient :

Vj V; — VZ Uy = 8]- Vi — 82 Uj (5147)

Les quantités figurant dans cette derniére relation représentent donc les compo-
santes d'un nouveau tenseur appelé tenseur rotationnel du vecteur V. C’est un
tenseur antisymétrique que 1’on note rot 'V et 'on a :

rot V= (Vv —V,v,)e;®@e; = (rot V),;; & ® ¢; (5.148)

Vecteur rotationnel - On a vu, au chapitre 111, que parmi les n? composantes d’un
tenseur antisymétrique d’ordre n, celui-ci posséde n(n — 1)/2 composantes strictes.
Pour un espace a trois dimensions, et seulement dans ce cas, le nombres de compo-
santes strictes est égal a la dimension de I'espace.

Dans le cas d'un espace euclidien €3 rapporté a un systéme de coordonnées
orthonormées, le vecteur formé & partir des composantes strictes du tenseur rot 'V,
et ayant pour composantes :

(I‘Ot V)l = 62 V3 — 63 Vg | (I‘Ot V)2 = 63 V1 — 61 V3 (I‘Ot V)g = 81 Vo — 62 V1
(5.149)
constitue le vecteur rotationnel classique. C’est un exemple de vecteur adjoint
d’un tenseur.

5.4.3 Divergence d’un champ de vecteurs

Soit un champ de vecteur V dont la dérivée covariante est V v'. Par contraction
du tenseur V; v%, on obtient un scalaire V; v* appelé divergence du vecteur V. On
note la divergence :

divV =V, v (5.150)

L’expression développée de la dérivée covariante :

Viv' =0 v +0' T, (5.151)
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donne pour expression de la divergence :

divV = g;0' + o' I}/, (5.152)

i

L’expression du symbole de Christoffel contracté I';';, donnée par la relation

(E.I40), permet d’écrire la divergence sous la forme :

Ui

V1ol

Cette derniére expression peut étre transformée en utilisant la relation suivante
entre deux quantités différentiables a et b :

divV = 9;v" + 9/ gl (5.153)

E d(ba) =db+ éda (5.154)
a a

et en posant : a = /|g|, b=v"; on obtient :

divV = —— 9, CavrD (5.155)

Vol

Pour un systéme de coordonnées orthonormées, g = 1, on retrouve l'expression
classique de la divergence : div'V = 0; v".

5.4.4 Laplacien d’un champ de scalaires

On appelle laplacien d’un champ de scalaire défini par une fonction F(y', %, ..., y™)
a valeurs scalaires, I’expression :

AF =divgrad F (5.156)

L’expression du laplacien s’obtient & partir de la définition (EI50) de la diver-
gence et des composantes contravariantes du gradient ¢** 9;, F', on a :

AF=V,(g*0, F) (5.157)

La propriété de permutation de la dérivée covariante avec le changement de variance
par multiplication par g et sommation, nous donne :

AF =g*V,; (0 F) (5.158)

Les quantités V; (Ok F') sont les composantes covariantes de la dérivée covariante
du vecteur grad F'; elles sont données par la relation (B.71]), soit :

Vi(Oy F)=04F-T,', o, F (5.159)
d’ot I'expression du laplacien :

AF =g* 03, F-T,, O F) (5.160)
On obtient également une expression du laplacien en reportant les composantes

contravariantes de grad F' dans la relation (5.I55), soit :
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AF = 0,(\/Tglg" o, F) (5.161)

Vol

Pour un systéme de coordonnées orthonormeées, g%* = §*, on retrouve ’expression
classique du laplacien : A F' = O, F.

5.5 Exercices résolus

Exercice 5.1

On considére deux systémes de coordonnées curvilignes tels que :
i i, 12 AN B o g —n
w =a'(u,u”, . u") W =4 (a,a ..., a")

1. Soient I',7; et T';,™, les symboles de Christoffel relatifs respectivement aux
coordonnées v’ et @*. Démontrer qu’on a la relation suivante :

iji = az ﬁl 8m Uj ak ?_Lh Fhml + al uj akz al

3. Dans le cas ol les coordonnées ' sont rectilignes, démontrer que la formule
précédente se réduit a :

Fk]i = 81 u’ 8;m ’ﬁl

Solutions

1. La démonstration de la formule de transformation des symboles de Christoffel
aboutit a I'équation (547 :

iji = A;l A{n AZL F;’Lml + A{ Ok A;l
Remplagant les quantités A et A’ par les expressions (4.45), soit :
(a) AF=0,a" ; (b) AL =0pu'
On obtient 'expression demandée :

T/, =080 0y’ 0, u" Ty™, + 0wl O @

2. Si les coordonnées i’ sont rectilignes - c’est le cas des coordonnées carté-
siennes, par exemple - on a : de; = 0 et tous les symboles de Christoffel I',™,
sont nuls. On obtient alors la formule simplifiée :

Fk]i == 81 u’ (9;% ﬂl
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Exercice 5.2

On considére dans un plan, un systéme de coordonnées cartésiennes, x!, 22, et un
systéme de coordonnées curvilignes u!, u? définies par : z! = u! cosu?; 2? = u!sinu?
(coordonnées polaires). Les composantes covariantes g;; du tenseur métrique ont été
calculées au cours de 'exercice (4.2), soit :

gu=1; go=gn=0; gn=(u")?
1. Déterminer les composantes contravriantes g% du tenseur métrique.

2. Rappeler les formules permettant le calcul des symboles de Christoffel de
premiere et seconde especes a partir des g;;

3. Calculer ces symboles pour les coordonnées polaires en utilisant ces formules.

4. Calculer les symboles de Christoffel de deuxiéme espéce a partir de la formule

établie dans Uexercice (5.1) : [, = 9y u? Op; @' avec @' = 2.

Solutions

1. Pour des coordonnées orthogonales, on a : " = 1/g;, d’ou :

Gh=1; g2 =g =0; ¢2=1/(u')?
2. Les symboles de Christoffel de premiére espéce sont donnés par la formule
([B.33)
1
Lji = 3 (Ok gij + 05 gjx — O Gri)

Les symboles de deuxiéme espéce sont liées aux précédents, selon (5.39), par :

, . 1 .
L =g" Ty = 2 9" Ok gjt + 95 gk — 01 gks)

3. Les dérivées partielles Jy g;; sont nulles pour i # j et i = j = 1. Il reste a
calculer :

O go2 = O (U1)2 =2u' o g22 = 0y (U1)2 =0

Les symboles de premiere espece I';;; non nuls sont tels que :

k7i7j:17272 7 i7j7k:17272 ) j7k7i:17272
d’on :
[ = ut ;o Toor = ut ;o Toig = —u!

Les symboles de deuxiéme espéce sont :

F111:0 F112:0 ; F211:0 ; F212:_“1
F121:0 F122:1/U1 3 11221:1/U1 3 F222:0
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4. Le calcul direct des symboles de Christoffel de deuxiéme espéce nécessite
I’expression des coordonnées u' en fonction des 7. On a :

ut = /(21)2 + (22)2 ; u? = arctan (2 /")

Le calcul des dérivées premiéres partielles des fonctions u’ (z', %) nous donne :

u' =2 fut Ot =2 it 0wt = —2?/ (W) Ot =2t (u')?

Le calcul des dérivées premiéres partielles des fonctions 27 (u!, u?) nous donne :

Onalt =0 Opat=—sinu? ; Opzt =—u'cosu?

O =0 Opa®=cosu’® ; Oy’ =—u'sinu?

L’utilisation de la formule T',7, = 0, u’ Oy, 2! permet de retrouver les valeurs
calculées précédemment. On a, par exemple :

Flll =0 ulall z! +32u1 o 22 =0

[ =0iu' Opa' + Dou Opa® = —u' ; et

Exercice 5.3

Les composantes covariantes du tenseur métrique, en coordonnées sphériques
r, 0, ¢, sont :

gu=1; go=1"; gg=r’sin®0 ; g; =0 sii #j

Les coordonnées sphériques sont définies par :

x=rsinfcosy ; r=rsinfsiny ; z=rcosd

1. Calculer les symboles de Christoffel de premiére espéce en coordonnées sphé-
riques.

2. Calculer ceux de deuxiéme espéce.

Solutions

1. Les symboles de premiére espéce sont donnés par (5.38), soit :

Lrji = = (Ok 955 + 0 Gji — 05 Gri)

2

1
2
r, u? = 0, ud = @; les dérivées partielles non

Notons les coordonnées u! =
nulles sont les suivantes :

O1goa =271 ; O1g33 =2rsin®0 ; 0Oy gs3 = 21°cosfsinb
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L’application de la formule (5.38)) nous donne neuf symboles de Christoffel
non nuls, a savoir :

Do =—1 ; Dgp3 =—r?sinfcosh ; T's3 =—rsin’é
Flgg :F221 =Tr F133 = F331 = TSiIl2 0 ) F332 = F233 = 7’2 cos@sin@

2. Larelation (3.39) : I''; = " T'xyj, permet la détermination des symboles de
Christoffel de deuxiéme espéce; on obtient neuf symboles non nuls :

F212:_7“ ; F221:F122:1/7’ ; F331:F133:1/7’

1 _ 12 . 2 _ : . 3 3

Exercice 5.4

Lorsque la matrice du tenseur est symétrique est diagonale (g;; = 0 si i # j),
montrer que pour des indices donnés (c’est-a-dire pour des symboles ot la présence
de deux indices identiques n’indique pas de sommation), on a pour les symboles de
Christoffel de seconde espéce :

1. Fiij = Fjiz‘ =(1/2) 0; In|g;]
2. Iy = —(1/294) 0i gj; ; avec i # j
3. Tous les autres symboles T';*; sont nuls.

Solutions

1. On suppose que tous les g;; sont non nuls et 'on a : g;;' = ¢%; il vient pour
i et j donnés (pas de sommation sur i et j) :

I =g"Ty;=g" Ty = o (iajgii) = §ajln\9n'|

2. On obtient de méme, pour i et j donnés et i # j :

: . y 1 1
L'y =9"Tjny=9g"Tjy = — <— 5 Q‘gjj)
Gii
3. Lorsque tous les termes g;; sont nuls pour ¢ # j, alors toutes les dérivées de
ces g;; sont nulles et 'on a :
gjj

Fz'jj =g Lipr, = g’ Liji = o (0i gjr. + Ok gij + 0 gir) = 0

Exercice 5.5

En utilisant les résultats de I'exercice (5.4), calculer les symboles de Christoffel

de seconde espéce en coordonnées sphériques u', u?, u?.
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Solutions

Les composantes covariantes du tenseur fondamental en coordonnées sphériques

ul, u?, u? sont :

gu=1; go=~"); gs=(")sin’®u’ ; g; =0 si i+
On est donc bien dans le cas d’'une matrice diagonale du tenseur métrique. Uti-
lisant les formules de 'exercice (5.4), soit :
Fiij = Fjiz' = (1/2) aj ln‘giz’|

on obtient les valeurs des symboles de Christoffel non nuls :

1 1

F221 = F122 = (1/2) 01 1In (U1)2 = ub ; F331 = F133 = "l ; F332 = F233 = cotan u?
La formule suivante : I';*; = —(1/2g;) 9; g;;, nous donne les valeurs non nulles
suivantes :
LYy =—(1/2)0; (u')?* = —u' ; T,'y=—u'sin®u? ; I,%; = —sinu? cosu?

On obtient neuf symboles de Christoffel de seconde espéce non nuls; les 18 autres
sont nuls.

Exercice 5.6

Une particule se déplace le long d’une trajectoire définie en coordonnées sphé-
riques 7, 6, .
Déterminer les composantes contravariantes a* de I’accélération a de cette particule
pour les trajectoires suivantes.

1. La trajectoire est définie par : r = ¢, § =wt, ¢ = 7/4; t est le temps.

2. La trajectoire est définie par : r = ¢, § = /4, ¢ = wt. Calculer la norme de
'accélération et montrer qu’on retrouve la formule classique : ||a|| = r w?.

Solutions

1. Déterminons les valeurs des symboles de Christoffel le long de la trajectoire ;
ona,pourr=c, 0 =wt, o =m/4:

1 1 1 1
r,2=r?2-=—==-_.TI23=Ir3%=—=2-_: T.%=I,% =cotanwt
21 127 00 PEEEE I 137 o0 32 2 3
L, =—u'=—¢ .l = —csin?wt ; T2, = —sinwtcoswt
2 2 ) 3 3 ) 3 3

Les composantes contravariantes de I'accélération sont les suivantes :
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d? u! du’ duF du?\ 2 dud\ 2
o=t o () e () = e

a2=0: a*=0

On retrouve 'expression classique de 1'accélération d’une particule effectuant
une trajectoire circulaire a vitesse constante.

2. Symboles de Christoffel le long de la trajectoire :

1 1
; T5% :F133:E e r,%, =T, = cotanm/4 =1
Dy =—ul=—c ; Tyly=—csin®n/d=—(c/2) ; T3%=—(1/2)

Les composantes contravariantes de 'accélération sont les suivantes :

d? u' du’ du” du?\? dud\ 2 cw?
I — r.! — =0+ [ — i =) = ==
C=qe T g T - Ut lg) Thes g 5

dut du? dud\ 2 w?

2 2 2
—04or,?, L e ()
=0T g dt+33<dt)

Les composantes covariantes du tenseur fondamental le long de la trajectoire
sont :

gu=1; gn=07; gu=c/2 don |ja|| =\/g;a' ) = cw?/V2

Le rayon du cercle parcouru est : r = csin (7/4) = ¢/v/2 d’ot :
l|a]| = cw?/V2 = rw?

Exercice 5.7

Calculer I'expression de la divergence en coordonnées sphériques r, 0, ¢ :

1. Pour un champ de vecteurs A de composantes contravariantes A dans le
repére naturel.

2. Pour le méme champ de vecteurs A de composantes A,, Ay, A, dans un
repére naturel dont les vecteurs de base ont été normés.
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Solutions

La divergence d'un champ de vecteurs est donnée par la formule (BI53) :

g

Notons r = 2!, § = 22, p = 2%; on a : g = (2!)*sin® 2%,

1.

2.

Reportons dans la formule de la divergence, il vient :

2
divA =8 Al + 0, A* 4+ 03 A° + — A' + A® cotan 22
x
Les vecteurs de la base naturelle ont pour norme :

ller =1 ; |les|]|=7r ; |les||=rsinb

Sur une base orthonormée, les composantes covariantes et contravariantes sont
identiques. On a alors les relations :

A=A Ay =rA% A@:rsinﬁAg’

L’expression précédente de la divergence nous donne, en remplagant les va-
riables et les composantes par leur écriture traditionnelle :

8AT+l8A9+ 1 8A¢+2A+cotan9
or r 960  rsinf dp r

On retrouve I'expression classique de la divergence en coordonnées sphériques
dont les vecteurs de la base naturelle ont été normés.

divA =

Ay

Exercice 5.8

1.

1
Partant de expression (5.38) : I'yj; = 5 (Ok gij + 0i gjr — O; gri), démontrer

la relation :

Ok 9i = Ujir + i

2.  En utilisant le résultat précédent, démontrer la relation :
am glj - _gli iji - gjk lek
Solutions
1. La relation (5.38)) nous donne :

1 1
L +Thji = 5 (0; gir + Ok gji — 0; gji) + 3 (Ok 9i5 + 0 gjk — 0j 9ri) = O Gji

161



2. Larelation (LI02) s’écrit :

D’autre part, on a :

Om (9ik gkj) = Gik Om 9" + ¢ 00 g = 0, 500t git, Om 9 = —g™ 0,1, gin

Multipliant par g* et sommant, il vient :

9" Gir Om 9" = —g" " O g
Utilisant de nouveau la relation (LI02) ainsi que la relation obtenue a la
question (1), on obtient :

88 O g™ = —g" ¢" (Tigm + Tmir) soit O, g¥ = —g"T, 7. — g% T 1,
Exercice 5.9

Démontrer que les dérivées covariantes des composantes des tenseurs suivants
sont nulles :

1.

Tenseur de Kronecker : §F
2.

Tenseur fondamental, & partir de ses composantes covariantes g;;, en utilisant
les résultats de l'exercice (5.8).

3. Faire de méme a partir des composantes contravariantes g*.

4. Déduire des résultats précédents, le théoréme de Ricci :

Dgi;=Dg”" =0
Solutions
1.

Les composantes de la dérivée covariante du tenseur 6F sont données, selon
la formule générale (5.88), par :

- Fkrs =0
2. Pour le tenseur fondamental g;;, on a :

Vi gij = Ok 9ij — g szi — il Fklj = Ok 9ij — Ukji — Dy

La question (1) de 'exercice (5.8) nous donne : dy g;; = I'ji, + Iji, A0t

Vi 9ij = 0

162



3.

Les composantes contravariantes du tenseur fondamental s’écrivent :
Vieg? =097 + g T+ 9" T/,
L’exercice (5.8) question (2) nous donne, en changeant les indices :
O 9" = —4" Fljk —g" Fkil
d'ou: Vi, g% =0
La différentielle absolue des composantes d’un tenseur g;; est donnée par :
D g;; = V. gij du”

otl les u* sont les coordonnées curvilignes de I’espace ponctuel considéré. Puisque
toutes les dérivées covariantes sont nulles, on a :

Dg;; =0

et de méme D g% = 0. Cest le théoréme de Ricci.
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Chapitre 6

Espaces de Riemann

6.1 Exemples d’espace de Riemann

6.1.1 Surfaces a deux dimensions

Sphére - Considérons une sphére de rayon R, de surface S, située dans 'espace
ordinaire a trois dimensions. Les coordonnées cartésiennes z, vy, 2z d'un point M de la
surface S peuvent s’exprimer, par exemple, en fonction des coordonnées sphériques,
la longitude ¢ et la colatitude . La sphere est entierement décrite si 0 < 0 < 7 et
0 << 2m.

Deux tels parameétres, permettant de déterminer un point sur la surface de la
spheére, sont appelés des coordonnées curvilignes sur la surface ou coordon-
nées de Gauss. D’autres paramétres quelconques, u, v, peuvent évidemment étre
choisis comme coordonnées curvilignes sur la surface.

L’élément linéaire de la surface ds?, carré de la distance entre deux points in-
finiment voisins M et M’, s’écrit en fonction des coordonnées sphériques, pour
R =constante :

ds* = R*d#* + R? sin® 0 dp? (6.1)
On obtient une expression de I’élément linéaire en fonction des deux seules coor-
données de Gauss 0 et .

Tenseur fondamental riemannien - Etant décrite a l'aide de deux paramétres,
la surface de la sphére (considérée comme un espace & deux dimensions) constitue
un exemple d’espace de Riemann & deux dimensions.

L’élément linéaire (6.1)) est de la forme générale (E47), a savoir :

ds? = g;; du’ du’ (6.2)

ot les du® sont les composantes contravariantes du vecteur dM = MM’ par rap-
port au repére naturel (M, e;). Posant u! = 6, u? = ¢, on obtient par identification

des formules (6] et (62) :
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g1 =R, gla=09u=0 , g = R*sin’0 (6.3)

Les quantités g;; avec i,j = 1,2, constituent les composantes d’un tenseur
qui est le tenseur fondamental de I’espace riemannien formé par la sur-
face S. C’est un exemple de tenseur fondamental riemannien ou encore métrique
riemannienne.

Les propriétés géométriques des figures tracées sur la surface d’'une spheére ne
sont plus celles de la géométrie euclidienne. Ainsi, le plus court chemin d’un point
A & un autre point B, sur la surface sphérique, est constitué par un arc de grand
cercle passant par les points A et B. Les arcs de grand cercle jouent le méme role
pour la sphére que les droites dans le plan. Ce sont les géodésiques de la sphére.

Un triangle sphérique est déterminé par trois arcs de grands cercles tracés sur
la sphére. En particulier, la somme des angles que forment les cotés curvilignes des
triangles est différent de 7w radians.

Surface quelconque 4 deux dimensions - Considérons a présent une surface
quelconque de coordonnées de surface u' et u?. Les coordonnées cartésiennes x, v, z,
de l'espace ordinaire ou se trouve prolongée cette surface s’écrivent de maniére gé-
nérale :

T = x(ul,uQ) , Y= y(ul,uQ) , 2= z(ul,uQ) (6.4)

L’élément linéaire ds? s’écrit alors, en fonction des variables u! et u? :

ds? = Edu' du® 4 2 F du' du® + G du' du? (6.5)
avec :
E = (02)’+(0iy)*+ (01 2)?
F = 81x82x+81y82y+81282z (66)
G = (0x)+(0y)* + (02 2)

L’expression (6.5]) s’appelle la premiére forme quandratique fondamentale
de la surface considérée. Les coefficients E, F, G, sont des fonctions de coordonnées
curvilignes. De maniére générale, cette surface, considérée comme un espace a deux
dimensions, constituera un exemple de d’espace de Riemann, pour des fonctions

(6.4) arbitraires.

6.1.2 Disque tournant

Considérons un autre exemple d’espace riemannien faisant intervenir des propriétés
relativistes. Soient deux disques co-axiaux S et Sy que nous supposerons animés l'un
par rapport a I'autre, d’'un mouvement de rotation uniforme de vitesse angulaire w
autour de leur axe commun. Admettons qu'un observateur, muni d’un étalon de
longueur lié a Sy, fasse des mesures et que celles-ci montrent que sur Sy et sur 9, la
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géométrie est euclidienne.

Etudions maintenant les mesures qui vont étre faites par un observateur lié¢ au
disque tournant S et qui va naturellement choisir un étalon de longueur lié a S. Si
cet étalon de longueur est placé dans une direction radiale quelconque, sa vitesse
de déplacement longitudinale est nulle pour un observateur de Sy et cet étalon aura
toujours une longueur unité.

Par contre, si cet étalon est dirigé selon une perpendiculaire au rayon du disque,
en un point situé a la distance r du centre de rotation, cet étalon posséde une
vitesse longitudinale v = r w. Il subit donc une contraction de Lorentz qui, pour un
observateur de Sy, raméne sa longueur au repos [y a la valeur :

L=1o(1—p%)"? (6.7)
avec f = rw/c, ou c est la vitesse de la lumiére.
Choisissons un systéme de coordonnées polaires r, 6. La distance entre deux

points (r,60) et (r+dr,+df) du systéme S, mesurée a I'aide de I’étalon de longueur
du systéme Sy, est euclidienne et donnée par :

ds? = dr? + r? d#? (6.8)

Par contre, pour un observateur de Sy, la distance entre ces deux mémes points,
mesurée avec les étalons de longueurs liés au systéme tournant S, devient :

(6.9)

La mesure effectuée a l'aide d’un étalon lié au systéme tournant S donne pour
longueur d’une circonférence :

2
S = /d’S = # (610)

Les étalons liés au repére tournant S étant les étalons naturels que chosirait un
observateur lié au disque tournant, il en résulte que la géométrie édifiée a I'aide des
étalons de son propre systéme n’est pas une géométrie euclidienne. Elle s’en écarte
d’autant plus que la distance r par rapport au centre du disque est grande.

Les coefficients de I'élément linéaire (6.9) sont les composantes du tenseur fon-
damental de cet espace de Riemann constitué par un disque tournant relativiste.
C’est un exemple de métrique riemannienne.

6.1.3 Espace de configuration

Voyons un autre exemple d’espace riemannien plus abstrait que 'on utilise en mé-
canique. Soit un systéme dynamique a n degrés de liberté et soient ¢', ¢?, ....,¢", un
ensemble de coordonnées généralisées, c’est-a-dire un systéme de n paramétres qui
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permettent de décrire I’évolution d’un systéme. L’ensemble des configurations d’un
tel systéme dynamique constitue un espace a n dimensions que 1'on appelle espace
de configuration.

Considérons par exemple un systéme de particules de masse m; dont les positions
sont déterminées par les rayons vecteurs r' et qui sont liées aux coordonnées ¢’ par
les équations de transformation :

r' =ri(¢h At (6.11)

Par suite les vitesses vi = dri/d¢ s’expriment en fonction des coordonnées ¢’
par :
1
vi=0,r¢" + 86—11‘5 (6.12)
avec ¢’ = dq'/dt. Si les équations de transformation (E.II)) ne contiennent pas
le temps explicitement, c’est-a-dire si les contraintes sont indépendantes du temps,
I’expression de la vitesse ne contient pas de dérivée partielle par rapport au temps.
Dans ce cas, 1’énergie cinétique 7' du systéme est donné par :

1 . .

T=5 >, m(v) =anq’q" (6.13)
avec ajr = (1/2) >, m; 0;1' Oy r'. L'énergie cinétique 7' est une forme quadra-

tique définie positive o les a;j, sont des fonctions des paramétres ¢', ¢, ..., ¢".

Définissons alors 1’élément linéaire de 'espace de configuration par la relation
suivante :

ds* = a;;, d¢’ dg" (6.14)

On obtient un espace a n dimensions muni d’'une métrique, définie par ’expres-
sion (6.I4]), qui en général ne sera pas euclidienne.C’est un espace de Riemann
dont le tenseur fondamental a pour composantes g;; = a;;.

A toute configuration du systéme dynamique correspond un point bien défini de
I’espace de configuration et par suite, & tout mouvement du systéme est associé le
mouvement d’un point dans ’espace de Riemann. On obtient une image géométrique
d’un probléme de dynamique, ce qui permet d’utiliser des méthodes tensorielles pour
le résoudre.

6.2 Meétrique riemannienne

6.2.1 Notion de variété

Nous avons vu différents exemples d’espaces de Riemann : surface a deux dimen-
sions, disque tournant relativiste, espace de configuration. On dit que ces espaces
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constituent des variétés munies d’une métrique riemannienne.

Une variété peut étre définie, par exemple, par un ensemble de points situés dans
un espace préexistant. De maniére générale, une surface donne 1'idée d’une variété
a deux dimensions. La sphére et le tore sont des variétés a deux dimensions sans
frontiére. Un cylindre de révolution, un paraboloide hyperbolique, sont des variétés
a deux dimensions ouvertes, avec frontiéres a l'infini.

Mais on peut envisager des variétés in abstracto. C’est le cas, par exemple, des
espaces de configuration tels que ceux utilisés en Physique. Il s’agit alors d’un es-
pace de point a n dimensions, représenté par un ensemble de coordonnées (u'), ces
derniéres pouvant avoir des valeurs comprises dans un domaine fini ou non. C’est
un tel espace de points a n dimensions, défini par un ensemble donné de n coor-
données (u'), que nous utiliserons au cours de ce chapitre. Un point M, de cette
variété est défini par un ensemble de coordonnées (u')g. Une variété est caractérisée
par la possibilité de représenter le voisinage d’un point My au moyen d’un systéme
de n coordonnées u’, ces derniéres étant telles qu’a deux points infiniment voisins
correspondent des nombres infiniment peu différents.

6.2.2 Définition des espaces de Riemann

Un espace de Riemann est une variété a laquelle on a attaché une métrique. Cela
signifie que, dans chaque partie de la variété, représentée analytiquement au moyen
d’un systéme de coordonnées (u'), on s’est donné une métrique définie par la forme
quadratique :

ds* = g;; du’ dv’ (6.15)

Les coefficients g;; ne sont pas entiérement arbitraires et doivent vérifier les condi-
tions suivantes :

— Les composantes g;; sont symétriques : g;; = gj;-
— Le déterminant de la matrice [g;;] est différent de zéro.

— La forme différentielle (6I0]) et par conséquent le concept de distance défini
par les g;;, est invariant vis-a-vis de tout changement de systéme de coordon-
nées.

— Toutes les dérivées partielles d’ordre deux des g;; existent et sont continues
(on dit que les g;; sont de classe C?).

Un espace Riemannien est donc un espace de points, chacun étant repéré par
n coordonnées u’, doté d’'une métrique quelconque de la forme (6I5) vérifiant les
consitions ci-dessus. Cette métrique est dite Riemannienne.

Si la métrique est définie positive, ¢’est-a-dire lorsque g;; v* v7, pour tout vecteur v
non nul, on dit que ’espace est proprement Riemannien. Dans ce cas, le déterminant
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de la matrice [g;;] est strictement positif et toutes les valeurs propres de cette matrice
sont strictement positives.

6.2.3 Meétrique euclidienne et riemannienne

Comment distinguer une métrique euclidienne d’une métrique riemannienne ? Défi-
nissons d’abord plus précisément ce que I'on entend par métrique euclidienne.

On a vu précédemment que tout espace euclidien admet des bases orthonormées
telles que g;; = 0;;. Par définition, on dira qu’une métrique d’un espace est
euclidienne lorsque tout tenseur fondamental de cet espace peut étre ra-
mené, par un changement approprié de coordonnées, & une forme telle

Ainsi les tenseurs fondamentaux définis par les éléments linéaires (6.2) et (6.9),
ne peuvent étre ramenés a un tenseur euclidien. On va voir par la suite les conditions
nécessaires que doivent vérifier les g;; pour constituer les composantes d'un tenseur
fondamental euclidien.

La définition des espaces riemanniens montre que ’espace euclidien est un cas
trés particulier de ces espaces. Il n’existe donc qu’un seul espace euclidien
alors qu’on peut inventer une infinité d’espaces riemanniens.

6.2.4 Conditions nécessaires pour qu’une métrique soit eucli-
dienne

Si I’on se donne un élément linéaire quelconque, il n’existe pas, en général, un systéme
de coordonnées y' qui confére a I’espace euclidien la métrique définie par cet élément
linéaire arbitraire. Pour qu’il existe un tel systéme de coordonnées, il faut qu’on
puisse déterminer les coordonnées rectangulaires du point variable M, rapporté a
des axes fixes, et les projections des vecteurs de base e; du repére naturel, de maniére
a avoir les relations :

dM = dy' e; (6.16)

de; = w! ey (6.17)

Nous avons vu précédemment que 1’'on pouvait localiser tous les repéres naturels
(M', e!) infiniment voisins d'un repére naturel (M, e;) par rapport a ce dernier. C’est
ce que ’on a fait en déterminant les n® symboles de Christoffel & partir des quantités
gij- On peut dire que 'espace euclidien est reconstruit au voisinage de I'origine M du
repére (M, e;). Or les conditions d’intégrabilité des équations (616]) sont vérifiées
puisqu’elles ont précisément été utilisées pour calculer les symboles de Christoffel,
en les écrivant sous la forme (B.30).
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Cherchons a présent les conditions d’intégrabilité des équations différentielles
(617)). Celles-ci se présentent comme des conditions pour que le probléme précédent
d’intégrabilité de (616]) soit possible puisque la relation (G.17) a déja été utilisée,
lors du calcul des symboles de Christoffel, sous la forme de la relation (5.30]).

Les différentielles (6.17) nous donnent les relations :

e =17 e (6.18)

et les conditions d’intégrabilité nécessitent que les dérivées secondes J; €; soient
égales lorsqu’on intervertit 'ordre des dérivations. La dérivée de I'expression (6.18)
nous donne :

O(Orer) = 0T €5) = (AT, + T, T/ ) € (6.19)

On obtient de méme :

O(0re;) = 0u(T/7;€5) = (8,07, + 1™, 1,7 ) e (6.20)

L’égalité des dérivées secondes nous donne, pour chaque e; :

(01 iji - ak Flji) + (kai Fljm - Flmi ijm) =0 (6'21)

avec 1,7, k,[,m =1 an.

En remplagant dans les relations (G.2I]) les ', 7, par leur valeur en fonction des
g;; donnée par lexpression (5.39), on obtient les conditions nécessaires auxquelles
doivent satisfaire des fonctions g;;(u',u?,...,u™), que 'on se donne a priori dans
un élément linéaire, pour représenter les composantes d’'un tenseur fondamental
euclidien.

6.3 Propriétés géométriques

6.3.1 Meétrique euclidienne tangente en un point

Lorsqu’on définit un espace de Riemann R,,, on ne connait pas a priori ses pro-
priétés géométriques. On va voir cependant que de nombreuses formules de la géo-
métrie euclidienne vont pouvoir étre généralisées aux espaces de Riemann. Le moyen
le plus simple de rechercher les propriétés géométriques des espaces de Riemann va
consister a I'identifier localement, dans la mesure du possible, & un espace euclidien.
Définition - Dans ce but, on va introduire la notion de métrique tangente en un
point & la métrique riemannienne donnée. Pour cela, considérons un espace de Rie-
mann R, dont la métrique est définie positive par :

ds? = g;; du’ du’ (6.22)

et soit My un point de R,, de coordonnées (u;)o.
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On appelle métrique euclidienne tangente, au point My(ug, u3, ..., u), a la
métrique donnée par ([6.22]), la métrique définie par un élément linéaire euclidien :

do? = ;5 du' du? (6.23)

construit avec les mémes variables u’ et tel que pour u’ = uf, on ait :

(ij)o = (9i3)o (6.24)
La maniére la plus simple de trouver une métrique euclidienne répondant a cette
définition est de choisir des coefficients de 1’élément linéaire (6.23]) constants, a sa-

voir vi; = (9ij)o-

Dans le cas ol les coefficients d’un élément linéaire sont des constantes, on est
certain que la métrique est euclidienne c’est-a-dire que 1’élément linéaire peut se
ramener a une somme de carrés de la forme do? = dy’dy’. Il est en effet toujours
possible, en passant des variables u® & d’autres variables 2/ au moyen d’une trans-
formation linéaire :

u' = aj 2" (6.25)

ol le jacobien de la transformation est différent de zéro, de ramener le tenseur
7;; & une forme diagonale a¥, ceci en conservant I'invariance de la forme quadratique
623). Notons al,a?,...,a", les éléments de la diagonale principale du tenseur, les
autres éléments étant nuls. Au moyen d’un nouveau changement de coordonnées :

y' = (a})'? 2’ (6.26)

(formule dans laquelle il n’y a pas de sommation sur 'indice), on est ramené a
une métrique euclidienne ot les coefficients de ’élément linéaire sont tous égaux a ¢;;.

Changement de coordonnées - Effectuons un changement de systéme de coor-
données, faisant passer des u’ & de nouvelles coordonnées v/. Les composantes du
tenseur fondamental de I'espace euclidien tangent sont respectivement 7;; = (¢:5)o
dans le systeme u' et v;;, = (g};)o dans le systéme v7. Pour ce changement de co-
ordonnées, on obtient, en appliquant les formules générales de transformation des
composantes covariantes d’un tenseur :

Yij = (gij)O = (ai Uk)o (aj Ul)o (9121)0 (6.27)

Pour que la notion de métrique euclidienne tangente soit indépendante du sys-
téme de coordonnées utilisées, il faut et il suffit que les relations (6.27)) soient
vérifiées. On est ainsi amener a faire la convention que, dans un changement quel-
conque de coordonnées, les coefficients g;; de la métrique d'un espace de Riemann
se transforment comme les composantes covariantes d’un tenseur, & savoir :

gij = 0; vk 0; o' gh (6.28)
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Avec cette convention, la notion de métrique tangente euclidienne est bien indé-
pendante du systéme de coordonnées; on dit qu’elle présente un caractére intrin-
seque.

Espace euclidien tangent en un point - Au lieu de dire qu’on a doué 'espace
de Riemann d’une métrique euclidienne au point My, on peut dire qu’'on a fait une
représentation de l’espace riemannien sur un espace euclidien. Cet espace euclidien
sera appelé espace euclidien tangent en My a 'espace de Riemann donné.

Ce n’est 1a qu'une convention commode de langage parce qu’elle fait image. Mais
il existe une infinité de métriques euclidiennes tangentes en un point donné et par
suite une infinité d’espaces euclidiens tangents en M. Cependant comme on ne consi-
dérera dans ce qui suit que les propriétés géométriques communes a tous les espaces
euclidiens, on peut parler sans inconvénient de I’espace euclidien tangent en un point.

Montrons que I'on peut trouver une infinité de métriques euclidiennes tangentes
a un espace de Riemann R, donné. Appelons mg le point de l'espace euclidien
€y, correspondant a My et (myg,e?) le repére naturel euclidien en myg astreint aux
conditions :

A tout point M de R, situé au voisinage de My, faisons correspondre un point m
de &, situé au voisinage de mg en cherchant un systéme particulier de coordonnées
qui permettent de repérer ce point m. Pour cela, il faut définir les coordonnées u’ du
point m par des nombres peu différents de ujy. Appelons ¢; des fonctions continues

arbitraires de (u* —uf) qui deviennent nulles ainsi que leurs dérivées premiéres pour

uk = uk. Le point m est alors défini par :

mom = (u' —uf) e +¢;e? (6.30)

Les coordonnées u’ ainsi définies constituent un systéme de coordonnées cur-
vilignes de l'espace euclidien au voisinage mg. La relation (6.30) nous donne les
vecteurs du repére naturel en my :

qui sont précisément ceux que l'on avait initialement choisis. Pour u’ = u{, on
obtient :

e - e = (vij)o = (gi5)0 (6.32)

La relation (6.24) est ainsi vérifiée et la formule (630) permet donc de définir
des métriques euclidiennes tangentes au point M, ainsi que les espaces euclidiens
tangents correspondants.
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6.3.2 Propriétés géométriques déduites des métriques eucli-
diennes tangentes

Certaines propriétés de 'espace euclidien vont pouvoir étre transposées dans les
espaces de Riemann en considérant leur métrique euclidienne tangente en chaque
point ou, pour employer un langage géométrique, leur espace euclidien tangent en
ce point.

A chaque point M d’un espace riemannien, on fait correspondre le point m de
I’espace euclidien tangent supposé rapporté a son repére naturel (m,e;). On dira
que l'on a défini un vecteur v au point M de 'espace de Riemann, rapporté aux co-
ordonnées v, si I'on se donne les composantes d'un vecteur au point m par rapport
au repére (m,e;). On peut ainsi définir un champ de vecteurs ou de tenseurs dans
un espace de Riemann.

Toutes les propriétés algébriques des vecteurs euclidiens peuvent alors étre trans-
posées aux vecteurs d'un espace de Riemann. En particulier, si la métrique de I’es-
pace riemannien est donnée par (6.I5) et si I'on considére deux vecteurs v et w
d’un espace de Riemann, de composantes respectives v¢ et w’, leur produit scalaire
est donné par :

v-w=g;vw (6.33)

La distance élémentaire de deux points infiniment voisins est donnée par (6.15)
et I'on en déduit par intégration la longueur s d'un arc de courbe quelconque :

s = / (gi; du’ du? )/ (6.34)
Le volume élémentaire de ’espace euclidien tangent est donné par :

AV = (¢)"?dut du® ... du” (6.35)

et ce sera aussi celui de l'espace de Riemann. Un volume fini s’obtiendra par
intégration du volume élémentaire.

Malgré le grand nombre de notions d’origine euclidienne que 1’'on peut généra-
liser dans un espace de Riemann, il est des notions élémentaires fondamentales qui
manquent encore. Ainsi la notion d’espace tangent euclidien ne permet pas de com-
parer entre eux des vecteurs et des tenseurs attachés a deux points, méme infiniment
voisins, de ’espace de Riemann. On ne peut donc pas calculer leur dérivée.

Jusqu’ici un espace de Riemann est une collection de petits morceaux d’espace eu-
clidien parce que nous n’avons pas encore relié les uns aux autres les divers morceaux,
en définissant leur orientation mutuelle. C’est ce que nous allons faire maintenant
en définissant la notion d’espace euclidien osculateur.
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6.4 Propriétés différentielles

6.4.1 Meétrique euclidienne osculatrice

Une métrique euclidienne osculatrice au point My(ud, u2, ..., ud) a la métrique
riemannienne (6.22), est la métrique définie par 1’élément linéaire euclidien :

do? = ;5 du’ du? (6.36)

tel que ses coefficients ;;, ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre,
aient en My les mémes valeurs numériques que celles de I’élément linéaire riemannien
donné : ds? = g;; du’ du’.

Montrons qu’il existe des métriques euclidiennes osculatrices en déterminant des
valeurs telles que, en My, on ait :

(@) (ij)o = (gi7)0 5 (B) (Orij)o = (Ok giz)o (6.37)

Pour cela, considérons I'espace euclidien €, rapporté a un repére naturel cartésien
(O, €;) o les vecteurs e; sont définis par les valeurs numériques en M des coefficients
gij c'est-a-dire tels que 'on ait :

€ - € = (gij)O (6-38)

D’autre part, cherchons un systéme de coordonnées 1’ de I’espace euclidien qui
permet de vérifier les relations (6.37). Cela est possible de multiple fagons; pre-
nons par exemple la relation suivante entre les coordonnées cartésiennes z° et les
coordonnées de surface u’ :

ot = (u' = up) + (1/2) (T )0 (u' = ug) (u™ — ug) (6.39)

ou les (I')%,,) sont calculés a partir des g;; en utilisant les formules (5.39); on
note (I'}",,)o leur valeur numérique en u' = uf. Soit M un point quelconque de &y,
de coordonnées z’, on a alors la relation suivante en u' = ug :

@19\:)0 - (?E)O = @i (6.40)

Par suite du choix fait sur les vecteurs e; par la relation (6.38) et en tenant
compte de la métrique (L40), on a :

e - e = (7ij)o = (9ij)o (6.41)

D’autre part, la relation (5.32]) s’écrit pour un espace euclidien de coordonnées
quelconques :

OrM=0;ex =T, e (6.42)

En particulier, pour les coordonnées u* définies par la relation (6.39)), on obtient
pour u' = uy :
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(06 M)o = (95 ex)o = (I, 1)o@ (6.43)

ol les dérivations sont faites par rapport aux variables u’.

Définissons également des symboles de Christoffel notés (I'3',) directement a
partir des quantités v;;, & aide des formules (5.39); on a également en u’ = uj :

(0 M)o = (I'1) e (6.44)

Les relations (6.43)) et (6.44) étant égales, on obtient 1’égalité suivante pour les
symboles de Christoffel de seconde espéce, en u’ = u}) :

(T;'%)0 = (T3'k)o (6.45)
De cette derniére égalité résulte ’égalité des symboles de Christoffel de premiére
espéce en u’ = uj). La relation (5.38]), nous donne finalement :

(Ok Gi5)0 = (Ok ij)o (6.46)

Par suite, I’élément linéaire (6.36]) de I’espace euclidien, rapporté a ce systéme
de coordonnées curvilignes u’, jouit de la propriété que, pour v’ = u}), ses coefficients
et leurs dérivées partielles du premier ordre ont les mémes valeurs numériques que
celles de I’élément linéaire de 1’espace riemannien donné.

Les métriques euclidiennes osculatrices, pour une métrique riemannienne donnée,
sont indépendantes du choix des coordonnées. En effet, pour un changement de
variables donné, les nouvelles valeurs numériques des g;; et de leurs dérivées partielles
du premier ordre sont connues dés que ’on connait les anciennes valeurs numériques
de ces mémes quantités.

6.4.2 Espace euclidien osculateur

Comme on I’a fait remarquer précédemment pour l'espace euclidien tangent, au lieu
de parler de métrique euclidienne osculatrice, on peut parler d’espace euclidien os-
culateur.

Les propriétés géométriques de ’espace euclidien osculateur seront des propriétés
géométriques intrinséques de ’espace de Riemann. Nous allons ainsi pouvoir définir
la différentielle absolue des vecteurs et des tenseurs dans un espace de Riemann.

Exemple d’espace euclidien osculateur en un point - On a vu qu’une surface
S, plongée dans l'espace a trois dimensions, peut étre regardée comme un espace
riemannien a deux dimensions. Considérons un point M de la surface S et projetons
orthogonalement les points de la surface sur le plan tangent en M. On obtient ainsi
une représentation particuliére de S sur un plan euclidien et I'on va voir que la mé-
trique du plan est osculatrice a celle de la surface.
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Pour cela, plagons le point M a 'origine des coordonnées et choisissons des axes
rectangulaires tels que tels que le plan x,y, soit le plan tangent & la surface en M.
[’élément linéaire du plan est donné par :

do? = dz® + dy? (6.47)

Celui de la surface, défini par z = z(z,y), s’exprime en fonction des dérivées
partielles du premier ordre de la fonction z. C’est un cas particulier de 1’expression

@3 avec u! =z, u? =y, z(ut, u?) = 2(z,y).

0 0
Notons p = a—z, q= a—z, on a pour I’élément linéaire de la surface S :
Z Y
ds* = (1+p°) da® + (1 +¢*) dy* + 2pqdady (6.48)

A l'origine des coordonnées, c’est-a-dire au point M, on a : p = ¢ = 0. Par suite,
les coefficients des deux éléments linéaires sont égaux, ainsi que les dérivées partielles
du premier ordre de ces coefficients. On a donc ici une interprétation concréte de
I’espace euclidien osculateur en un point M ; c’est, dans le cas présent, le plan tangent
en M a la surface S.

6.4.3 Différentielle absolue et dérivée covariante des tenseurs

Champ de tenseurs d’un espace riemannien - Nous allons étendre aux espaces
de Riemann les notions d’analyse tensorielle euclidienne relative aux tenseurs atta-
chés & deux points infiniment voisins. Avant cela, définissons la notion de champ de
tenseurs sur un espace de Riemann.

Pour cela, en chaque point M d’un espace de Riemann R, faisons correspondre
dans l'espace euclidien osculateur un repére (m, e;) compatible avec avec la métrique
riemannienne en ce point. Cela permet de se donner les composantes d’un tenseur
par rapport a ce repére. La donnée de ces composantes en chaque point M corres-
pondant de I'espace de Riemann constitue la donnée du champ de tenseurs.

Ainsi, par exemple, les g;; du tenseur fondamental d’un espace de Riemann,
donnés en chaque point M, constituent les composantes covariantes d’un champ de
tenseurs.

Différentielle absolue d’un vecteur - Considérons un champ de vecteurs V
attaché au point M, d’un espace de Riemann. Ces vecteurs ont pour différentielle
absolue de leurs composantes contravariantes v?, dans ’espace euclidien osculateur,
par rapport au repére naturel en M, :

(Dv')o = (dv')o + (w!)o v} (6.49)

avec (w})o = (I';";)o du”. Les symboles de Christoffel I';’; sont ceux de l'espace
euclidien osculateur et ils sont égaux aux valeurs des symboles de Christoffel (I'";)o
calculés a partir de la métrique riemannienne, en u' = uj.

176



On est ainsi conduit a I’extension de la notion de différentielle absolue & un espace
quelconque de Riemann. Par définition, pour un vecteur V d’un espace riemannien,
la différentielle absolue a pour composantes contravariantes :

Dv' = dv' +wio/ = do’ + T}/ o/ du (6.50)

Si le champ de vecteurs v est donné par ses composantes covariantes, sa diffé-
rentielle absolue a pour composantes covariantes :

Duv; = dv; — w! v, (6.51)

Dérivée covariante - On généralise de méme aux espaces de Riemann la notion
de dérivée covariante d’un vecteur dont les quantités :

Vkvi:8k0i+1“i-vj 6.52
kj

sont les composantes covariantes du tenseur dérivée covariante, en fonction des
composantes contravariantes v/ du vecteur V.

De méme, on a les composantes de la dérivée covariante, en fonction des compo-
santes covariantes v; du vecteur V sous la forme :

Vk V; = ak Vi — Fk’ji Uj (653)

Les formules donnant la différentielle absolue et la dérivée covariante des tenseurs
euclidiens sont généralisées de la méme facon aux tenseurs riemanniens.

6.4.4 Transport paralléle

Définitions - Deux vecteurs d’origines infiniment voisines M et M’ sont dits équi-
pollents s’ils sont équipollents dans I’espace euclidien osculateur en M.

Dans l'espace euclidien, les vecteurs étant paralléles, de méme sens et de méme
longueur, leur différence géométrique est nulle. Par suite, dans ’espace de Riemann,
la différentielle absolue du vecteur situé en M est nulle. Les conditions d’équipollence
d’un vecteur V de composantes contravariantes v* sont donc :

Dv'=Duv; =0 (6.54)

Transporter par équipollence un vecteur V d’origine M en un point infini-
ment voisin M’, c¢’est construire le vecteur V', d’origine M’, équipollent & V. On
dira encore que l'on effectue un transport paralléle.

Exemple - En géométrie euclidienne, la notion de parallélisme de deux vecteurs
peut étre définie en considérant ’angle que font ces vecteurs par rapport a une
méme droite. Si leur direction fait un méme angle a avec une méme droite, deux
vecteurs sont paralléles au sens euclidien du terme.
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Voyons ce qu’il en est pour un espace de Riemann. Considérons, par exemple,
une sphére sont un grand cercle passe par deux points M et M’ (Fig. [6.1]). Deux
vecteurs v et v', localisés respectivement aux points M et M’, situés dans des plans
tangents a la sphére, sont précisément situés dans I'espace euclidien osculateur a la
surface sphérique en chaque point.

FIGURE 6.1.

Si ces deux vecteurs forment un méme angle a avec les tangentes en M et M’ &
I’arc de grand cercle passant par ces deux points, on dira qu’ils sont paralléles sur
la sphere. On aboutit ainsi & la généralisation de la notion de parallélisme sur une
surface de Riemann. Lorsque ces deux vecteurs ont méme module, on dira qu’ils sont
équipollents.

6.4.5 Géodésiques d’un espace de Riemann

Les géodésiques constituent, pour les espaces de Riemann, la généralisation des
droites de l'espace euclidien. Par définition, les géodésiques constituent les extré-
males de la longueur des arcs de courbe joignant deux points déterminés ; leur équa-
tion est donnée par la méme relation (5.60) que pour les espaces euclidiens, la
démonstration étant identique puisque seuls les g;; différent.

On peut obtenir I'équation des géodésiques par des considérations d’ordre ciné-
matique, par analogie avec la mécanique classique. Considérons dans un espace de
Riemann de coordonnées u’, un point mobile M qui se déplace en fonction d’un
parameétre t qui représente, par exemple, le temps. Le vecteur vitesse V du point M
a pour composantes contravariantes :

_
At

et les composantes contravariantes du vecteur accélération sont données par :

Uz'

(6.55)
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ai:d—“:@Jrri,d—Md—w (6.56)
e~ Az R A dt

Si le mobile a une accélération constamment nulle, alors sa différentielle absolue
dv’ est nulle. Par suite, sa vitesse est constamment équipollente & elle-méme. Dans
I'espace euclidien, les trajectoires parcourues par un tel mobile sont des droites.
Dans un espace de Riemann, les trajectoires de ce mobile vont étre des courbes
appelées les géodésiques de I’espace riemannien. Les géodésiques constituent
donc la généralisation, en géométrie riemannienne, des droites de ’espace euclidien.

En écrivant a' = 0 dans I'équation (6.56]), on obtient ainsi I’équation des géodésiques.

6.5 Déplacement le long d’une courbe

6.5.1 Développement d’une courbe

Soit une courbe quelconque C' d’un espace de Riemann R, définie par une re-
présentation paramétrique u'(¢). Un point M, de la courbe est pris comme origine
et correspond a la valeur t = 0 du paramétre ¢.

Nous nous proposons de faire correspondre, a chaque point M de la courbe C,
un point m et un repére (m, e;) de l'espace euclidien &,,. Pour cela, considérons dans
I’espace euclidien un point mgy de départ auquel nous attachons un repére cartésien
(myg, €?), déterminé en grandeur et en forme, mais pas en orientation, par les valeurs
numeériques des g;; de I'espace de Riemann au point M ; on a donc :

e - e = (g:)o0 (6.57)

D’autre part, les points m de ’espace euclidien et les vecteurs des repéres naturels
(m, €;) vérifient les relations différentielles :

dm = du’ e ; dei = (lek)M duk €] (658)

ot les (T;', ) as sont les valeurs des symboles de Christoffel calculés a partir des g;;
de la métrique riemannienne au point M de la courbe C. Ce sont donc des fonctions
qui dépendent du seul parameétre ¢.

Les fonctions inconnues m(t) et ex(t) peuvent étre obtenues par intégration du
systéme différentiel (G.58) avec les conditions initiales précédentes pour ¢t = 0. On
obtient alors une courbe, définie par m(¢), qui est appelée le développement de la
courbe C' sur 'espace euclidien. On notera I' le développement de la courbe C.

Meétrique euclidienne de raccordement - Plus précisément, on va montrer qu’il
existe dans I'espace euclidien €, une métrique telle que que ses coefficients ;; et
leurs dérivées premiéres, pris le long de la courbe m(t), ont les mémes valeurs nu-
mériques que les coefficients g;; et leurs dérivées premiéres, aux points homologues
de la courbe C' dans 'espace de Riemann.
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Cela siginifie qu’il existe une métrique euclidienne osculatrice & la métrique don-
née le long de la courbe C'. On dira que cette métrique euclidienne osculatrice consti-
tue la métrique euclidienne de raccordement le long de la courbe C.

Détermination d’une métrique euclidienne de raccordement - Soit une
courbe C' d’un espace de Riemann R, telle que :

w=ut=..=u"=0 (6.59)

ce qui ne restreint pas la généralité puisque 'on peut toujours faire un change-
ment des coordonnées de R,,. Les variations de la coordonnée u'(t) dépendent du
parametre ¢.

Utilisons la convention suivante sur les indices : ceux notés par des lettres grecques
prendront les valeurs 2 & n, tandis que ceux notés par des lettres latines prendront
les valeurs 1 a n. Dans ces conditions, le développement I' de la courbe C' est une
courbe de I'espace euclidien déterminée par les relations différentielles suivantes :

(@) dm =du'e; ; (b) de; = (I'}*,)ye—odu’ ey (6.60)

Cherchons & présent un systéme de coordonnées u’ de ’espace euclidien qui donne
une métrique euclidienne osculatrice a la métrique riemannienne simultanément en
tous les points de C'. Pour cela, a tout point P de coordonnées ', situé au voisinage
d’un point M de C', faisons correspondre un point p au voisinage de m dans &, en
posant :

mp = u’ ez + (1/2) (04" )uoco tt” u” € + &' (u”) € (6.61)

ott les fonctions ¢’ (u”) sont du troisiéme ordre par rapport aux variables u®.
On obtient ainsi un systéme de coordonnées curvilignes u’, dans £,, qui permet
de localiser chaque point p au voisinage de la courbe C'. Pour un tel systéme de
coordonnées u’, le repére naturel au point m(u® = 0) est parfaitement défini par les
vecteurs donnés par les relations (6.60) et (661]), & savoir :

op dm op
(ﬁ) o = @ =€ ; (W) o = eﬁ (662)

On obtient ainsi un repére naturel identique a celui qui a été obtenu précédem-
ment par intégration du systéme différentiel (6.58) lors du développement de la
courbe C'. La métrique de &,,, dans le systéme de coordonnées u*, admet donc pour
coefficients 7;; au point m les produits scalaires e; - e;.

Montrons que les coefficients ;; sont égaux, en tout point de la courbe I', aux
coeflicients g;; de la métrique riemannienne. Pour cela, utilisons la relation (6.60)(b)
dans 'expression de la différentielle du produit scalaire e; - e;, soit :

d(ei - ej) =¢€; - dej+e; - de; = (T;' ) ar (e - €j) du® + (Fjlk)M (e - €;) du* (6.63)
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De leur coté, les coefficients g;; de la métrique riemannienne sont liés aux sym-
boles de Christoffel par la relation (5.26), & savoir :

dgi; = wij +wj; = (Fkij + iji) du® (6.64)

Ces coefficients vérifient donc les relations différentielles :

dgi; = (T,")m g du” + (Fjlk)M g du” (6.65)

La comparaison des relations (6.63)) et (6.65]) montrent que les quantités (e; - ;)
et g;; vérifient respectivement un méme systéme différentiel en tout point M de la
courbe C'. Puisqu’on a, au point My, selon (6.57]), des conditions initiales identiques,
a savoir : € - € = (g;)o, on obtient en tout point M de C :

i

e; - ej = gij (666)

Les métriques euclidiennes et riemannienne sont donc tangentes en tous les points
de la courbe C'. Montrons qu’elles sont également osculatrices le long de cette courbe.
Pour cela, il suffit de démontrer que les valeurs numériques (Fjl )M sont également
les valeurs des symboles de Christoffel sur la courbe I' pour la métrique euclidienne.

Les symboles de Christoffel sont les coefficients des vecteurs ey dans la décom-
2

0
position du vecteur ((9751) Or, d’apreés les relations (6.60)(b) et (6.62) on a
utdu

pour la coordonnée u! :

’p de;
_op _dei _pky 6.67
(auzaul)uazo dul ( 1 7,) 0 €k ( )
et pour les autres coordonnées, on obtient d’aprés la relation (L38) :
Pp .
(m) = T Juemoe (669

La métrique euclidienne est donc osculatrice le long de la courbe C' et constitue
une métrique euclidienne de raccordement le long de cette courbe.

Espace euclidien de raccordement - De méme que pour les métriques eucli-
diennes tangentes ou osculatrices auxquelles on a associé un espace euclidien tangent
ou osculateur, on peut associer a la métrique euclidienne de raccordement un espace
euclidien de raccordement.

Grace a la détermination, en chaque point m, d’'un repére cartésien, on a en
réalité développé sur l'espace euclidien non seulement la courbe donnée mais encore
toute la région infiniment petite de I'espace de Riemann qui entoure cette courbe.
La relation (IL88) définit les coordonnées curvilignes de cet espace euclidien de
raccordement.
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6.5.2 Déplacement associé & un cycle

Le développement d’une courbe et l'utilisation d’une métrique euclidienne de rac-
cordement permettent de mettre en évidence diverses propriétés géométriques des
espaces de Riemann. Etudions auparavant des exemples de transport paralléle le
long d’une courbe.

Déplacement le long d’un petit cercle d’une sphére - On a une représentation
concréte d'un espace de raccordement le long d’une courbe C' en projetant orthogo-
nalement les points d’une surface de Riemann sur la développable S circonscrite a
la surface le long de la courbe C. Dans ce cas, les métriques des deux surfaces sont
osculatrices en chaque point de C' et d’autre part, la métrique de S est euclidienne.
Par suite, la surface S déroulée sur un plan, donne un espace euclidien de raccorde-
ment le long de la courbe C.

FIGURE 6.2.

On a vu qu'une surface sphérique a deux dimensions constitue un espace de Rie-
mann. Considérons sur une spheére de rayon R, un petit cercle C' de pdle P. Soit « le

demi-angle au sommet du céne qui a pour sommet le centre O de la sphére et pour
base le petit cercle C' (Fig. [6.2]).

Dans le cas de la spheére considérée, le développement du cercle C' sur un plan
s’obtient en développant la développable circonscrite a la sphére le long du cercle.
Cette développable est un cone dont les génératrices ont pour longueur Rtana. La
surface du cone, déroulé sur un plan, fournit un espace euclidien (Fig. [6.3).

Le développement de la courbe C' donne un arc de cercle, de centre () et de rayon

R la longueur de cet arc de cercle est celle du petit cercle de la sphére, a savoir
2m R sin a. On voit que le point de départ m dans 'espace euclidien ne coincide pas
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FIGURE 6.3.

avec le point d’arrivée m’, aprés avoir parcouru le cycle formé dans le cas présent
par le cercle C.

Si & désigne l'angle m’Qm, on a :

(Rtana) (2 — @) = 27 Rsina (6.69)

D’autre part, l'aire limitée sur la sphére par le petit cercle, est en coordonnées
sphériques :

27 a
/ / R?sinfdfdy = 27 R* (1 — cos ) (6.70)
o Jo

On obtient la relation suivante entre ’aire S déterminée par le cycle, ici la courbe
C, et le carré du rayon de courbure de la surface considérée, ici la sphére de rayon

R :

d = S/R? (6.71)

Attachons a chaque point M du cercle deux axes rectangulaires, Mz tangent
au cercle dans le sens du parcours choisi, My tangent a la méridienne passant par
M. Ces axes occupent les positions représentées sur la figure .2l Effectuons un
transport paralléle des vecteurs portés par ces axes. Dans 'espace euclidien de rac-
cordement, ces axes ont les positions mx et my au début du parcours, et les positions
m’x’ et m’y’ en fin de parcours du cercle (Fig[6.3]). Pour retrouver la position initiale,
il faut, dans ’espace euclidien, effectuer un déplacement associé formé par :

1. d’une part une translation qui améne m’ en m et qui a pour grandeur :
2 Rtan asin(®/2) (6.72)
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2. d’autre part, une rotation qui ameéne le repére x'm’y’ a étre paralléle au repére
xmy. C’est précisément une rotation de l'angle ®, effectuée dans le sens de
parcours du cycle. Cette rotation est égale au produit de 'aire S limitée par
le cycle par la courbure totale K = (1/R?) de la sphére.

Déplacement le long d’un triangle sphérique - Retrouvons par un calcul de
géomeétrie sphérique les mémes propriétés que ci-dessus mais pour un cycle différent.

FIGURE 6.4.

Considérons un triangle sphérique MyM; M, formé par les intersections de trois
géodésiques. Appelons ag, aq, as, les valeurs des angles respectifs des tangentes aux
géodésiques aux points My, M7, Ms. Soit un vecteur v qui au point M, fait un angle
a avec la tangente en ce point a la géodésique allant de My a M; (Fig. [6.4).

Réalisons un transport paralléle du vecteur v le long de MyM;. Appelons vy le
vecteur v lorsqu’il est transporté parallélement au point M ; les vecteurs v et vy
sont équipollents par rapport a la géodésique MyM;. En M;, le vecteur vy fait
avec la tangente M; M, un angle égal a 5 = (1 — a; — ).

Transportons parallelement le vecteur vy le long de la géodésique M;Ms;; on
obtient le vecteur vq équipollent a vy au point M,. Puis on effectue un transport
paralleéle de vy le long de MM, et 'on obtient vg au point M. Finalement, apres
un transport paralléle selon ce circuit fermé, le vecteur initial v a tourné d’un angle
e tel que :

€E=ap+ay+a—m (673)

L’angle € est appelé excés sphérique du triangle. cette quantité, nulle pour
un triangle plan, est positive pour un triangle sphérique. On démontre que 'aire du
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triangle sphérique, pour une sphére de rayon R, est égale 4 R?¢e. On retrouve I'ex-
pression (6.71)) donnant la relation entre I’angle de rotation du vecteur transporté
et laire de la surface délimitée par le circuit parcouru.

Déplacement associé - La propriété de rotation d'un vecteur transporté pa-
rallelement le long d’un cycle se généralise pour une surface quelconque.

De maniére générale, si ’on considére dans un espace de Riemann, un cycle par-
tant d'un point M, on va développer ce cycle dans I'espace euclidien en partant de
mg et du repére (mo, €;), on obtient, aprés avoir transporté parallélement le repére le
long du cycle, une position finale my, et un repére (my, €}). Pour retrouver la position
initiale, dans I’espace euclidien, il faudra effectuer un certain déplacement qui ameéne
le point my en mq et le repére (my,€}) en (my,e;). Ce déplacement est dit associé
au cycle considéré.

FIGURE 6.5.

Le déplacement associé a un cycle peut étre déterminé d’une fagon équivalente
en considérant deux chemins différents le long de ce cycle. Considérons un cycle
My C M; C" M, (Fig[6h) d’un espace de Riemann et partons du point intermédiaire
My pour aller vers My selon deux chemins différents M; C' My et M; C' My. Le dé-
veloppement de ces deux chemins sur ’espace euclidien de raccordement donne des
repéres dont les positions finales, en M, sont distinctes. Le déplacement qui ameéne
ces deux repéres a coincider est identique au déplacement associé au cycle.

6.5.3 Expression du déplacement associé a un cycle

Le calcul du déplacement associé & un cycle élémentaire va nous permettre d’ex-
primer la rotation subie par un vecteur aprés un transport par équipollence le long
d’un cycle. La méthode suivante a été imaginée par Elie Cartan.

Pour cela, considérons deux systémes de différentiation désignés respectivement
par les symboles d et §. Soit un point M quelconque, de coordonnées u?, d’'un espace
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de Riemann ; soit M, le point de coordonnées (u'+d u') et My le point de coordonnées
(u'+6u). Le vecteur MM, définit un déplacement élémentaire d; ; le vecteur M Mo,
un déplacement élément élémentaire dy. Effectuons & présent sur le point M, un
déplacement élémentaire dy, on obtient un point Ms de coordonnées :
u' +du’ + 6 (v 4 du’) = o' + du' + du’ + 6 du (6.74)
Effectuons de méme sur M, le déplacement élémentaire d; ; on obtient un point
M3 de coordonnées :
u' +ou' +d(u 4+ du') = v+ Sut + du' + dd v (6.75)

On voit que le point Mj coincidera avec le point M; si l'on a :

ddu' = ddu’ (6.76)

autrement dit les deux différentiations sont interchangeables. Dans ce cas, si f(u’)
est une fonction deux fois continuement dérivable des variables u*, on a :

§f=0,fou" et Ao f=0; fou'du/ +0; fdiu' (6.77)

Un méme calcul pour § df nous donne, en admettant I’égalité (G.70)) :

ds f = 5df (6.78)

Nous supposerons par la suite que les deux différentiations considérées sont
échangeables entre elles. Considérons alors un cycle élémentaire M My M3 My M d’un
espace riemannien, formé de quatre cotés (Figl6.6]) constituant un quasi-parallélogramme.
Nous supposerons que ce cycle est parcouru dans ’odre indiqué par la notation.

M, M,

M M,

FIGURE 6.6.

Développons les deux chemins qui du point M vont au point Ms, 'un étant
M M; Ms et Vautre M My Ms. Développons d’abord sur 'espace euclidien le coté
M M du cycle. Au point M correspond un repére euclidien (m, e;) ; lorsqu’on passe
au point infiniment voisin M;, on a les variations élémentaires suivantes :

dm = duk ek dei = Wf(d) (SR (679)
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ot wf(d) désigne la forme différentielle prise pour les du”.
De méme, le développement de M Ms; donne les variations :

sm=0ufe, ; de;=uwr(d) e (6.80)

Le développement du chemin M; M;3 va se faire en partant, dans l’espace eucli-
dien, du point my et du repére (mq, (e;);). Pour cela, il faut appliquer I'opération &
définie par les formules (6.80) mais au lieu de considérer les coordonnées u’ il faut
a présent les remplacer par u’ + du’, puisqu’on part du point M;. On obtient, dans
I'espace euclidien, un point d’arrivée ms et un repére (ms, (€;)3) tels que :

mmg = dm + J(m+dm) =dm +dm + Jdm
(ei)s = €; + de; + d(e; + de;) (6.81)

Le développement du chemin M M M; nous donne un point d’arrivée mj et un
repére en ce point (mj, (el)s) tels que :

mm; =dm+dm+0m)=9dm+dm+dim
(ei)g = ei+dei+5(ei+dei) (682)

Par suite, pour passer du repére (ms, (€;)3) au repére (mj, (€})3), il faut effectuer
un déplacement donné par les formules :

mmj; — mmg = ddm — § dm (6.83)

(ef)s — (ei)s = dde; — d de; (6.84)

Calculons I'expression du second membre de (683) a 'aide des relations ([6.79)
et (6:80), on obtient :

ddm —ddm = ddu* ey — §duf ey = du” dex — du” S e,

= [§uf wi(d) — duf wi(6)] e =T, — T, )Jdu"due; =0 (6.85)

Les deux développements conduisent, & l'approximation considérée, au méme
point mgz pour le repére final. Comparons & présent les vecteurs des deux repéres qui
ont transité par deux chemins différents. On a :

dde; — dde; = d[wF(0)ex — dwr(d)ey]
= [dw!(8) — dw!(d)] ej + wF(0) dex — wh(d) d ey (6.86)

Les relations (6.79) et (6.80) nous donnent :
dé e; — & de; = [dw! () — dw!(d) + wh(8) wi(d) — wh(d) wi(6)] e (6.87)
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Posons :

Q] = dw!(8) — 0w!(d) + wf () wi(d) — wi(d) wi(0) (6.88)

Le déplacement associé au cycle élémentaire considéré est alors donné par :

dde; — dde; = QU e; (6.89)

/

Les repéres (ms, (€;)3) et (m}, (e})s) associés aux deux développements ont des

orientations différentes mais ils ont méme forme et méme grandeur puisque les pro-
duits scalaires deux a deux des vecteurs de ces repéres sont donnés par les valeurs
en Ms des coefficients g;; de la métrique riemannienne. Par suite, les quantités Qf
définissent une rotation qui fait passer d’un repére a l'autre.

En conclusion, on voit qu'un déplacement associé a un cycle élémentaire laisse
fixe I'origine du cycle et se réduit donc & une rotation autour de ce point.

Tenseur de rotation - Montrons que les quantités QZ sont les composantes d’un
tenseur. Pour cela, utilisons le changement de base du repére naturel :

e; = A7 ¢ (6.90)

i G
d’ou :
de; = A7 dej + (dAY) e; (6.91)

Appliquons & la relation précédente le symbole de différentiation 9, il vient :

§de; = A7 5 de} + (5 A7) de} + (5 dA7) €] + (dA7) § €] (6.92)
Echangeant I'ordre de différentiation et soustrayant membre & membre, en re-

marquant que l'on a : 5dA;j = do A;j , on obtient la différence géométrique des
vecteurs :

dSe; — 5 de; = A7 (d5 €} — 5 de) (6.93)

Les quantités (dd e} — 0 dej) sont les déplacements géométriques des nouveaux
vecteurs e3 et ces déplacements sont de la forme :

doe} — dde) = ey (6.94)

Les relations (6.92)) et (6.93) nous donnent, compte tenu de 'expression (6.89) :
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Qley = A7 QF el = A7 QF Al e (6.95)

Par identification des coefficients des vecteurs e; dans les deux membres de cette
derniére relation, il vient :

QL = A7 AL QF (6.96)

ce qui montre que les quantités (2! sont les composants mixtes d’un tenseur du
second ordre.

6.6 Tenseur de Riemann-Christoffel

6.6.1 Détermination du tenseur de Riemann-Christoffel

Nous avons vu que le développement de deux chemins différents, partant et aboutis-
sant & deux mémes points, donne des repéres dont les positions finales sont distinctes.
Par suite, les composantes de la dérivée seconde d'un vecteur, calculées selon deux
chemins différents, ne sont pas égales.

Calculons la dérivée covariante seconde d’un vecteur en utilisant deux chemins
différents. Considérons un espace de Riemann de coordonnées u' et déterminons la
dérivée covariante seconde par rapport a w’, puis par rapport a u* et ensuite, inver-
sons l'ordre des dérivations.

Pour cela, reprenons U'expression (5.I00) de la dérivée covariante seconde d’un
vecteur V de composantes covariantes v;, soit :

Vi(Viv) = 0Okjvi — (0 Fjli) v — Fjlz' Oy =17}, 05 vr

+Fz‘rk Fjlr v — Fjrk ar U + Fjrk Frli U (697)

Calculons & présent la dérivée covariante d’abord par rapport a u* puis par
rapport a v/. On obtient, en permutant les indices j et k dans I’expresion précédente :

+Fz.rj Fklr v — Fkrj ar v + Fjrk Frli v, (698)

En admettant que les composantes vérifient les propriétés classiques Ok, v; =
0,1 v;, on obtient par soustraction des deux expressions précédentes :

Vk(V] UZ') - V](Vk Ui) == (8] Filk - 8k Filj + r.-.r e Firj Fklr) (¥ (699)

it kg

Par suite des propriétés tensorielles des dérivées covariantes et des composantes
v;, la quantité entre parenthéses est un tenseur d’ordre quatre que 1’on note :
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Rl =0;T)!, — o, T, + T, T, —T,7, T, (6.100)

2

Le tenseur R;';; est appelé tenseur de Riemann-Christoffel ou tenseur de
courbure de l'espace riemannien. La courbure d'un espace de Riemann va étre
caractérisée a l’aide de ce tenseur. Auparavant nous allons voir certaines propriétés
du tenseur de Riemann-Christoffel.

6.6.2 Composantes covariantes

Les composantes covariantes du tenseur de Riemann-Christoffel sont données par :

Rijrs = gir Ri* jx (6.101)
Utilisons les relations suivantes entre les symboles de Christoffel de premiére et

de deuxiéme espce :
gin U =T 5 g T =T (6.102)

et remplagons les quantités g;; 0, I';*, par 0,.(g;x T';* ;) —T;" O g1 dans la relation
(6I0T). On obtient, aprés permutation de k et [ :

Rijrs = 0, (96 ;%) — 0 (g5 T.F,) + T (Doju = 0r gja) — T (Dt — 05 g51)
(6.103)
La relation (5.28) nous donne :
Urij — Ok 91 = —Tji (6.104)
Aprés permutation sur les indices et utilisation des relations (6.102) dans Pex-
pression (6.104]), on obtient :
Rz’jrs - ar Fijs - as Fz’jr - F,«kj Fiks + Fskj Fz’kr (6105)
Remplagons les symboles de Christoffel par leur expression en fonction des coef-
ficients g;; de I’élément linéaire; on a selon la relation (5.38) :
2 87" Fijs = 87“i Jsj + ars 9ji — arj Gis (6106)
Reportant les expressions (6.106) dans (6.I09), on obtient finalement :

Rz‘jrs - (arz gsj + asj Gir — arj Gis — asi grj> - FTkj Fiks + Fskj Fikr (6107)

N =

6.6.3 Systéme de coordonnées normales

Il est intéressant d’introduire un systéme de coordonnées locales particuliéres pour
les espaces de Riemann, appelées coordonnées normales, car elles permettent de
simplifier considérablement la démonstration de certaines identités, en particulier
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pour le tenseur de Riemann-Christoffel.

Soit un point My d’un espace riemannien, de coordonnées 3¢. Donnons-nous en ce
point un vecteur unitaire n de direction arbitraire, de composantes n’. Pour chaque
point M situé au voisinage de My, on démontre qu’il existe un seul choix de direction
n en M, de telle sorte qu'une géodésique 2*(s), solution des équations (6.56]), passe
par M.

Prenons pour chaque point M du voisinage de My, les coordonnées suivantes :

2 =sn' (6.108)

ol s est la distance le long de la géodésique de My en M. Les coordonnées z*
sont appelées les coordonnées normales du point M.

La propriété essentielle des coordonnées normales réside dans le fait que, au point
My, les symboles de Christoffel du systéme de coordonnées sont tous nuls, de méme
que les dérivées Jy g;; en ce point. Démontrons qu’il en est bien ainsi. Selon (6.108),
on obtient pour n’ fixé :

dz’ . AP
P yoa 0 (6.109)

L’équation des géodésiques écrite en coordonnées z* devient alors, compte tenu

de (6.I09), pour toutes les directions en My :

L/ n =0 (6.110)
Puisque Fjik est symétrique par rapport aux indices j, k, on a pour tout 7 :

Fjik =0 en M, pour tout 7, 7, k. De plus, on a les relations :

Uiy = g 175 = 0 5 Ty 4+ Tjin = Ok 93 (6.111)
d’ott : 9 gij = 0 en My. D’autre part, puisque l'on a : g¥ g, = 6, la dérivée des

produits conduit & 95 ¢ = 0 en M.

L’utilisation des coordonnées normales 2’ va nous permettre de démon-
trer plus aisément les propriétés de symétrie du tenseur de Riemann-
Christoffel.

6.6.4 Propriétés de symétrie

En coordonnées normales 2’, 'expression (6.107) du tenseur de courbure se
simplifie puisque les symboles de Christoffel sont tous nuls; il vient :

1
Rijrs = 5 (am Jsj + asj Gir — arj Gis — asi grj) (6112)

ou les composantes g;; du tenseur métrique sont des fonctions des coordonnées
normales. En permutant les indices, on obtient aisément les propriétés de symétrie
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suivantes qui restent valables pour tout systéme de coordonnées car une propriété
de symétrie sur les indices est une notion indépendante du repére utilisé pour la
décrire. Permutons les indices i et j dans la relations (G.112), on obtient :

1
Rjirs = 5 (arj gsi T asi 9jr — am' 9js — asj gm) = _Rijrs (6113)
De méme, en permutant 7 et s, on obtient :

Rijrs = _Rijsr (6114)

Enfin, en permutant les indices 7j et s, on obtient, par suite de la symétrie des
gij et en intervertissant leur ordre de dérivation :

Rijrs = Rrsij (6115)

6.6.5 Premiére identité de Bianchi

Effectuons une permutation circulaire sur les indices j, r, s dans l'expression

(6112), il vient :
1

Riroj = 5 (Osr Gis + Ois 9r = Ors 9ij = Dij Grs) (6.116)
1
RiSjT - 5 (87“8 Gij + aij Grs — ajs Jir — az'r gjs> (6117)

L’addition des relations (6112), (6116) et (6II7) nous donne :

Rijrs + Rirsj + Risjr =0 (6118>

L’identité précédente est appelée la premiére identité de Bianchi.

6.6.6 Composantes indépendantes

Les propriétés d’antisymétrie (6113) et (6.114]) montrent qu’'un certain nombre
de composantes R;j;,s lorsque ¢ = j ou r = s, sont nulles. D’autre part, la relation
(6115) ainsi que la premiére identité de Bianchi montrent que de nombreuses com-
posantes se déduisent I'une de 'autre.

Le nombre total des composantes du tenseur de courbure d'un espace de Rie-
mann & n dimensions qui ne sont pas nulles et qui sont indépendantes des autres
composantes, est égal a : n%(n? —1)/12.

Ainsi, pour un espace de Riemann de dimension deux, le tenseur de Riemann-

Christoffel a une seule composante indépendante. Parmi les 16 composantes R;j; s,
les seules composantes non nulles sont :

Ri212 = Ro121 = —Rig21 = —Ranne (6.119)
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6.7 Courbure Riemannienne

On a vu, dans le cas d’un espace de Riemann & deux dimensions, que le dépla-
cement associé a un cycle élémentaire se réduit a une rotation autour de l'origine
M du cycle. Si 'on appelle do Daire délimitée par le cycle et d® 'angle de cette
rotation, comptée positivement dans le sens de parcours du cycle, on peut écrire :

_do

T do

La quantité K est appelée la courbure riemannienne de I’espace de Riemann

au point M. Pour une sphére, la relation (6.71)) montre que la courbure rieman-
nienne est égale a 1/R2.

(6.120)

La notion de courbure riemannienne se généralise a un espace de Riemann quel-
conque a n dimensions et s’exprime en fonction du tenseur de Riemann-Christoffel.

6.7.1 Le tenseur de rotation en fonction du tenseur de Riemann-
Christoffel

Evaluons les composantes mixtes ! du tenseur de rotation infinitésimale :

Qb = dwl(0) — S wi(d) + wr(d) wi(d) — wF(d) wk(6) (6.121)

en fonction des symboles de Christoffel. La quantité dw!(§) qui figure dans le
membre de droite de expression ([G.I121]) s’écrit :

d,w!(6) = d(T,} 6u*) = 0, T}l du™ s u” + 1,0 do uF (6.122)

Un calcul similaire donne 'expression de dw!(d), d’out par soustraction de ces
deux quantités :

d,wl(0) —0wi(d) = 0,, T}, du™ 6 u* — 0, T}, 6 u™ du” (6.123)

Par échange des indices de sommation m et k dans le dernier terme de la relation
précédente, on obtient :

d, w!(6) = dwl(d) = (O T} — 0k T,,5) du™ 6 (6.124)

D’autre part, les deux derniers termes qui figurent dans 'expression (6.121]) nous
donnent :

wi (8) wi(d) — wi(d)wi(0) = (0,5 T, = T, 1) du” 6w (6.125)

[

Finalement, ’expression du tenseur de rotation s’écrit :

Qb= 1), —o, ., +r.F . —T, T du du’ (6.126)

Le tenseur de Riemann-Christoffel apparait dans la relation précédente :
R''s=0,T} —o, 1., +T kT —T 10 (6.127)
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d’ou 'expression du tenseur de rotattion :

Q=R du" du’ (6.128)

2

Les quantités du” et § u® étant les composantes contravariantes de deux vecteur
quelconques et les quantités Q! les composantes mixtes d'un tenseur, il en résulte
que les quantités R;',, sont bien les composantes mixtes d'un tenseur d’ordre quatre,
une fois contravariante et trois fois covariantes.

6.7.2 Courbure riemannienne

Le déplacement associé a un cycle élémentaire se réduit a une rotation d’un angle
d® dans le cas d’un espace de Riemann & deux dimensions. Cette rotation s’exprime
a laide du tenseur de rotation Q! pour un espace de dimension quelconque.

La notion de courbure riemannienne se généralise alors de la maniére suivante.
Considérons un espace de Riemann de métrique g;;; en un point M quelconque
définissons un ensemble de deux vecteurs u et v, de composantes contravariantes
respectives u’ et v/. Par définition, la courbure riemannienne K en ce point est :

Rijn ul vl uk ot

(ng‘ gqs - gps qu‘) uP vy vs

La courbure riemannienne dépend non seulement du point o 'on se place mais
également de la direction considérée dans l’espace.

K(M;u,v) = (6.129)

Si la courbure riemannienne en un point M ne change pas avec I'orientation de la
direction en M, alors M est appelé un point isotrope. On démontre que la courbure
riemannienne, en un point isotrope, est donnée par :

Rijr
ik 951 — Gil Gjk
On en déduit alors de le théoréme de Schur qui montre que si tous les points
d’un certain voisinage d'un point M sont isotropes, et si la dimension de l’espace

de Riemann est supérieure ou égale a 3, alors la courbure K est constante dans ce
voisinage de M.

K = (6.130)

Espaces plats - Un espace euclidien pouvant étre rapporté a un repére orthonormé,
tous les symboles de Christoffel sont alors nuls et par suite la courbure d’un espace
euclidien est nulle. Réciproquement, on démontre que si la courbure riemannienne
est nulle en tout point et si la métrique est définie positive, alors I’espace est euclidien.

Un espace de Riemann est appelé un espace plat si 'on peut trouver une
transformation des coordonnées qui permettent de mettre I’élément linéaire de cet

espace sous la forme standard d’un espace pré-euclidien :

ds* = £da' da’ (6.131)
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Un espace de Riemann est plat si et seulement si sa courbure est nulle en tout
point.

Espace a deux dimensions - Nous allons voir que tous les points d’un espace de
Riemann a deux dimensions sont isotropes.

L’expression de la courbure donnée par (6.129)) se réduit, pour un espace a deux
dimensions, & :

Ri212 R
911 922 — Gt 9

On a vu en effet que le tenseur de Riemann-Christoffel, pour un espace a deux
dimensions, ne comporte qu’une seule composante indépendante non nulle (relation
(6119)). La courbure est indépendante de la direction et tout point d’un espace a
deux dimensions est donc isotrope.

K =

(6.132)

Considérons a présent une surface de I’espace ordinaire et un point M sur cette
surface. Rapportons celle-ci & trois axes rectangulaires ayant le point M pour origine.
L’axe Mz est normal & la surface et les axes Mx et My sont des droites de ’espace
euclidien osculateur en M. Dans ce cas, on a vu que 1’élément linéaire de la surface
est donné par la relation (G.48]), a savoir :

ds* = (14 p*)da® + (14 ¢*) dy* + 2pgdz dy (6.133)
avec p = 0z/0x, ¢ = 0z/0y. Notons r,s,t les dérivées partielles du second

ordre, soit r = dp/0x, s=0p/dy,t =0q/dy.

Calculons la courbure de cet espace au point M ot 'on a p = ¢ = 0. Les quantités
g;; sont données par 1'élément linéaire (6.I133)) et I'on a g = 1 au point M. Le calcul
de Ry212 donne :

K= R1212 =rt— 82 (6134)

Si I'on choisit pour axes des x et des y les tangentes principales en M, on obtient,
en ce point :

_1 .t_l .
"R R

ou 1/Ry et 1/ Ry sont les deux courbures principales. On a donc :

r s=0 (6.135)

1
Ri R,
Le produit des deux courbures principales est appelée la courbure totale de la
surface. Par suite, la courbure riemannienne d’une surface est, en un point donné,

égale a sa courbure totale. C’est Gauss qui, le premier, a démontré que la courbure
totale d'une surface ne dépendait que de son élément linéaire.

K =

(6.136)
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6.7.3 Tenseur de Ricci et courbure scalaire

La contraction du tenseur de Riemann-Christoffel R;*,, par rapport aux indices
k et r conduit au tenseur :

Ris = Rikks = ak Fiks - as szk + Fils Fkkl - Filk Fskl (6137)

Le tenseur R;, est appelé tenseur de Ricci et nous verrons qu’il entre dans les
équations de la relativité générale. Ses composantes mixtes sont données par :

R: = g'* Ry (6.138)

J

On obtient également le tenseur de Ricci ou son opposé, en contractant le tenseur
R;*, par rapport aux indices i et 7, ou k et s.

Par suite des propriétés de symétrie du tenseur de Riemann-Christoffel, le tenseur
de Ricci est symétrique. Pour le démontrer, effectuons une contraction sur les indices
k et r en utilisant 1'expression de R;¥,; en fonction de ses composantes covariantes
et en se servant de la propriété (G119 :

Rz’s = Rz‘kks = gkj Rz‘jks = gkj Rksij (6139)

Les propriétés (GI13) et (G.I14) de permutation des indices appliquées au
dernier membre de (6.139) nous donnent :

Ris = g" Rysij = g Rijrs = R*ri = Ry (6.140)

Le tenseur de Ricci permet d’obtenir par contraction la courbure de Ricci ou
scalaire de courbure, noté R :

R=g'Ry=R (6.141)

)

6.7.4 Seconde identité de Bianchi

Bianchi a obtenue une premiére identité (G.I18) entre les composantes covariantes
du tenseur de Riemann-Christoffel. Une seconde identité de Bianchi est obtenue par
dérivation covariante de R;!,; en coordonnées normales. Dans ce systéme de coor-
données, les symboles de Christoffel de R;!,, sont tous nuls mais pas leurs dérivées :

Vt Rz’lrs = art Fsli - ast Frlz‘ (6142)

Une permutation circulaire sur les indices ¢, r et s de la relation (6.142]) nous
donne :

vr Rz’lst = asr Ftli - atr Fgli (6143)

Vs Riltr = ats Frli - ars Ftlz‘ (6144)

L’addition des trois relations précédentes, compte tenu de l'interchangeabilité de
I’ordre des dérivations, conduit a :
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Vt Rilrs +vr Rilst +V5 Riltr =0 (6145)
D’aprés leur forme tensorielle, cette seconde identité de Bianchi est valable dans
n’importe quel systéme de coordonnées et en tout point de l’espace de Riemann
considéré.
6.7.5 Tenseur d’Einstein

Effectuons une premiére contraction sur U'identité (6.143]) pour ¢ = I, il vient :

vl Rilrs + vr Rilsl + vs Rillr =0 (6146)

En tenant compte de la définition ([6.I37) du tenseur de Ricci et de 1'égalité
R,'s, = —R,!;,, on obtient :

ViR +ViRy —V,.Ris =0 (6.147)

Le changement de variance au moyen des ¢** étant permutable avec la dérivation
covariante, on a :

Multiplions la relation (6.147) par g% et utilisons la propriété de permutation

(6.148), on obtient :

V,RM, 4+ V.,RF - V,RF =0 (6.149)

Effectuons une seconde contraction par rapport aux indices k et s, il vient :

ViRM +VLRF—~V,. R =0 (6.150)

Apreés contraction, changeons l'indice de sommation [ en indice k£ dans le premier
terme de I’équation précédente. De plus, avec I’égalité R, = R, on obtient :

2V RF -V, R=0 (6.151)

Cette derniére expression peut encore s’écrire sous la forme suivante :

1
Vi <R,’f -3 5k R) =V, SF=0 (6.152)

L’expression entre parenthéses qui figure dans (6.152) est un tenseur, noté S¥,
dont les composantes covariantes sont données par :

2

Le tenseur S;; est appelé tenseur d’Einstein. Par suite de la symétrie du tenseur
de Ricci, le tenseur d’Einstein est également symétrique. Ce tenseur intervient de
maniére fondamentale dans les équations de la relativité générale. Selon (6.152), il
vérifie les identités :

1 1
Sij = 9 Sj = gin (Rf —3 57 R) =Rij— 595 R (6.153)
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ViSk=0 (6.154)

Un tenseur qui satisfait identiquement a des relations de la forme (6.I54) est
appelé un tenseur conservatif.

6.8 Exercices résolus

Exercice 6.1

On va établir les équations des géodésiques en écrivant que, le long d’un segment
infinitésimal dl d’une courbe C(y!,4?, ...,4"), le transport paralléle d’'un vecteur A
donne une différentielle absolue nulle.

1. Ecrire Pexpression de dA sur la base du repére naturel.

2. Paramétrer la courbe C(y', y?, ..., y") et écrire la dérivée absolue des compo-
santes A* du vecteur.

3. Appliquer la formule obtenue au vecteur dl, de composantes contravariantes
dy” et en déduire les équations des géodésiques.

Solutions
1. Lors d'un transport parallele, la différentielle absolue du vecteur A est nulle,
soit :
dA =DA"ex = (9; A"+ A'T,F,)dy’ ex =0

2. Soit t un paramétre arbitraire; la courbe suivie C' a pour coordonnées y*(t).
L’identification de chaque composante de dA aux composantes du vecteur nul,
nous donne :

D A* k N
T = (0; A"+ A'T, j)E—O
On a:
a.Akdij_d_Ak
T de dt
d’on :
d—MJrAiF’“d—yj—o
dt vt

3. Appliquons la formule précédente au déplacement infinitésimal dl de compo-
santes dy’. Pour cela, remplagons A* par dy*/dt; on obtient :

By, Ay
dt? Yodt dt
Ce sont les équations (5.60) des géodésiques.
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Exercice 6.2

Soit s labscisse curviligne d’un mobile le long d’une courbe C(y%, ..., 4y™), c’est-
a-dire la distance parcourue en fonction du temps & partir d’un point origine.

1. Prenant comme paramétre de la courbe C' I'abscisse curviligne s, on a ' =
y'(s). Ecrire les équations des géodésiques en fonction de ce parametre.

2. Soit u' = dy’/ds; démontrer que les équations des géodésiques s’écrivent sous
la forme :

uF Vi ut =0

3. Soient a et § deux paramétres arbitraires ; montrer que les paramétres qu’on
peut choisir pour obtenir les équations des géodésiques sont liés entre eux par
une relation linéaire.

Solutions

1. Le paramétrage de la courbe étant arbitraire, les équations des géodésiques
s’érivent, selon (560 :

¢yt e Ay
ds? “Jds ds
2. Le vecteur u’ est le vecteur unité tangent a la courbe C(s). Par suite de son

interprétation cinématique, le vecteur u’ est appelé le vecteur vitesse unitaire.
Les équations des géodésiques s’écrivent :

P WA
ds? ki ds ds ds
soit : uF Viul =0

3. Ecrivons les équations des géodésiques pour des paramétres « et (3 :

0 Pyt dydy @ df"y'“Jr Ay dy'
da? ' 7 da da ’ dp? ‘7 dp dp

Les paramétres «a et 3 sont tels que :

dy' _dy'ds &ty dly' (AT dyi

dae  dpf da ' da?  dp? \da dp da?

Portant ces deux derniéres égalités dans les équations des géodésiques (1) ex-
primées en fonction de «, il vient :

Pyt dy? Yt A8\ dyt &P
o (g ds) (6) + 95w
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Pour identifier entre elles les expressions (1) et (3), il faut et il suffit que I'on
ait :

d?p

da?
Cette équation a pour solution générale : § = Aa + B, ot A et B sont des
constantes arbitraires. En particulier, les équations des géodésiques corres-
pondent a la trajectoire d’'un mobile ayant une accélération nulle, donc une
vitesse v constante. Dans ce cas, on a bien : s = vt + sg, ol Sg est ’abscisse
curviligne d’un point arbitraire sur la géodésique.

Exercice 6.3

1.

Partant de I'expression de la dérivée covariante premiére V; v; d'un vecteur v;,
calculer 'expression de la dérivée covariante seconde Vy, (V; v;) de ce vecteur.

Montrer que la différence :

Vi (Vjivi) = Vi (Vi)

s’exprime en fonction du tenseur de Riemann-Christoffel. A quelle condition
la dérivation covariante est-elle permutable, c’est-a-dire a quelle condition
obtient-on : Vi (V,v;) = V; (Vi v;) ?

Pour quel genre d’espace ponctuel la dérivation covariante est-elle permu-
table ?

Solutions

1.

2.

La dérivée covariante seconde a été obtenue par la formule (5I00), soit :
Vk(V] Uz’) = 0kj V; — (0k Fjli) v — Fjll- 0k (i

La différence Vi (V,;v;) — V; (Vi v;) est donnée par la relation (6.99), soit :

Vi(Vjvi) = Vi(Vivi) = (9; Fz‘lk — Ok Fz‘lj + 1,7 Fjlr - Fz‘rj Fklr) Ui

ol le terme entre parenthéses est tenseur de Riemann-Christoffel R;’ jk- La
dérivation covariante est permutable si tous les R;';;, sont nuls.

Tous les symboles de Christoffel sont nuls dans I’espace euclidien en coor-
données rectilignes; en conséquence, tous les R;';; sont nuls dans tout autre
systéme de coordonnées curvilignes de I'espace euclidien, car tout tenseur nul
pour un systéme de coordonnées I'est aussi pour tout autre systéme. La dérivée
covariante est donc permutable dans I'espace euclidien. Par contre, le tenseur
de Riemann-Christoffel d’un espace de Riemann n’est pas nul en général, et la
dérivation covariante ne sera pas permutable, en général, pour un tel espace.
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Exercice 6.4

Si le déterminant g de la matrice du tenseur fondamental g;; n’est pas défini
positif, une courbe d’un espace de Riemann peut avoir une longueur nulle. C’est ce
que nous allons voir en considérant dans Ej4 1’élément linéaire :

ds® = (du')? + (du?)? + (du?)? — (du?)?

4

ainsi que la courbe suivante : u! = 3cosa ; u?®=3sina ; W =4a ; ut=5a

Calculer la longueur de I'arc de courbe lorsque « varie de 0 a b, avec b < 1.

Solutions

Le long de la courbe considérée, on a :

du! = —3sinada ; du®=3cosada ; du®=4da ; du'=5da
L’élément linéaire a pour expression :

ds® = g;; du’ du? = (9sin® a + 9 cos® a + 16 — 25) da® = 0

Par conséquent, la longueur de I’arc de courbe est nulle :
b
/ vV gij dutdud =0
0

Exercice 6.5

Une géodésique sera de longueur nulle si l'on a : g;; du’ du?/ = 0 en tout point de
la géodésique.

1. Etablir ’équation des géodésiques de longueur nulle lorsque les composantes
gij du tenseur fondamental sont des constantes.

2. Dans le cas de la Relativité Restreinte, on a :

gun=gn=gn=—gu=1; g;=0sii#]

Déterminer ’équation des géodésiques de longueur nulle et la surface engendrée
par celles-ci.

Solutions

1. Lorsque les g;; sont des constantes, les symboles de Christoffel T, ; sont tous
nuls. L’équation des géodésiques se réduit & :

d?

da?
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dont la solution générale est : u* = A® a+B". La condition de nullité de longueur
de la géodésique : g;; du’du?/ = 0, nous donne : g;; A A7 = 0; éliminons les
coefficients A’ de cette équation; il vient :

Gij (u’ —B)Y (W -B)=0

C’est I’équation des géodésiques de longueur nulle.

2. Dans le cas de la Relativité Restreinte, I’équation des géodésiques devient :

(' = ud)? + () + () — (' — ) = 0

C’est ’équation d’un hyperbole ou "cone de lumiére" de la Relativité Res-
treinte. Les régions du "futur absolu" et du "passé absolu" se trouvent respec-
tivement dans 'une ou 'autre des deux nappes du cone.

Exercice 6.6

Le tenseur de Ricci R;s est donné par la formule (6.137), soit :

Ris = Rz’kks = ak Fiks - aS szk + Fils Fkkl - Filk Fskl

On se propose de déterminer les valeurs des R;s pour la métrique suivante :

gu=1; gn=22"; g=22"; g; =0 sii+#]
1. Calculer les symboles de Christoffel de deuxiéme espéce.
2. Calculer les composantes mixtes R;*,; du tenseur de Riemann-Christoffel.
3. Calculer les composantes covariantes du tenseur de Riemann-Christoffel.
4

Ecrire I'expression des composantes covariantes R;; du tenseur de Ricci en
fonction des composantes covariantes du tenseur de Riemann-Christoffel et
calculer les R;,.

5. Calculer la courbure scalaire ou courbure de Ricci.

Solutions

1. Le calcul des symboles de Christoffel de deuxiéme espéce peut se faire en
utilisant les formules de 'exercice (5.4), & savoir :

Iy =T;' = (1/2) 0;In|gil
L' =—(1/2gi) 0 gj; ;aveci # j

Tous les autres symboles sz'k sont nuls.

On obtient :



2. La formule (6.I00) donne l'expression des composantes mixtes R;';; du ten-
seur de Riemann-Christoffel, soit :

Rl =0;T, — 0 Fz’lj + T Fjlr -1, r,,

On obtient :

. 2 . 3 __
) Rl 23_0 3 Rl 32 —

3. Les composantes covariantes du tenseur de Riemann-Christoffel sont données
par la formule (6.I07]), soit :
Rijrs = Gjk Rikrs

De nombreuses valeurs se déduisent les unes des autres a parir des propriétés

de symétrie ( (6113), (EI14) et (GII5])). On obtient :

1
Rz = gu Ro'1a = o0 —Ro191 = Riom

x
Rigos = g22 Ry®93 = o2 Ras3

x
3 1

Rigso = g33 B1730 = o Rs103

x

4. Les composantes du tenseur de Ricci s’écrivent :
11 22 33
Rij = g~ Ryj1 + 9~ Raijo + g7 Rayjs
et les composantes contravariantes du tenseur fondamental sont données par :

1

911:1 i g =— 5 g :L
) 22 2371 3 33 2$2

d’on :

1

R = 22R —

11 =g {2 4 (z1)2
Rys = g"' Riso1 + g% Roszo = LI

12t 221 4(2?)?
1

Ras = 22R - _

33 =49 2332 A2l 22
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5. La courbure scalaire ou courbure de Ricci est définie par :
— P — 4R,
R = R; = g" R;j
d’ou :

2 (22)? — 2!

R=g" R+ g% Ry + g* Ry = (221 22)2
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