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: توااززنن االمستھهلك في ظظل ااستخداامم منحنیياتت االسوااء. 3  

 أأقصىعندما یيحقق یيكونن االمستھهلك في حالة توااززنن رریياضیيا  
 ماأأ ٬،االسائدةة في االسوقق االأسعاررووفي حدوودد ددخلھه  إإشباعع

ھھھهندسیيا فیيتحقق االتوااززنن عند االنقطة االتي یيكونن فیيھها خط 
ووعند تلك االنقطة ممكن٬،  لمیيزاانیية مماسا لأعلى منحنى سوااءاا

منحنى االسوااء كما ھھھهو  خط االمیيزاانیية مساوویيا لمیيل میيلیيكونن 
كل االتالي: شیين في االمب  

𝑀𝑈𝑥
𝑀𝑈𝑦

=
−∆y
∆x

=
𝑃!
𝑃!

 

𝑥∗ ،𝑦∗ یيمكن االوصولل إإلى وو ٬، ھھھهذااننامن االسلعتیين االتي یيحقق بھهما االشرطط یيةكمیياتت االتوااززناالمثل ت    

. االھهندسیية االطریيقة ووأأ (االریياضیية) لطریيقة االجبریيةإإما اا قتیينبطریي ووضع االتوااززنن   

االتولیيفة االمثالیية االتي تمنح للمستھهلك أأقصى إإشباعع أأوو منفعة ممكن تحقیيقھها في ظظل ددخلھه االمتاحح لإیيجادد 
 yبدلالة  x) ططریيقة االتعویيض االمباشر (ططریيقة االإحلالل) حیيث نستخرجج 1رریياضیيا یيمكن إإما إإستعمالل: (

االدخل وونقومم بتعویيضھها في دداالة االمنفعة ووللتأكد من مثلویية االتولیيفة االسلعیية نحسب من معاددلة  االعكسأأوو
االمشتقة االجزئیية االثانیية لداالة االمنفعة وویيجب أأنن تكونن سالبة للدلالة على أأنن االمنفعة االكلیية تتناقص بعد 

عرضنا لھها ) نستخدمم ططریيقة مضاعف لاغراانج االتي سبق ووت2إإستھهلاكك االنقطة االتي تحقق أأقصى إإشباعع٬، أأوو(
مع    (α)في االجزء االمخصص للمنفعة االقیياسیية. ھھھهذاا وویيتحقق توااززنن االمستھهلك عند تعاددلل میيل خط االمیيزاانیية

!∆!)میيل منحنى االسوااء 
∆!
!!أأيي  (

!!
= !∆!

∆!
  . 

:)4( مثالل  

𝑇𝑈: دیينا دداالة منفعة من االشكل االتاليلتكن ل = 2𝑥 + 4𝑦 + 𝑥𝑦 + 8  

سعر االسلعة وونن وو 5ھھھهو xسعر االسلعة وونن وو 50 ـأأنن ددخل االمستھهلك یيقدرر ب علمت ذذااإإووجد توااززنن االمستھهلك أأ
y  وومضاعف لاغراانج؟ لإحلاللااوونن بطریيقة  10ھھھهو  

  :) االخاصص بتوااززنن االمستھهلك4االمثالل ( حل

: االإحلاللططریيقة / 1  

𝑅                       :االمیيزاانیية یيكتب على االشكلقیيد  = 𝑥𝑃! + 𝑦𝑃!   ⇔ 50 = 5𝑥 + 10𝑦             

:ھھھهدفف االمستھهلك ھھھهو تعظیيم منفعتھه في حدوودد ددخلھه وواالإسعارر االسائدةة في االسوقق  

𝑅
𝑃!
	  

Y	  

𝑌∗	  

𝑋∗	  

	  

  𝑅 𝑃!	  

	  

	  

E	  

𝑈∗	  
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𝑀𝑎𝑥  𝑇𝑈 = 2𝑥 + 4𝑦 + 𝑥𝑦 + 8……… (1)
𝑆.𝑇                                        50 = 5𝑥 + 10𝑦……… (2)  

:(Y)بدلالة  (X)عاددلة قیيد االمیيزاانیية نستخرجج قیيمة من م  

𝑅 = 𝑥𝑃! + 𝑦𝑃!     ⇒ 𝑥 =
𝑅 − 𝑦𝑃!
𝑃!

=
50 − 10𝑦

5
 

                                                              ⇒ 𝒙 = 𝟏𝟎 − 𝟐𝒚……… (3) 

:لتصبح دداالة ذذااتت مجھهولل ووااحد كالتالياالكلیية  دداالة االمنفعة (1)في االمعاددلة  (X)نعوضض قیيمة   

𝑇𝑈 = 2 10 − 2𝑦 + 4𝑦 + 10 − 2𝑦 𝑦 + 8 

𝑇𝑈 = 20 − 4𝑦 + 4𝑦 + 10𝑦 − 2𝑦! + 8 

𝑇𝑈 = 28 + 10𝑦 − 2𝑦!     

كانت االمنفعة االحدیية للسلعة وویيتحقق ذذلك إإذذاا  (Y)ممكن من االسلعة  إإشباعع أأقصى االھهدفف ھھھهو االوصولل االى
!MU)تساوويي االصفر =   وومنھه: (0

𝜕𝑇𝑈
𝜕𝑦

= 10 − 4𝑦 = 0 ⇒ 𝒚 =
𝟓
𝟐
 

):3(االمعاددلة  (X)في  (Y) قیيمة نعوضض  

𝑥 = 10 − 2𝑦 ⇒ 𝑥 = 10 − 2×
5
2
⇒ 𝒙 = 𝟓 

أأيي أأقصى منفعة ممكنة للمستھهلك تحت قیيد ددخلھه ھھھهي وومنھه االتولیيفة االمثلى االتي تحقق توااززنن االمستھهلك 

𝑥∗ ،𝑦∗ = (5, !
!
  :االتركیيبة االتوااززنیية عع االمحقق من ھھھهذههبامستوىى االاشوو (

𝑇𝑈 = 2. 5 + 4.
5
2
+ 5.

5
2
+ 8 ⇒ 𝑇𝑈 = 𝟒𝟎,𝟓  𝑼𝑼 

بعد إإستھهلاكك االنقطة االتي تحقق أأقصى إإشباعع نحسب االمشتقة االجزئیية تتناقص للتأكد من أأنن االمنفعة االكلیية 
: أأيي Yاالثانیية لداالة االمنفعة بدلالة   

مثلویية: ∗٬𝐲،∗𝐱من أأنن االثنائیيةلتأكد لشرطط االدررجة االثانیية   

𝜕!𝑇𝑈
𝜕!𝑦

=
𝜕 10 − 4𝑦

𝜕𝑦
= −4 < 0 

ووبذلك یيحقق مستوىى إإشباعع  )Y(االسلعة من   5/2 وو )X(ووحدااتت من االسلعة  5وومنھه على االمستھهلك شرااء 
  ووحدةة منفعة.  40.5یيقدرر بـ 
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ططریيقة مضاعف لاغراانج: /2  

                          دداالة ھھھهدفف االمستھهلك ھھھهي:
𝑀𝑎𝑥          𝑇𝑈 = 2𝑥 + 4𝑦 + 𝑥𝑦 + 8

𝑆.𝑇:  50 = 5𝑥 + 10𝑦  

ج االشكل االتالي: تأخذ معاددلة لاغراان تبعا لداالة ھھھهدفف تعظیيم االمنفعة تحت قیيد االمیيزاانیية  

ℒ = 𝑇𝑈 + 𝜆(𝑅 − 𝑥𝑃! − 𝑦𝑃!) 

ℒ = 2𝑥 + 4𝑦 + 𝑥𝑦 + 8 + 𝜆(  50 − 5𝑥 − 10𝑦) 

لداالة لاغراانج تساوويي االصفر االمشتقاتت االجزئیية االأوولى أأ. االشرطط االلاززمم:  

𝜕ℒ
𝜕𝑥

= 0 ⇒ 2 + 𝑦 − 5𝜆 = 0 ⇒ 𝜆 =
𝑦 + 2
5

…………… 1  

𝜕ℒ
𝜕𝑦

= 0 ⇒ 4 + 𝑥 − 10𝜆 = 0 ⇒ 𝜆 =
𝑥 + 4
10

………… 2  

𝜕ℒ
𝜕𝜆

= 0 ⇒ 50 − 5𝑥 − 10𝑦 = 0………………… 3  

) نجد:2) وو(1بالمساووااةة بیين (  
𝑦 + 2
5

=
𝑥 + 4
10

  ⟹       𝑥 = 2𝑦…………… . (4) 

نجد: (3)في  (4) بتعویيض   
50 − 5 2𝑦 − 10𝑦 = 0 

⇒ 50 − 20𝑦 = 0     ⇒ 𝑦 =
50
20
    ⇒     𝒚 =

𝟓
𝟐
……………… (5) 

𝑥                                   نجد: (4) في االمعاددلة (X) بتعویيض قیيمة = 2𝑦   ⇒     𝒙 = 𝟓  

                        𝑅 = 5 5 + 10 5/2   ⇒ 𝑹 = 𝟓𝟎               

ووحدااتت من  5تتمثل في  ممكن وومنھه فإنن االتركیيبة االسلعیية االتي تحقق لھهذاا االمستھهلك أأقصى مستوىى ااشباعع
  .)Y( ووحدةة من االسلعة 5/2وو (X) االسلعة

 


