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-ـ  ططریيقة إإضافة االأعمدةة:  
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حیيث أأنن: TU=x.yلتكن لدیينا دداالة االمنفعة االكلیية بالصیيغة االتالیية:  ):4( مثالل  

 𝑅 = 100,𝑃! = 1,𝑃! = 2  

:االمطلوبب  

إستعمالل ططریيقة  ماھھھهي االتركیيبة االسلعیية أأوواالتولیيفة االمثلى االتي تحقق للمستھهلك أأكبر إإشباعع ممكن ب. 1
االشرطط االضروورريي)؟ ( لاغراانج  

تحقق من أأنن االثنائیية االتوااززنیية مثلویية باستعمالل االشرطط االكافي (االمحددد االھهیيسي)؟ . 2  

االحل:  

االتركیيبة االسلعیية االتوااززنیية االتي تحقق للمستھهلك أأكبر إإشباعع ممكن بإستعمالل ططریيقة مضاعف لاغراانج: . 1  

یيد االمیيزاانیية على االنحو االتالي:ووقدداالة االمنفعة االكلیية  تشكیيلیيمكن   

𝑀𝑎𝑥          𝑇𝑈 = 𝑥. 𝑦
𝑆.𝑇:  100 = 𝑋 + 2𝑌 

𝐿  كالتالى:  وویيتم صیياغة دداالة لاغراانج = 𝑥. 𝑦+   𝜆  (100 − 𝑥− 𝑦2)  

االشرطط االضروورريي:             

لھها معدوومة: لتعظیيم ھھھهذهه االداالة لابد أأنن تكونن االمشتقاتت االجزئیية االأوولى  

𝜕𝐿
𝜕𝑋

=   0  ⇔   𝑦 − 𝜆 = 0  ⇔   𝜆 = 𝑦…………………………… (1)  

𝜕𝐿
𝜕𝑌

=   0  ⇔   𝑥 − 2𝜆 = 0  ⇔   𝜆 =
𝑥
2
……………………… .… (2)  
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𝜕𝐿
𝜕𝜆

=   0  ⇔ 100 − 𝑥 − 2𝑦   = 0…………… .……… .…… . . (3) 

𝑦            نجد) 2(وو ) 1(بالمساووااةة بیين  = !
!
……   (4)  

:)3(في االمعاددلة ) 4(ثم نعوضض   

100 − 𝑥 − 2𝑦 = 0  ⇔ 100 − 𝑥 − 2
𝑥
2
= 0 ⇒ 100 − 2𝑥 = 0 ⇒ 𝒙 = 𝟓𝟎 

𝑦فنجد: ) 4(االمعاددلة  في xقیيمة نعوضض  = !
!
⇒ 𝑦 = !"

!
⇒ 𝒚 = 𝟐𝟓  

 xووحدةة من االسلعة  50ووبالتالي فإنن االتركیيبة االسلعیية االتي تحقق أأقصى إإشباعع ممكن للمستھهلك تتمثل في 
  . yووحدةة من االسلعة  25وو

  االتحقق من مثلویية االثنائیية االتوااززنیية باستعمالل االشرطط االكافي (االمحددد االھهیيسي):. 2

:نقومم بحسابب االمحددد االھهیيسي وواالذيي یيجب أأنن یيكونن أأكبر من االصفر: شرطط االكافياال  

𝐻 =
0 1 −1
1 0 −2
−1 −2 0

> 0 

بطریيقة االمحدددااتت االجزئیية:  حسابب االمحددد االھهیيسي  

0 0 −2
−2 0 − 1 1 −2

−1 0 + −1 1 0
−1 −2 = 0− 1 −2 + −1 −2 = 2+ 2 = 4 > 0 

إإضافة االأعمدةة:بطریيقة  حسابب االمحددد االھهیيسي  

𝐻 =
0 1 −1
1 0 −2
−1 −2 0

  
0 1
1 0
−1 −2

= 0 + 2 + 2 − 0 + 0 + 0 = 4 > 0 

𝐻بماأأنن > تعظم االمنفعة االكلیية عند مستوىى إإشباعع ) x,y) = (50,25(فإنن االتركیيبة االسلعیية االتوااززنیية  0
یيقدرر بـ:   

𝑇𝑈 =   𝑥. 𝑦 = (50)×(25) = 1250  𝑢𝑢 

ج:حالة خاصة لمضاعف لاغراان 1.3.2  

إإیيجادد قیيمة االدخل االوااجب إإنفاقھه للحصولل على أأنن یيكونن االھهدفف من تطبیيق مضاعف لاغراانج یيمكن 
مستوىى إإشباعع محددد٬، ووعلیيھه فإنن دداالة االتدنیية ووقیيد دداالة لاغراانج یيكتب بالشكل االتالي:   
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𝑀𝑖𝑛  𝑅 = 𝑋𝑃! + 𝑌𝑃! 

𝑆𝑇 ∶ TU = f(x, y)   

ة: ووفق االطریيقة االتالیي وویيتم صیياغة دداالة لاغراانج  

𝐿 = 𝑋𝑃! + 𝑌𝑃! +   𝜆  (𝑇𝑈− f(x, y)) 

بیينما االدخل  1250تقدرر بـ وو معرووفة كلیيةاالمنفعة االبالإعتمادد على االمثالل االسابق مع إإفترااضض أأنن  ):5( مثالل
االمخصص للإنفاقق مجھهولل.  

  ؟UU1250 تخصیيصھه لتحقیيق مستوىى االإشباععاالوااجب  ادد قیيمة االدخلإإیيج :لمطلوبباا 

  االحل:

:UU1250 االوااجب تخصیيصھه لتحقیيق مستوىى االإشباععقیيمة االدخل    

  م صیياغة دداالة لاغراانج ووفق االشكل االتالي: یيت 

𝑀𝑖𝑛  𝑅 = 𝑋 + 2𝑌
𝑆.𝑇:  1250 = 𝑥. 𝑦 ⇒ 𝐿 = 𝑋 + 2𝑌 +   𝜆(1250 − 𝑥. 𝑦) 

االشرطط االضروورريي:  

معدوومة:للداالة لابد أأنن تكونن االمشتقاتت االجزئیية االأوولى غراانج لتعظیيم دداالة لا  

𝜕𝐿
𝜕𝑋

=   0  ⇔   1 − 𝜆𝑦 = 0  ⇔   𝜆 =
1
𝑦
…………………………… (1)  

𝜕𝐿
𝜕𝑌

=   0  ⇔   2 − 𝑥𝜆 = 0  ⇔   𝜆 =
2
𝑥
……………………… . . .… (2)  

𝜕𝐿
𝜕𝜆

=   0  ⇔ 1250 − 𝑥. 𝑦   = 0…………… .……… .………… . . (3) 

!          نجد) 2(وو ) 1(لمساووااةة بیين با
!
= !

!
⇒   𝑦 = !

!
……   (4)  

:)3(في االمعاددلة ) 4(ثم نعوضض   

1250 − 𝑥. 𝑦 = 0  ⇔ 1250 − 𝑥.
𝑥
2
= 0 ⇒ 2500 = 𝑥! ⇒ 𝒙 = 𝟓𝟎 

فنجد: ) 4(االمعاددلة  في xنعوضض قیيمة   
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𝑦 =
𝑥
2
⇔ 𝑦 =

50
2
⇒ 𝒚 = 𝟐𝟓 

  ٬،yووحدةة من االسلعة  25وو  xووحدةة من االسلعة  50 بإقتناء ھھھهيللمستھهلك االتوااززنن االتي تحقق تركیيبة االوومنھه 
ووحدةة نقدیية. 100ھھھهو:  عةووحدةة منف 1250 أأيي شباععاالإ من وواالدخل االمخصص لتحقیيق ھھھهذاا االمستوىى  

𝑅 = 𝑋 + 2𝑌⇔ 𝑅 = 50 + 2. (25)⇔ 𝑹 = 𝟏𝟎𝟎 

 


