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:)03االمثالل ررقم ( حل  

ووأأسعارر االسلع فإنن تحدیيد االكمیياتت االتوااززنیية  في حالة تحدیيد االدخل االمخصص للإنفاقق على االإستھهلاكك
وواالتي توصل للمستھهلك أأقصى إإشباعع یيتم بتوفر االشرططیين (االضروورريي  zوو  ٬y، xاالمستھهلكة من االسلع 

وواالمتمم):   

𝑴𝑼𝒙
𝑷𝒙

=
𝑴𝑼𝒚
𝑷𝒚

=
𝑴𝑼𝒛
𝑷𝒛

  =   𝛌  

𝟏𝟒𝟎 =   𝟏𝟎𝒙 + 𝟏𝟓𝒚 + 𝟐𝟎𝒛
 

االجدوولل االتالي یيبیين االشرطط االأوولل االضروورريي وواالمتمثل في تساوويي االنسبة بیين االمنفعة االحدیية االمكتسبة 
:zوو  ٬y، xوواالسعر بالنسبة للسلع    

 Q( 1 2 3 4 5 6 7(االكمیياتت االمستھهلكة

𝐌𝐔𝐱 𝑷𝒙)( .11 1 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 
𝐌𝐔𝐲 𝑷𝒚)( 1.2 1.1 1 0.9 0.7 0.6 0.5 
𝐌𝐔𝐳 𝑷𝒛)( 2 1.8 1.6 1.2 1.1 1 0.8 

من خلالل االجدوولل أأعلاهه نجد أأنن ھھھهناكك تركیيبتیين یيمكن أأنن تحققا االشرطط االضروورريي (تعاددلل نسب االمنافع . 1
ھھھهما:  وواالتي یيمكن أأنن تحقق للمستھهلك ووضع االتوااززنن وو )) 𝛌االحدیية إإلى أأسعاررھھھها (  

  !"!
!!

= !"!
!!

= !"!
!!

=   𝛌 = 𝟏.𝟏   ⇒    𝑥, 𝑦, 𝑧 = 1,2,5                                                                                         (1)  

)zووحدااتت من االسلعة ( 5وو )yووحدةة من االسلعة ( 2وو )x(أأيي إإقتناءاالمستھهلك لوحدةة ووااحدةة من االسلعة   

!"!
!!

= !"!
!!

= !"!
!!

=   𝛌 = 𝟏   ⇒    𝑥, 𝑦, 𝑧 = 2,3,6                                                                                                   (2)  

)zووحدااتت من االسلعة ( 6وو )yووحدااتت من االسلعة ( 3وو )x(ووحدةة من االسلعة  2أأيي إإقتناء االمستھهلك    

لإعتبارر قیيد االدخل االمفرووضض على االمستھهلك٬، بما أأنن االشرطط االضروورريي غیير كافف لأنة لایيأخد بعیين اا. 2
وونن وویيجب مرااعاةة ذذلك عند سعي االمستھهلك لتحقیيق أأقصى 140حیيث أأنن االدخل االمخصص للإستھهلاكك ھھھهو 

؟ ووللإجابة 1.1وو 1إإشباعع ممكن لھه فھهل ھھھهذاا االدخل كافف لتحقیيق االتركیيبتیين االتوااززنیيتیين االمواافقتیين للقیيمتیين
رطط االإنفاقق (االشرطط االمتمم) لاختیيارر االتركیيبة االتوااززنیية االمثلى. للقیيامم على ھھھهذاا االسؤاالل لابد من االتحقق من ش

بھهذاا یيجب تحقق االمعاددلة االتالیية:    

𝑅 = 𝑥𝑃! + 𝑦𝑃! + 𝑧𝑃!               ⇒ 140 =   10𝑥 + 15𝑦 + 20𝑧 

𝟏 𝝀 = 𝟏.𝟏 ⇒ 𝑥,𝑦, 𝑧 = 1,2,5 ⇒ 10𝑥 + 15𝑦 + 20𝑧 = 10+ 30+ 100 =   𝟏𝟒𝟎 = 𝟏𝟒𝟎 
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االشرطط االمتمم محقق   

𝟐 𝝀 = 𝟏 ⇒ 𝑥,𝑦, 𝑧 = 2,3,6 ⇒ 10𝑥 + 15𝑦 + 𝑐20𝑧 = 20+ 45+ 120 = 𝟏𝟖𝟓 > 𝟏𝟒𝟎     

االشرطط االمتمم غیير محقق  

  شرطط االإنفاقق محقق عند االتركیيبة االأوولى 𝑥, 𝑦, 𝑧 = وواالتي تعتبر االتركیيبة االتوااززنیية االمثلى  1,2,5
 )yووحدةة من االسلعة ( 2وو )x(االتي تحقق للمستھهلك أأقصى إإشباعع  بإقتناء االمستھهلك لوحدةة ووااحدةة من االسلعة 

) حیيث یيحقق مستوىى إإشباعع یيقدرر بـ: zووحدااتت من االسلعة ( 5وو  

𝑇𝑈 !,!,! =    𝑀𝑈!"!!!
!!! +    𝑀𝑈!"

!!!
!!!   +    𝑀𝑈!"!!!

!!! = 𝑇𝑈! + 𝑇𝑈! + 𝑇𝑈! = 11 +
   17+ 19 + 40+ 36+ 32+ 28+ 22 ⇒ 𝑇𝑈 !,!,! = 𝟐𝟎𝟓  𝑼𝑼     𝑼𝒏𝒊𝒕𝒆  𝒐𝒇  𝑼𝒕𝒊𝒍𝒊𝒕𝒚            

)Lagrange(باستخداامم ططریيقة لاغراانج  تعددد االسلعتوااززنن االمستھهلك في حالة  3.2  

𝑻𝑼إإذذاا كانن في دداالة االمنفعة أأكثر من متغیيریين  = 𝒇 𝒙𝟏,𝒙𝟐,……… ,𝒙𝒏  فإنن إإتباعع ططریيقة االتعویيض
 أأخرىى للحصولل على االكمیياتت االتوااززنیية تعرفف بطریيقة خدمم ططریيقةمعقدةة٬، ووبالتالي نستتصبح ططریيقة 
على  ھھھهذهه االطریيقة تقومموو٬،  Tucher &Khunج وواالتي تم إإقترااحھها من ططرفف االباحثیين  مضاعف لاغراان

  مبدأأ تعظیيم دداالة االمنفعة تحت قیيد ددخل االمستھهلك.

:كالتالي ھهمستوىى إإشباع تطبیيق ھھھهذهه االطریيقة نفترضض أأنن االمستھهلك یيستھهلك سلعتیين فقط لتعظیيملتبسیيط   

)Max TU(x,y)= f(x,y  

𝑆𝑇 ∶ 𝑅 = 𝑋𝑃! + 𝑌𝑃! 

ووفق االطریيقة االتالیية:  وویيتم صیياغة دداالة لاغراانج  

𝐿 = 𝑓 𝑋, 𝑌 +   𝜆  (𝑅− 𝑋𝑃! − 𝑌𝑃!) 

:حیيث  

: 𝜆   مضاعف لاغراانج  

االشرططیين االتالیيیين:تحقق  X,Yیيتطلب حل دداالة لاغراانج لإیيجادد االقیيم االتوااززنیية حل دداالة لاغراانج:   

االمقصودد بھه أأنن االمشتقاتت االجزئیية االأوولى لداالة لاغراانج بالنسبة لكل متغیير ):االلاززمم(االشرطط االضروورريي أأ.
(𝑋, 𝑌, 𝜆)  :تساوويي االصفر  

𝜕𝐿
𝜕𝑋

=   0  ⇔   
𝜕𝑓
𝜕𝑋

−   𝜆𝑃! = 0  ⇔   𝜆 =
𝜕𝑓
𝜕𝑋

𝑃! …………………………… (1)  
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𝜕𝐿
𝜕𝑌

=   0  ⇔   
𝜕𝑓
𝜕𝑌

−   𝜆𝑃! = 0  ⇔   𝜆 =
𝜕𝑓
𝜕𝑌

𝑃! …………………………… (2)  

𝜕𝐿
𝜕𝜆

=   0  ⇔   𝑅− 𝑋𝑃! − 𝑌𝑃! = 0……………………………………… . . (3) 

,𝑋نجد قیيم كل من  )3(ثم تعویيض االنتیيجة  في  )2(وو)  1(عن ططریيق االمساووااةة بیين  𝑌, 𝜆  

   ووھھھهو أأنن تكونن قیيمة االمحددد االھهیيسيبب. االشرطط االكافي:  𝐻بر من االصفر وویيتم االحصولل على االمحددد كأأ
كمایيلي:  االھهیيسي عن ططریيق حسابب االمشتقاتت االجزئیية االثانیية لداالة لاغراانج  

𝐻 =

𝜕2𝐿
𝜕𝑋!

𝜕2𝐿
𝜕𝑋𝑌

𝜕2𝐿
𝜕𝑋𝜆

𝜕2𝐿
𝜕𝑌𝑋

𝜕2𝐿
𝜕𝑌!

𝜕2𝐿
𝜕𝑌𝜆

𝜕2𝐿
𝜕𝜆𝑋

𝜕2𝐿
𝜕𝜆𝑌

𝜕2𝐿
𝜕𝜆!

> 0 

:االھهیيسي لمحدددبب ااایين لحسھھھهناكك ططریيقت  

: دددااتت االجزئیيةططریيقة االمح ـ  

𝐻 =
𝜕2𝐿
𝜕𝑋!

𝜕2𝐿
𝜕𝑌!

𝜕2𝐿
𝜕𝑌𝜆

𝜕2𝐿
𝜕𝜆𝑌

𝜕2𝐿
𝜕𝜆!

−
𝜕2𝐿
𝜕𝑋𝑌

𝜕2𝐿
𝜕𝑌𝑋

𝜎2𝐿
𝜎𝑌𝜆

𝜕2𝐿
𝜕𝜆𝑋

𝜎2𝐿
𝜎𝜆!

+
𝜕2𝐿
𝜕𝑋𝜆

𝜕2𝐿
𝜕𝑌𝑋

𝜕2𝐿
𝜕𝑌!

𝜕2𝐿
𝜕𝜆𝑋

𝜕2𝐿
𝜕𝜆𝑌

> 0  

 

-ـ  ططریيقة إإضافة االأعمدةة:  

 


