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Introduction

Terminologie

Milieu Continu =mmp Objet materiel 3D (fluide ou solide) etudié a une

échelle macroscopique >> Echelle atomique (1 A=1010 m)

mmm) Les vides atomigques sont ignorés

Milieu Continu= Ensemble continu de particules (ou points matériels)

Particule = Plus petit constituant d’'un MC,
contient un grand nombre d’atomes,

sa position est reperée par un point géométrique.



Introduction

Mécanique des Milieux Continus =

Cinématique des MC

Description des mouvements des points matériels sans se

préoccuper des causes de ces mouvements.

<+

Dynamique des MC

Etude des relations entre les mouvements et leurs causes (les

forces)



Introduction

MMC = Méca. des Fluides et Méca. des Solides Déformables

Méca. des Solides Déformables ==

Théorie pour I'ingénieur concepteur

Génie de la construction : MC= structures et ouvrages

nie mécanique . MC = Pi

ces m

@
CDD\
CD\
-
CDD\

Ca'ﬁ'q' ues

Conception :
Choix des matériaux et de la geométrie + Dimensionnement



Introduction

Dimensionnement =
Verification de la raideur
Les deformations ne doivent pas entraver le service ;

calcul aux états limites de service (ELS).
+

Verification de la résistance
Les efforts ne doivent pas provoquer la rupture ; calcul aux

états limites ultimes (ELU) .

mmm) Besoin du calcul des déformations et des efforts intérieurs
5



Partie I- Concepts généraux: Déformations et Efforts intérieurs

Plan

e Cinématique des Milieux Continus
— Description lagrangienne du mvt des particules d’'un MC -

Les déformations dans un MC

— Description eulérienne du mvt des particules d’'un MC — Taux ou

vitesse de déformation

— Le principe fondamental de la dynamique (PFD)

— Les efforts intérieurs dans un MC : Les contraintes de Cauchy
— Equations locales de la Dynamique

— Le principe des puissances virtuelles (PPV)

— Etude pratique du tenseur des contraintes 6



Cinématique des Milieux Continus

t>0, 2, )_(>:O|\/|0, X = OM

Configuration
actuelle

Configuration de
reference (initiale)

- - - /7 - hL ° L F
(e1,e2,€e3) b.o.n cartésienne Joseph Louis Lagrange(France)

(1736-1813)

Description lagrangienne du mvt : ; = Z(Y,t) , Y = E(Y,t = O)

Description matérielle ou par trajectoires : Les observateurs
du mvt des particules sont rattachés a ces particules



Description lagrangienne du mvt :

x=¢(X,t), X=¢(X,t=0)

¢: Transformation de Milieu Continu

c2 1t
%1 ou % 2(par morceaux) / X

(X,t)  Bijection de Q, vers Q
(et donc difféomorphisme)



Etude des déformations

Un MC se déforme ‘ Variation des dimensions et/ ou de la forme

L

mm=) Variation des distances entre les particules

et / ou les angles entre les vecteurs matériels.

Etude des déformations : Etude des changements de distance

et d’'angle au voisinage d’une particule

Etude locale : Etude du Gradient de la transformation



Gradient de

la transformation ;( = g(yit) — d;( = Zg(Y,t) d X

Ull

Formule du transport convectif d’un vecteur matériel élémentaire

t=0, £ t>0,

Dans la b.o.n cartesienne (51,52,53) : v;j) _ 88)?'
=i ] .
J

04 04 Of

oX, OX, OX, V?& (7{ t=0)=5
[Vé (Y ’[)]z 5¢2 5¢2 5¢2 — | =
— oX, oOX, X, 0sii#]

@¢3 @¢3 8¢3 é‘ij — 1 si i=j

X, X, X, | 10




@ 034 t>0, O

dQ, =det (V(X 1)) . dQ,

Formule du transport convectif d’un volume mateériel élémentaire

0 <J (X,t) =det (VA(X,t)) <+

J (>7,t) . dilatation volumique en ()7,t)
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dan—J(Xt)tV¢(Xt) (dA N) Q‘NH:*

Formule du transport convectif d’un vecteur aire matériel élémentaire
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dx=Vg(X,1).dX
dx'=V4(X,1). dX’
t=0, (2, t>0, £

 —— —_—  —

dx. dx=dX [ Va(X,0).v4(X 1)) dX', vdX, dX:

C(X,t) =" Va(X,1).V4(X,1)

Tenseur des dilatations de Cauchy

Tenseur sym. et défini positif
C,; sans dimension

13



Decomposition (unique) polaire de Z¢

C(X,) =" V(X ).VH(X,1) =

VA(X,t) = R(X,1). U(X, 1)

UZ(X,)=C(X,t), ‘R(X,t)R(X,t)=5, det(R(X,1)) = +1

R(Y, t) Tenseur de rotation

U (X,t) Tenseur (défini positif) de déformation pure

14



C(X,1) =" V4(X,).V4(X 1)

dx.dx'=dX.C(X,t). dX’

t=0, £ 0 44 vdX, dX'

PourHﬁuzl et dY: d?'zdx ﬁ

— dx = — =
A(N) =——=4/n.C(X,t).n
(1) = - =/n.C(X.1)
/1(6): Dilatation selon n 1(61) = \/Cll()_(’t) , 1(62)’ 1(63)
A(ﬁ) = dx—dX = l(ﬁ) —1: Allongement unitaire selon n

dX
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dx. dx'=dX.C(X,t).dX’

vdX, dX'
Pour dX = dX n et dX'=dX' n',
n.n'=0
n.C(X,t).n' 0 A
" _ — : 2 Angle de
sm(@nn.) S — > [= — — "M glissement dans
\/H.Q(X,t). n n'.Q(X,t).n' le couple (n, n")
. - Cp
Angle de glissement dans le couple (g;, &,):  SIN(6G,,) =
\/Cn \/sz
Sym.deC = vV (Y, t) 3 une base orthogonale en X dont les vecteurs
(b.o.n principale) 2 a 2 ne subissent pas de glissement.

Conservation de tous les angles < C est sphérique Q(Y,t) — C(Y,t) o



dx=Vg(X,t). dX
dx'=V4(X,1). dX’

E(X,t) :%(go_(,t)—g)

dx.dx-dX.dX'=2dX. E(X,t). dX",

vdX, dX'

\/ 4\ . T \

o 4
E(X,t

N
D

E sans dimension

dx? —dX2=2dX. E(X,t). dX, v d X

nseur (sym.) de déformation de Green-Lagrange

- Formule du ds?

17



Tenseur de déformation
de Green-Lagrange
) t>0, £

dx. dx'—d x:. dX'=2dX. E(X,t).dX" vdX,dX’

Allongement unitaire selon n

ARy = X=X (: A—LL) — J1+2nEn-1

dX

> dx —dX
A(er) = —~ = J1+2E, -1
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Tenseur de déformation
de Green-Lagrange

dx.dx-dX.dX'=2dX. E(X,t).dX' vdX,dX’

Angle de g1li§sement_ y) ﬁ E (Y, t). ﬁ.
dans (n, n’): Sm(enn') _ =

J1+ 20 E(X 1) nyL+2n E(X,t). 0
2E,,
J1+2E,; 41+ 2E,,

v ()?,t) 3  une base orthogonale en X dont les vecteurs 2 a 2 ne
subissent pas de glissement (b.o.n principale)

sin(6),) =

Conservation de tous les angles < E est sphérique E(Y,t) — e()_(>,t) o)
— = 19



Transformations particulieres :

Transformation homogéne <« Y;(Y,t):E(t) v Xt

o x=g(X,t)= F(t). X + b(t)

(Déformation homogéne) = E()_(,t): E(t) \v Y,t

<

Les formules de transport deviennent valables pour des
guantités non elémentaires : vecteur matériel, volume matériel,

surface plane orientée et p.s.

Situation rechercheée pour les essais mécaniques de laboratoire
(essais homogenes)
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Transformations particulieres :

Transformation de solide rigide (ou rigidifiante) <

VHX.H=RM) VXt ‘REOR)=5,det(R(1))=+1
& x=¢(X,)=R(). X+ bt

= E(X,1)=0 V X,t
- E U
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Champ de déplacement g()_(:t) = ;(_Y — g()_(:t) X

VE(X, ) = V(X 1) -5

E(X t) = 1(_(x t) +' vg(x t)+tV§(X t) vg(x t))'

(Relation non linéaire entre £ et E )

£(X.1) = 1(_(x )+ VEX, )

Tenseur de déformation linéarisé
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(X, t)= 1(_(x )+ VE(X, )

-> - -

Dans la b.o.n cartésienne (91,92,93) ;

& (Y,t)——[af' (X, 1)+ (x t)}

g(X, 1)

2
o5 1fa5 o, 1”a§1+a§3\
oX, 2\eX, oX,) 2(oX, X,
: o, 1fas o
X, 2\ X, X,
X,

23



Transformation infinitésimale < HVf(X,’[)
o\

E()?,t):ﬁ(f,t) au 1% ordre en ZE

(Hﬁ(i',t)H << 1V X,tes Vi, |

Large domaine d’application en GC et GM

!<<1V§i

E; ()7,’[)‘ << 1V Yt)

dx.dx-dX.dX'=2dX. &(X,t). dX'

t>0,

Allongement unitaire selon n :

& =A(B1), &y, &g

A(N) =

dx —dX

AL

dX

|

L

j: e




Mesure des déformations (allongements unitaires) :
Les jauges de déformations

* Des brins métalliques paralleles

* Un support isolant -

= Des sorties

AR p

= — & it
longitudinal
R S :

Al
Il
©
il

Direction de I'effort



Transformation infinitésimale < HVf(X t)H <<1 ‘v’?(,t

dx.dx—-dX.dX'=2dX. &(X,t). dX’
v dX,dX'

Angle de glissement ds (n, n’) :

0 o 0

\4 ()7,t) 3  une base orthogonale en X dont les vecteurs 2 a 2 ne
subissent pas de glissement (b.o.n principale)

Conservation de tous les angles < ¢est sphérique g(X t)= E(X t)o

en transf. Infinitésimale
26



Déformation volumiqgue en transformation infinitésimale
dQ, = det (Va(X, 1)) . dQ,
J (X, 1) =det(V4(X 1)) =det(VE(X,1)+5)
P, (u) = det (A—u 5) N -

= U’ +Tr(A) u’ +%((Tr(é))2 —Tr(AZZ))u + det(é)

dQ, :(1+Tr(§(§,t)). dQ, au 1" ordreen Z;K

Déformation volumique:
dQ, —dQ,
dQ,

(:Tr(zgﬁ(i, t) = dive )

27
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Transformation infinitésimale rigidifiante
Transformation rigidifiante ¢(X ,t)= R(t). X + b(t), ‘R(t).R(t) = &
= £(X,t)=(R(t)-5). X+ b(t)
= 2(0=> RO+ RO-25)
Transformation infinitésimale: | R(t) - 5 <<1
:t@(t)—g)@(t)—g)zg au 1* ordre
or 'R()-3JR(1) - 5)=~(R()+' RO ~28)=-2£()
Ainsi g(t) =0 et (E(t)— g) est antisym.

et (R(t)-5).X=W A X ,H\/VH<<1

28



Transformation infinitésimale rigidifiante

=)

EX )= &%) + WA X ‘MH «<1

g()_(, )=0 VX

29



Le pb de comptabilité geomeétrigue des déformations

eDéfinition :
Un champ de tenseurs symeétriques ¢ est géomeétriguement compatible si et ssi :

3 un champ & tel que E(Y,t)zé(zé(i,t)# VE(X, 1))

*Théoreme : Unchamp ¢ est géométriquement compatible si et ssi :

Dans une b.o.n cartésienne (91,62,63)0n a:
2 2 2 2
0 &ij + 0°&y _ 0”&, 4 0 il

X, OX,  OX.OX; OX X, 0X.oX,
G, j,.k,De{112,2),(2,2,3,3),(3311),(11,2,3),(2,2,31),(33.12)}

30



Conseéquences :

« Les champs ¢ affines sont géométriguement compatibles.

sLes seuls &£ sphériques et géom. compatibles sont les champs affines.

*Dans une transformation homogene et infinitésimale, on a :

EX ) =2(t).X +& (©)+W(t) A X



FIN
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I-2 Description eulérienne du mvt des particules d’'un MC
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Plan
« Cinématique des Milieux Continus

— Description lagrangienne du mvt des particules d'un MC - Les

déformations dans un MC

— Description eulérienne du mvt des particules d’'un MC —

Taux ou vitesse de déformation

* Dynamique des Milieux Continus
— Le principe fondamental de la dynamique (PFD)
— Les efforts intérieurs dans un MC : Les contraintes de Cauchy
— Equations locales de la Dynamique
— Le principe des puissances virtuelles (PPV)

— Etude pratique du tenseur des contraintes



Cinématique des Milieux Continus
Description eulérienne du mvt des nartmu!pq d’un MC

Leonhard Euler (Suisse)
(1707-1783)

- 0] ()
el t>0, (2
Configuration
actuelle

Description eulérienne du mvt : |y (X, l‘) Vitesse a l'instant t de |la particule qui

passe par la position géomeétrique X

*Description géomeétrique: Les observateurs du mvt des particules
sont placés en des points géomeétriques fixes

*Pas de configuration de référence donnée



Accéleration al'instant t de la particule qui passe par X :

-~ dv ~ v —~ -
x,t)=—(x,t)=—+gradv .v
y(x,1) " (x,2) P
* dG ~ oG —
G(X,f) = —(X,f) =——+grad G.v| Dérivée particulaire de G
dt Ot
Remarque : d_x: ;(;,t) et @_x: 6



 Trajectoire d'une particule située en X a t=0 et connaissant le champ v :

dx
<dt_V(Xt) = 35z$()?,t)
x(t=0)=X

 Lignes de courant du mouvement a un instant t fixe
= Lignes enveloppes du champ v(x T)

= Lignes qui en chacun de leurs points X ont une tangente portée par v(x 7)

7~

ax_3(ig = 9h _ 4% _ dx

ds WD (%9 v
* Mouvements stationnaires (ou permanents): ;(;c, t)= ;(;)

famille des trajectoires =famille des lignes de courant (indépendantes du temps)

Exemple : disque en rotation uniforme i



Vitesse lagrangienne et vitesse eulérienne

NG dx a‘/ﬂ’S Vitesse a I'instant
X = ¢()( t) = v (X,t)=—=—"(X,1)
dt Ot t de la particule X

-/ —

v (X,1) = v(x t)  pour ;:;(},t)

—>L—> —_ —> —

v (X,1)= v(¢(X t),1)
GL(X t) = G(x t) pour X = ¢(X t)
G (X,1) = G((X,1),1)

Gradient lagrangien et gradient eulérien

VG*(X,1) = grad G(x,1). Vg(X 1)

Les 2 grad. coincident

- — -\1 —
gmd G(X, t) — VGL (X1 t)' (Z¢) (X’ t) en transf. infinitésimale

6




t=0, (2, t>0, 2

grad G(x,1) =V G (X.1). (Vg (X.1)

 — >/ —

dx=Vy(X,1).dX =  dc=Vv (X,1).dX

= |dx= grad ;(;c, t) dx




t>0, (2

dx = grad \:(;c, t) .ch, dx' = grad ;(;c, 1)5

= |dvdx' =2dx'.d (x,1). dx

g(?c,t)—;

grad v(x )+ grad v(x t))

Tenseur taux (ou vitesse)

de déformation.

Forme de d similaire a celle de & donc méme pb de compatibilité geom.

0
d12 12

pour dx =

dx — ->

d,, =— pour dx =dx ex
dx

dx e1 et dx' =dx' e



d(x,1) = %(gmd v(x,t)+ grad T/(},z))

‘Mouvement de solide rigide ;(;c,t)z VO (1) + o(t) A X

= i(;c,t)zg YV x,t



M
t>0, (2
t=0, Q,
dQ, = det (Vo(X 1)) . dQ,
= ... dQ, = divv dQ, =Tr(d) dO,
Pour un milieu incompressible div; — Tr(d) =0

10



V(t) < Q) volume de controle non nécessairement materiel

La surface geometrique dV(t) se propage a la vitesse W

Théoreme (Reynolds): Pourb #let L= V()b(x,t) dQ,
4

L= j% a0, + [b(W.n) ds,

V(1) oV (t)

Pour un domaine matériel 9,, la surface 09, est matérielle et W=v

L=[b(x1) dQ, i:j@ dgt+jb($.2) ds,
) D, ot oD

b1

. j(l;+b a’iv;j iQ
'(l)t




L=[b(x1) dQ,
>

Cas ou b est discontinue a la traversée d’'une surface géom. 2 qui se
propage dans Z; ala vitesse W

L= jglz d9+jb(vn)ds ~[.[61W.n ds

@[ £—+ dzvbvjd!) +[ ﬂb(* *)ﬂ n ds
= | (b+ bdiv;jdgt +[ o)) as

12




L=[bdQ,, L= j(13+ bdiv;)th e[ lob- ) as
) D

Principe de conservation de la masse :

—Jp(xt)d!) 0 VD dom. mat. =

p+p divv=0 th

Equation de continuité
ou Eq.de conservation de la masse

& 2’?+ dzv(pv) 0 V;,t

Cas ou pest discontinue a la traversee d’une surface géom. 2 qui
se propage dans Z; a la vitesse W

- — - Cette condition est tjrs
pw—W|l.n= O sur 2| verifice sila surface < est une
surface materielle (v=W)

13



Conséquence :

bf::j;>a'd£L =
Q,

J=[paao+[|palv-#|lnas
Q,

14



Relation entre les taux de deéf. D’Euler et de Lagrange

Lagrange : dx.dx—dX.dX'=2dX. g(j(:t) dX' =

Ec.gc'zza’jf.é(?(,t).ﬁ‘

Euler : dx.dx' = ZEC.Z(;CJ). dx’

1 ¢ —

i) =(ve) EX.0).(vg)"

En transformation infinitésimale

d (;,t) = g(},t) au 17 ordre en Z;é

15



FIN
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Notations et Convention

« IR"euclidien muni d'uneb.o.n B =(ey,e2,..., €n)

« Convention de sommation sur les indices réepétés (Einstein)

a;p; = iaiﬂi = i_akﬂk =, f = ajﬂj

aiﬂj Akj €i = Z Z aiﬂj Akj €i jetjsontdes indices saturés ou muets,
=1 )=l k est un indice fixé

Dans toute expression, un indice apparait une fois (indice fixé ) ou 2 fois (indice
saturé ou muet).



Tenseurs d’ordre 1 sur IR" euclidien

Espace des tenseurs d’ordre 1 sur IR": ® IR"
1

Te@f)IR“, T: IR" > IR forme linéaire

u —T()

T(G)ZT(Ui_éi):T(_éi) u,
T. :T(éi) . Composantes de T dans la base B

TU) =Ty, T=T e

|

TEC?IR” < T



Tenseurs d’ordre 2 sur IR" euclidien
« Espace des tenseurs d’ordre 2 sur IR": (>2§ IR"
Te@;)IR”, T: IR"xIR" > IR forme bilinéaire
b.v) >T@Ev)
T(u,v)=T(eie5) y,V,
T; :T(_éi , é,) : Composantes de T dans la base B

T@UV)=T,

J

Te® T]

uv, Matrice [T]/ [T];=T,

J

« Exemple : tenseur métrique ou de Kronecker

5:(u,v) —>u.v Matrice [5]=1, dans toute b.o.n

4



Tenseurs d’ordre p sur IR" euclidien

« Espace destenseurs dordrepsurlR": ®IR"
P

Te®IR", T:(IR”)p—>IR forme multi —linéaire
P

-1 =2 —p -1 -2 —p
u,u,..u —>T{u,u,..u
-] -2

—-p - - -
T(u,u,.,u)=T(e, e€i,,. €U U ..U

p

T. . :T(eil,eiz,...,eip) Composantes de T dans |la base B

-1 -2 —p
Tw,u,.,.u)=T. . UuuU ..U

igiy..iy Ty Ty i



Produit tensoriel

Te®IR", T'e®IR"
p q
T®T'e ® IR”

p+q

-1 =2 — p+ -1 =2 — —-p+l - p+2
T®T'(u1, u ,...,up q)zT(ul, u ,...,up)T'(up "

Exemples:
0
- =) P radiead I IR
UOVE =UV;, N=5 |6 e ([=|U
0

(@)
=




Produit simplement contracté de 2 tenseurs
Te®IR", T'e@IR’
q

TT'e ® IR" (p+q=2)

p+0-2
-1 -2 — p+q—2 -1 -2 —>p-1 - -~ —-p -pH — p+Q-2
TT(u u,..., uIOq j: (u u,..., uIO e.)T(e.up uIO ..... uqu )
(T-T ')illz ....... |p+q2_Ti1i2 ....... i1k T'kupip+1 ipiqez

Exemples:
U.V=uV, (é U)i = AU,

- ([t ~) (i » ) ; —
u.Al=u;A;="Alu;="Au) et donc u . A="A.

—/i =/ij | — —



Produit doublement contracté de 2 tenseurs
Te®IR", T'e®IR"
Y q
T:T'e ® IR" (p+q=4)

p+q-4
T:T'(al, Qe U)T(U Qe ap‘iai,a,-)T (é, TETI u)
(T T )lll2 ....... loiq-a :Ti1|2 ....... I _okm T MK iy gl gy
Exemples
A B=A B, :E'A:Tr(é. E) é ézTr(é)



Analyse tensorielle
T:Q->QIR"
p

Q) ouvert de IR".
T un champ sur Q de tenseurs d’ordre p : XoT (>_<>)

Gradient d'un champ de tenseurs

grad T( X) (ou VT( Y)) e ®IR

p+1

Dans une b.o.n cartésienne

_ﬂi
ij

/\ ; /\ -
J

J

T(X)=T.(X)e;, Zf(?):iri ei®e;, vf(Y))

Ol ..

. o Y W —
T(X)=T,(X)ei®e;, VT(X)= ”ei®e-®e,QTX) =—
TOO=T,()e®e, YI(0=2reee e, [WT(0) =20



Divergence d'un champ de tenseurs
divT(X) e ®IR" p>1
p—1

Dans une b.o.n cartésienne

TX)=T.(X)e, divT(X)= % ~Tr(vT (X

T(X)=T,(X) & @85, divT(X)="0g, (divT(X)) =2
TOO)=T,(X)e®e;, divI(X)=—"e, [divT(X)| =—¢

J J

Formule de Green (intégration par parties)

i

Q

ﬂ_f. ng _ J" (f _g) n. dS _J" f iz do| mest la iime composante du vecteur

o X, b o | unitaire N normal extérieur a OQ)

Formule de la divergence

jdivT dQ = jT.ﬁds
Q X2

10



FIN



Mécanique des Milieux Continus

Partie | — Concepts généraux : Déformations et Efforts intérieurs

I-3 Dynamique des Milieux Continus et Efforts Intérieurs

Hatem ZENZRI, 2012




Plan
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vitesse de déformation

 Dynamique des Milieux Continus
— Le principe fondamental de la dynamique (PFD)
— Les efforts intérieurs dans un MC : Les contraintes de Cauchy
— Equations locales de la Dynamique
— Le principe des puissances virtuelles (PPV)

— Etude pratique du tenseur des contraintes



Le Principe Fondamental de la Dynamique (PFD)
Qt

M.C dans sa configuration
actuelle a t>0 R
Champ de vitesse eulérien: V (X : t)

PED: VvVt et V9 ,| Torseurdesforces ext. agissant sur D,

Torseur Dynamique dans 9,

Torseur Dynamique dans 9,

Torseur dérivée particulaire du torseur cinétique (ou tors. des quant. de mvt) ds 9,

, : d - =
Resultante dynamique dans 9, ~ j@ oV dQ, = j@ yoli 4 th_
Moment dynamique/O dans 9, :%j@ ;Ap v dQ, = j@ ;</\p ;7 dQ,

PFD= Principe de conservation du torseur des quantités de mvt.



Le Principe Fondamental de la Dynamique (PFD)
Q
~ t

—ext
~

T > .
N f l

?(Q,t) (N /m3) Densité volumique de force —Exemple - f =p§

Forces ext. agissant sur Q,

* Forces ext. a distance réparties dans le volume €, :

* Forces ext. de contact réparties sur d Q, :

T ()?t) (N /m? = Pa) Densite surfacique de force — Exemple: T =—pn

( —ext

PFD appliqué a Q. : J'Qt f th_|_ aQtT dSt :J'Qtp y th .

— ext

katfo dQ, + | xAT  ds, :J-QtX/\pj/ dQ,

4



Les efforts intérieurs dans un M.C

Toute surface de coupure 89, dans ), définit des efforts int.

a (), qui correspondent aux actions entre (2, \9, ) et D,

Postulat de Cauchy :

Augustin Louis Cauchy
(France) Les actions de (€2, \D, ) sur D, (efforts int. a ,) sont des

(1789-1857)
forces de contact réparties sur 09, et représentées par une

'_|" (;(’t,ﬁ) densité surfacique de force T /
h’ T=T (X,t, n) (N /m? = Pa) Vecteur-contrainte
X 'F (;(,t, ﬁ) Vecteur-contrainte en (X, t) appliqué a la facette de normale n

Le postulat de Cauchy
(1) exclut les interactions a distance entre particules (Cas des milieux polarisés) .

(2) limite l'influence de la surface de coupure a sa normale (pas d’influence de la courbure).
5



Théoreme )

(1) V;(,t,ﬁ / ?(;(,t,—ﬁ):_'?(;(,t,ﬁ) Th. de I'action et de la
réaction

(2) T est linéaire/ n
Ainsi, 3 a(xt) / T(xt,n)=a(xt).n

o (?(, t) : Tenseur des contraintes de Cauchyen (?,t)

(3)Vx,t o(x,t) est symétrique
(4) v x,t divo+f=py Eq déquilibre (dumvt, dela
- dynamique, ...)
- — ext —ext ~
CL: SuroQ, o.n=T T3 £,
— \\

f



— —

Preuve de (1) ¥V x,t,n / T(X,t,—n)=—T(x,t,n)

x,tetnfixés. 9D, cylindre d’axe n, de hauteur H, de

bases S* et S circulaires de rayon R, et de surface latérale

n
SL. S* est centrée en X. ‘—@

PFD en résultante appliqué a 9, :

J, (f-p7)do +[ T(zte)ds +[ T(y,.t,n)ds,+[ T(y t—n)ds =0

S=7R*V,=HS; S"=27RH; 1_H_ ZHL
S V, RS
H¢( - 2H ¢ = - - le =~ = 1p=~- . = =
E @t(f —p ;/) dQ, + Y ISLT (z,t,er)dS, +§IS+T (y,,t,n)dS, +§L_T (y_,t,—n)dS, =0
H-0 = éjf(it,ﬁ)ﬁ(?/,t,—ﬁ)dst:6VR

R->0 = ?(;,t,ﬁ)+?(;,t,—ﬁ)=6



Preuve de (2)T estlinéaire/ n y €

x,tetn fixés. 9D, tétraedre de sommet x, de hauteur H et
d’axes portés pare,, e, ete;. Vs n
Les faces du tétraedre sont :
*F. face de normale extérieure —e; et daire S;i=1,2 et 3 y M, é:
*F face oblique de normale n=n,_e, et d’aire S. M,
PFD en résultante appliqué a 9,: . &
J(F-p7) oo [T@tmos +3 [ T(,t-e0ds =0
1 (f-p7)do+ L[ TGRS + X N[ T (7, t-)ds, =0
3V, ' S Jr S JF

- - 3. - 4 4 — ~
H->0 = T(X,t,n)zzniT (x,t,ei) et T est lin./n
i=1



Theoremel (Lemme du tétraedre)

Si IQ A dQ = b dS ¥V Q alors b est linéaire / n

%9)



Preuve de (3) V X, t g(i,t) est symeétrique

X et t fixeés.

9D, cube de centre X, de coté dx et d’axes portés pare,,

e,ete,.

PFD en moment appliqué a 9,:

10
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Preuve de (4)V x,t dive+f=py

N\ /

PFD en résultante appliqué a 9, :

[ (F-p7) o0+ o.nds,=0

Qt Th de la divergence =
[ [dive+T-p7)da=0 va
= VX t din+?:p;
(b0, 0o oo
11 + 12 + 13 + fl :pyl
Dans la b.o.n cartésienn e OX — OX,  OX
oo oo oo
S s ol 21 22 23 _
o (4 _ Y05 S + + +f, =
(61,62,63) : (leg)i = axj @Xl @Xz 8X3 2 = PV
ole) oo ole)
31 4+ 32 4+ 33 4+ f3 :,07/3
0% OX,  OX i




Complément : Discontinuité du vecteur-contraite

Cas ou v est discontinue a la traversée d’une surface géom. 2’ qui se propage dans _@t

a la vitesse W

PFD en résultante appliqué a 9, :

d -
aj@t yo Vv th =

[ o7 do+] pvh-wn]as

fdQ+ O'ndS

0D, =

o il I & )| sur

En statique ou pour toute surface = matérielle “g nJ_|= 0 sur X2
(interface ou surface de contacte parfait entre 2

matériaux :

12



Le Principe des Puissances Virtuelles (PPV)

PPV < PFD

P.P.V Vt, D; Vv champde vitesse virtuelle

V o sym. vérifiant div£+? =p 77

P (V) + B (V) =@(V')

Vv~ champde vitesse de solide rigide P, (\7 )=0




P'P'V ext (V )+ int (V ) @(V )

ext(V) fv dQ, + anvdS

0D, =

(V) = j@ oy N dQ,

— . 1 = —
.m(V )=- _[ o:.d (v )dQ, (v Y| d (v )=§(gradv + gradv )

@t—_

.m(V)— j@ad(v)dQ n [

}dS (\7 <* I morceaux)

14



Etude pratique du tenseur des contraintes
ohr

Les rrln c Ao
WIS W AN l' LY A B N |

’

Pour x et t fixés et donc O(x ,t ) fixé, étude du vecteur-contrainte
T(n)=0(x,t).n quand n varie.
() f(a)zaa e

R, 7) et i)+

s w— : o . contrainte normale
T (n):an + 7t : : . .
7 . contrainte tangentielle (de cisaillement ou cission)

o > 0 en traction

Convention de signe MMC :
o < 0 encompression

Plan de Mohr (o, 7): T(n)=on+zt ->M(o,7)



e

N\

-

(\71,v2,\73) b.o.n principale de g()?,t)

0,,0,,0, contraintes principales : o(x,t)vi =0, vi...

—_

n=nv,

2

o, N°+o,N°+o,N" =0
1 2 3

2 2 2 2 2 2 2 2
o, I’]l+02 n2+03 I’]3 =0 +7T

b

Cas ou leso; sont 2 a 2 #

o, >0, > 0,

N =

, T(N)=on+rt=0, NV1+0, N,V2+0, N,V3

(o) e[

n =

2
o,
")

1

2

n =

>0
(01 - 622 )(01 — 0-3)
2
{57 (73
2=2 2 ). 2 >0
(02_‘712(62_(73)
2
(G_(WD \ g2 _(%—%j
, 2 2 ) .,

3

(‘73 _(71)(‘73 _0'2)



Les cercles de Mohr

AT c13 ne piaﬁ(!p !3)
C23 ne plan(!Z’ !3) M
n 1<i<3
. 1
O3 7. o, Maxz =— Max \o; — O]
n 9 1<i=j<3
C;, he plan(y, v,)
V2 A

Un seul cercle lorsque 2 cont. princ. sont égales  ¢,>c,=c,
Un point pour un tenseur sphérique

17



Exemples

Traction simple

(0 0 0]
0 0O

0 00

., 0>0

Compression simple

(IS

=0 0 O

(0 0 0]

0 00

. o<0

Cisaillement simple

(S
I

0 7 O]
r 00
_O 0 O_

9

Q
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Comportement thermoélastique linéaire

Lois de comportement des materiaux
Observations expérimentales sur un essai de traction
Loi de comportement thermoélastique (LCTE) lineaire

LCTE linéaire isotrope

a ~ W D F

Propriéetés des constantes élastiques

2011-12 Elasticité



Lois de comportement des matériaux

1. Nécessite des lois de comportement
= Expérience quotidienne :

Des éprouvettes de méme géomeétrie, soumises aux mémes chargements et

constituées de matériaux différents ( acier, béton, caoutchouc, bois ...)
ne se déforment pas de la méme maniere

= Bilan comptable des equations d'un probleme d’équilibre:
= |nconnues : tenseur des contraintes (6), champ de déplacement (3), champ

de déformation (6) TOTAL = 15 inconnues
= Equations : Equilibre (3), Compatibilité geometriqgue des déformations (6).

TOTAL =9 équations

=> Il manque 6 équations !
Relations entre efforts intérieurs et déformations



Lois de comportement des matériaux

F
2. Variété des comportements D
= comportement élastique : un ressort
%
F = kAl Al
" comportement visqueux: un amortisseur _37
h
® F <._

= comportement viscoeélastique : fluide de Maxwell

l 7

?\—‘TI-

= autres comportements: plasticité, élastoplasticité, elastoviscoplasticité ...

3
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Comportement thermoélastique linéaire

Lois de comportement des matériaux

Observations expérimentales sur un essai de traction
Loi de comportement thermoelastique (LCTE) linéaire
LCTE lineaire isotrope

Propriétés des constantes élastiques



Observations expérimentales

 Essai de traction sur une éprouvette

But de l'essai :

Mesures GLOBALES

!

Propriétés LOCALES
du matériau




Observations expérimentales

« Diagramme de traction
Acier inoxydable

Acier doux (o,,=240 MPa, &(A)=0.1%)

Dans la partie OA,la
transformation (infinitesimale)

est linéaire et réversible :

c=FE ¢




a A W D F

Comportement thermoélastique linéaire

Lois de comportement des matériaux

Observations expéerimentales

Loi de comportement thermoélastique (LCT) lineaire
LCT lineaire isotrope

Propriétées des constantes élastiques



Lol de comportement thermoélastique linéaire

e Ecriture d'une relation linéaire entre:

19
I

en transformation infiniesimale lg;l <<1

et pour de faibles écarts de température Itl<< T,

— 0 = Riwéw — kK +0y;



Lol de comportement thermoélastique lineaire

0ii = Ry &x —Kij 7+ 0y;

Contraintes Contraintes Contraintes
Associées aux induites par |'écart Initiales
déformations de température (ou résiduelles)

Caractéristiques du matériau

: tenseur (du 4¢me ordre) d’élasticité (tenseur des modules ou rigidités élastiques)

: tenseur (du 2°™e ordre) de couplage thermoélastique



Lol de comportement thermoélastique lineaire

0i= Rijaéx —Kj 7 + oy

Symeéetries de

elLa symétrie de g |Z>> klj — kjl et Rijk| — Rjik|
- La symétrie de & — Rijkl = Rijlk

Rijkl — Rklij

e 3¢Mme  gymétrie de

Ainsi, les 34 = 81 composantes de e déduisent de 21 composantes

Ce nombre (21) se réduit encore si le matériau présente des symetries materielles.

10
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Comportement thermoélastique linéaire

Lois de comportement des matériaux

Observations expéerimentales

Loi de comportement thermoélastique (LCTE) linéaire
LCTE linéaire isotrope

Propriétes des constantes élastiques

11



LCTE linéaire isotrope

e Isotropie : définition et proprietés

Les propriétés élastiques des matériaux isotropes ne
dépendent pas de l'orientation au sein de la matiere
(<1l n'existe pas de directions privilégiées).

o= Rig—kr
Conséquences : B
(1) L est sphérique : i = K i
@  '0.0.0-0.(R:e) 0-R:(0.2.0

vO/'0.0=¢ et det(0)=+1.

12



LCTE linéaire isotrope

« EXxpression du tenseur des contraintes

Le tenseur des contraintes ne dépend plus
que de deux caracteristiques élastiques : A et u
appelés coefficients de Lameé (unité : Pa).

u s'appelle aussi le module de cisaillement

13



LCTE linéaire isotrope

* Inversion de laloi de comportement linéaire isotrope

i i i . " C'est
On obtient par inversion : " ires

résultat... fllg important!

* E estle module d'Young (en MPa)
» vest le coefficient de Poisson (sans dim.)
e o est le coefficient de dilatation thermique linéique (en °K-1)

« Formules de passage entre coefficients
(voir polycopié) (A, 11,K) < (E,v,a)

14



Comportement thermoélastique linéaire

a ~ W Db =

Lois de comportement des materiaux

Observations experimentales

Loi de comportement thermoélastique (LCTE) linéaire
LCTE linéaire isotrope

Propriétes des constantes élastiques

15



Propriétés des constantes élastigues

o Stabilité du matériau thermoélastique linéaire

Le tenseur des modules élastiques 5 est défini positif

Pour le matériau isotrope on a:

e

2 u+34>0 E>0
{ p#>0 —1<V<%

16



Propriétés des constantes élastigues

* Signification physique des conditions de stabilite
0 E >0 <& L'allongement est positif dans le sens de la traction
0 0<v<1/2 & Lasection diminue lors d'une expérience de traction
d v =1/2 & Matériau incompressible (ex: caoutchouc)

0 v =0 & Section constante lors d'une expérience de traction (v =0.05 pour le
béryllium)

d -1 <v<0:jamais observé sur des materiaux naturels.
0 2pu+3A>0 & Le matériau diminue de volume sous l'effet d'une compression

O u>0 < Le cisaillement s'effectue dans le sens de |'effort

17



Propriétés des constantes élastigues

Il existe des matériaux artificiels (éponges) dont la section croit avec
la traction (coefficient de Poisson négatif).

Lakes, R. S., "Negative Poisson's ratio materials"”, Science, 238 551 (1987).

18



Ala _
semaine prochaine !

MERCI !
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Probleme d’équilibre thermoélastique lineaire (TEL)

Quelgues solutions classigues exactes

 Equations du probleme d’equilibre TEL

(hypotheses, CL, existence et unicité des solutions)
 Méthode des déplacements pour les matériaux isotropes
 Méthode des contraintes pour les matériaux isotropes

* Principe de Saint-Venant




Equations du probleme d’équilibre TEL

Equations d’équilibre: divo +i =0

Loi de comportement TEL :
o , | 1 t

Compatibilité géom. des déformations : EZE VéE+ VE

CL
» 15 champs scalaires inconnus: ¢, & et § et 15EDP

= Champs donnés: 7, f K et 5




Equations du probleme d’équilibre TEL

« Hypothese d’évolution quasi-statique

« Hypotheses des Petites Perturbations (HPP)

— Petites transformations : HV_5H<<1

. . , T
— Petites variations de température : u <<1

0

— Petits deplacements : @<<1

—

le]| <<1




Equations du probleme d’équilibre TEL

e Conditions aux limites
VxedQ et Vi=123:

T() (=0, ()n) =T ou &(x)=¢&

S, =X T =T |

"e‘. {yeaglgm 5}

S; LS, =
mes(S; NS, )=0




Equations du probleme d’equilibre TEL

* Bilan des équations du probleme aux limites

(P)-

d
=¢. sur S,

i=1,2,3 S, US, =0Q mes(S; NS,)=0

Théoreme: Pour un pb (P) “bien pose”la solution o existe et est unique.

€ existe et est unique a un dépl. de solide rigide pres &' vérifiant £7=0 sur S

5




Champs SA et Champs CA

« Champs de contrainte statiguement admissibles (SA)

divo+ f =0
o, N =T° sur S

1=1,2,3

GSA@{

T !

« Champs de déplacement cinématiguement admissibles (CA)

1=1,2,3

ECA = £=&"sur S

Si !

MS 102




Résolution du probleme d’équilibre TEL

Méthodes de résolution

o SA & CA
Méthode des
déplacements
Méthode 1
des = —(V§+ Vf)'
contraintes = 2
—)
T 8=1+—VG—LTF(O')5+CZ2'5
= E = E == =

o=ATr(g)o+2us—kzod




Probleme d’équilibre thermoélastique lineaire (TEL)

Quelgues solutions classigues exactes

« Equations du probleme d’équilibre TEL

(hypotheses, CL, existence et unicité des solutions)
« Méthode des deplacements pour les matériaux isotropes
 Méthode des contraintes pour les matériaux isotropes

* Principe de Saint-Venant



Equations de Navier

e Cas d'un equilibre isotherme (t = 0)

» |dée genérale : combiner les équations d'équilibre et la loi de
comportement B cppsur. $

dv o+ f=0

= Adiv [(Tr&)1]+ 24 div e+ f

= (A+u)V(div &)+ pdivve =0

|l
| O

_—  —

& (A+2u) grad (divE)— u rot (rot &)+ f = 0




Méethode des déeplacements

« Exemple : Réservoir sphérigue sous pressions
— Evolution isotherme ( t =0), quasi-statique et en HPP,
— Forces volumiques nulles,
— Rayon intérieur r, ; Pression intérieur P,
— Rayon extérieur r; ; Pression extéerieur P;.
— Matériau TEL homogene et isotrope (E, v)

—_— -

C.L: r=r, n=-¢, T=Re = o,=-R, 0,=0 0,=0

:_P1’ O\g :O’ GI’¢ =0

Pb bien posé.
Cas particulier P,=P,=P. Solution :

__p _1—21/ l—ZVPre—>

PS, &=-

19
(¢
o
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Methode des déplacements

— Recherche d’'une solution £ sous la forme:

—_

E=u(r) e,

— Equation de Navier sur ¢

(A +2u) grad (divE)— u rot (rot &) = 0

grad (div(u(r)er)) = 0

du

grad (—+ 2—) — O
T dr r

_du + 2 — = constante

dr r

u(r)=Ar+E2
;

11




Methode des déplacements

du
— 0 0
dr
— — B\ — — U
E=u(r) er:(Ar +—2j e, véi=| 0 — 0
r — r
U
0 0 —
i r
LesCL o, (r,))=-P,, o,(n)=-P —
G = a—£ a:POrg —P1r13
r3 3 _ 3
1 0
Cgg = O =ad+—— r3r3
'S b= (Pg — P12
Or9 =Orp =00 = 0 i —To
e=ar+ 2ye, A=Zd-2v)  B=2 @)
- r? E 2E

IR

12



Probleme d’équilibre thermoélastique linéaire (TEL)

Quelgues solutions classiqgues exactes

Equations du probleme d’équilibre TEL

(hypotheses, CL, existence et unicité des solutions)

e Méthode des déplacements pour les matériaux

iIsotropes

« Méthode des contraintes pour les matériaux

iIsotropes

* Principe de Saint-Venant




Rappel: Equations du probleme d’équilibre TEL

(P)-

S :‘fid sur Sgi
1=1,2,3 S, US, =0Q mes(S; NS,)=0

Théoréme: Pour un pb (P) “bien posé” la solution ¢ existe et est unique.

La solution  existe et est unique a un déplacement de solide rigide prés &'

vérifiant £7=0 sur S



Rappel : champs SA et CA

« Champs de contrainte statiguement admissibles (SA)

divo+ f =0
o, N =T° sur S

1=1,2,3

O'SA<:>{

T !

« Champs de déplacement cinématiqguement admissibles (CA)

1=1,2,3

ECA = £=&"sur S

Si !




Résolution du probleme d’équilibre TEL

e Méthodes de résolution

o SA & CA
Méthode des
déplacements
Méthode 1
des = —(V§+ Vg?)'
contraintes = 2
—
T 5=1+—V0'—1Tr(0')5+ar5
= E = E == =

o=ATr(g)d+2ug-kzo




Equations de compatibilité

La méthode des contraintes suppose une intégration de ﬁ vers 5

Tous les tenseurs d’'ordre 2 ne donnent pas un champ de
deplacement par intégration 1

Les composantes de & doivent satisfaire les 6 conditions de

compatibilité qui, en coordonnées cartésiennes, s’ecrivent :

0% A
Ein T Ewii — it —Ejik =0 ou g —
ij,kl Aj : , :
oX , 0X,

(11.2.2).(2.2.33).(33.11),
“1(11.2.3).(2,2,31).(3312)

(i, j,k,1)




Equations de compatibilité

« Un champ constant (transf.homogene) est Géom. Comp.

1Ay

_— — —_— —>0 o —_—
E(X)=eX+E +oAX
« Unchamp ﬁ dont les composantes sont affines / X; est Géom. Comp.

 Un champ sphérique § =€ é est Géeom. Comp.

si et ssi € est affine / X



Equations de Beltrami

) .
« Encombinant: ‘ Equat'ons.de
_ o Beltrami
— Equations d’équilibre
— Loi de comportement 1
homogene isotrope > , ,
. En coordonnées cartésiennes :
« Avec la condition
— Champ de force volumique f PE [TI"(TJ
uniforme (1+v) Ao+ = =0
OX; OX,
J
Applications :

e Cas ou toutes les conditions aux limites sont en contraintes
» Calcul en géometrie plane




Méethode des contraintes — Flexion plane

A

(So)

Hypotheses :

A

(Su)




Flexion plane — conditions aux limites

+ Surface latérale : o.N =0 sur S

lat

— —X

o.e, da=0; O'M Ano.e, da=Me

Sur S, et S, : données en torseurs ; CL du type Saint-Venant

9



Flexion plane — recherche d’un champ SA

 Intuition : compression des fibres supérieures (y > 0)

traction des fibres inférieures (y < 0).
* Recherche de O sous la forme :

= fye ®e,
divo=0 et Eq. Beltrami vérifées

-Les C.L en Syou S, + prop. repere (X,y,2) :

=> |5[(ye,+ze,)nye, da=—|p[y’da e, =M e,
S,

‘ ﬂz_M/IZ 10




Flexion plane — géomeétrie et axes d’'inertie

Axe x : relie les centres d’inertie

des sections droites
*Origine des axes y et z située au | # J' yda = J'z da=0

centre d’inertie de la section (S) S S
« AXxesYy etz orientés suivant les ‘ j‘ yzda =0
axes principaux d’inertie S

« Moments d’inertie principaux

(inertie de flexion)

11




Flexion plane — Exemples de moments d’inertie

Section circulaire - homogene

rR*
| :Jyzdaz y =1,
S

Section rectangulaire - homogene

bh’
| =|y*da= |b y*dy=
: Iy I y dy 17
S —h/2
hp?
Y12

h/2

anN
<

ylk

12




Flexion plane — tenseur des déformations

« Application de la loi de comportement :

W yve ®e +‘é':" y(e,®e, +e,®e, )

Z Z

Le tenseur des déformations
n'est pas uniaxial
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Flexion plane — champ de déplacement

« Par intégration de

M
—— VX
Sy Elzy
M| X vi,
= +—\y" -z
AL Elz[z 2(y )}
v M
\gz_Elz)"-

Rappel : condition HPP

& , on obtient le champ de déeplacement :

+

Un mouvement rigidifiant
(translation + rotation)

—)
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Flexion plane — géomeétrie de la transformation

M x°
X,00)= ——¢e
5(x0.0) El, 27
M
’ M t=p, - Xe,
S El
et @ :
(@) M L X

(Parabole=Cercle osculateur de centre O et de rayon EL /M)

Les sections droites restent planes et L a t

La section d’abscisse x tourne autour de e, d’un angle

)=

15



Essals de flexion

Flexion 3 points ‘

Flexion4 points ‘
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Principe de Saint-Venant (1855)

* Principe (non démontré)

"les champs de contrainte et de

deplacement dans une région
suffisamment éloignée des
frontieres sont quasiment
inchangeées si I'on remplace
une distribution d'efforts sur
ces frontieres par une autre
distribution équivalente de

torseur identique."

Adhémar Jean-Claude
Barré de Saint-Venant
(1797- 1886)
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Flexion d'un nanotube de carbone
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Torsion d’'un nanotube de carbone
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Nanotubes de carbone

Observés pour la premiére fois en 1991, les nanotubes se présentent
comme des tubes creux concentriques séparés de 0,34 nm avec un
diametre interne de I'ordre du nanometre et une longueur de I'ordre de
guelques microns.

Un tel filament présente une résistance 100 fois supérieure a l'acier,
pour un poids divisé par six.

Historique
Jusqu'en 1985, les seules formes cristallisées connues de carbone pur
étaient le graphite et le diamant.

En 1985 trois chercheurs R. Smalley, R. Curl (Rice University, Houston,
USA) et H. Kroto (University of Sussex, Grande Bretagne) ont découvert
une nouvelle forme de carbone, le C60 constituée de 60 atomes de
carbone répartis sur les sommets d'un polyédre régulier constitué de
facettes hexagonales et pentagonales.

20



 Torsion d'un arbre circulaire
— Equilibre isotherme : t =0.
— Moments +C €, et -C€, exercés aux extrémités.

— Surface latérale libre de contraintes.
— Rayon a (section droite).




e Torsion d'un arbre circulaire
— Conditions aux Limites

N

en S, T=0.n=0
c

en S0 et SL :J-O_M ATda et R=0 Conditions GLOBALES
S

- ' a respecter pour T :
en Résultante

\

et en Moment

G hE
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e Torsion d'un arbre circulaire

— Recherche d'un champ de déplacement Cinematiquement
Admissible (CA).

enz: 9= fze, = rotation {=0A0M

avec OM=re, = &=prze,

23



Torsion d'un arbre circulaire
— tenseur des déformations

&= %(Vj + tV_§)= %ﬂr(ge ®e, +e, ®e,)

Loi de
comportement

- tenseur des contraintes

o=Trell+2us=pur(e, ®¢, +e,®¢,)
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Torsion d'un arbre circulaire
— Vérification du caractere Statiqguement Admissible de

M ATda=+Ce, (en S, et S))

O

25



e Torsion d'un arbre circulaire
— inertie de torsion

» La troisieme condition se réécrit (par exemple en S)) :

IOM Al da = j(rgr/\ggz) 27101 =
S,

S

On en déduit la relation cherchée entre C et [3: C
2
C= B J ou J= 7z7est I'inertie de torsion
du cylindre
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Autre exemple de torsion

....pour laquelle il n'existe pas de solution analytique aussi simple...
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Torsion d'un nanotube de carbone...

www.ipt.arc.nasa.gov
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Probleme d’equilibre élastique linéaire

Théoremes énergeétiques et Solutions approchées

Théoreme des Travaux Virtuels (TTV)

Théoreme du minimum de I'énergie potentielle

Théoreme du minimum de I'énergie potentielle complémentaire
Combinaison des deux théoremes

Applications




Nécessité des solutions approchées

 Difficulté (voire impossibilité) d’obtenir des solutions
exactes au probleme d’équilibre EL dans plusieurs
situations :
— Geéométrie complexe
— Inhomogénéité matérielle

 Recherche d'une formulation “faible” du probleme,
basee sur des considérations energétiques.




Théoreme des Travaux Virtuels (TTV)

vg verifiant divo + f

P.P.V

T.T.V.

n
W 0 Q2

0 dans Q

dV mganW

I

IIQ

" C'/morceaux ; X :éventuelle surface de discontinuité de V'

L

ppl 1 | ;

Jo:e€) dﬂzzﬂ-ﬂﬁ* [ £d0+ [ onda

5 / morceaux; X : éventuelle surface de discontinuté de 5

3




Equations du probleme d’equilibre en élasticité lineaire

(P)-

i=1,2,3 S, US, =0Q mes(S; NS,)=0

(P) “bien posé”; solutiongc et§




Théoreme du minimum de I’énergie potentielle

(é:)i g f')dQ ' Energie élastique de déformation de & CA

CD( .): J‘ f_eg.dQJrz J‘-I-idggi' ds : Travail des efforts extérieulrs donnés
5 s dans le déplacement CA &

E, (&)W (E)-0 ()

Th: Le champ de déplacement & solution du probléme d’équilibre

élastique linéaire minimise parrﬁi les champs CA &' lafonctionnelle
énergie potentielle Ep

E,(§)<Elg) Ve CA




Exemple d’application du théoreme de minimum pour les
déplacements

Sphere sous pression

Solution (exacte) de référence :

b
§r:al’—|—F

Recherche d’'une solution approchée avec

un champ CA le plus simple possible:

5 03 5 — U gr

\ 4




Sphere sous pression — solution approchée

 Calcul de I'énergie potentielle (dans I'espace des &' CA chaisis) .

2

§-Ue =z = (e, ®¢,+e,8e,) =2 =6, ®¢, +e, @, )

|
wie)= (%(T re f+uTr(e? )de 87 (r —r, YA+ 1)U’

CD@): TO&dS= ijUda 472U p,

mmp  [E,[£)-47U2U (2 +u)n—1,)-p, 1]

- -




Sphere sous pression. Solution approchée

 Minimisation de I'énergie potentielle

ﬁ Recherche de la "meilleure” constante U au sens
énergétique du terme.

oE, Po ro2

—) 00 2 VT )

oﬁ

/1+,_L,1)

T

‘ Le champ CA recherché estici : f' _ ( P, Iy
| 4

)gl
O

(A4 ) =1,)

pOO r03 r13 pOrO2
I ‘ <
()=, )(3z+zﬂ+4ﬂj A nn)

= E,()=-2ari pé ()< E )= xp’




Théoreme du minimum de I’énergie potentielle complémentaire

1 1 1 1 1
W *(g)zj‘gg S0 dQ | : Energie élastique en contrainte de o SA
2 =

1
i ' d : Travail des ‘réactions’ associéesa O
CD*Q)— ZJ-UU n; & dS , , =
i dans les déplacements données

W0

Th: Le champ de contrainte ¢ solution du probleme d’équilibre
élastiqgue linéaire minimise parmi les champs SA g' la fonctionnelle

s

énergie potentielle complémentaire E,

E(o)<E.lo) Vo S.A




Formule de Clapeyron et Théoreme d’encadrement

Pour les champs solution O et é
1 1
W *\o S:iodQQ=|—¢
o) fLeisiom- e
Formule de Clapeyron :

1 £(£)dQ =W (J)

||||5U

W(g)=w*(o)= 1[cp() @]z E[iédQ+ZjTid§i ds>" [oyn; &’ ds

% Travailde touteslesforcesext.

Théoréme - Ec (g')g _EC (g): Ep (é)g Ep (él)

d’encadrement: \v,é. CA, Vgl S A
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Application : module d'Young apparent d'un cylindre hétérogene

Ax)u(x) = EX) v(x)

sur (S,): &(L)=—5; T*(L)=T*(L)=0|

sur(S,): £(0)=0 ; T%(0)=T'(0)=0

ur (Slat): Tid =0

Hyp : - transformation isotherme ; état initial naturel

- pas de frottement

But : déterminer relation entre Q et ¢, soit :
(Q est ici l'inconnue)
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Module d'Young apparent d'un cylindre inhomogene (2)

Application de la formule de Clapeyron

— [E)los

Calcul des travaux des efforts extérieurs

ofg)-[ fga0+ (176 da=0

CD*&):Z J-gid o,n, da=Qo

Ep(@ - _Ec(g)

1
=Qs
5 Q
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Module d'Young apparent d'un cylindre inhomogene (3) :
Application du theoreme de minimum en contrainte

1. Par analogie avec le cas du cylindre homogene, on peut choisir le champ SA :

—)

Sg

'vv*(g')z%z_"idg:"m(ij et cb*(g):z_[.fida;jnjda:_(sa's
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Module d'Young apparent d'un cylindre inhomogene (4) :
Application du théoreme de minimum en déplacement

Toujours en s'inspirant du cas homogene, on choisit un champ CA .
 =axe, +b ygy—%zgz

On calcule a et b qui minimisent E,

_ R
Tous calculs faits: E G): pusk o 3%+%ﬂ
P 2 L A+u

Th du minimum de E,.

£, (6)<E, (&) = SQo<

uSL 6% 34+2u
2 L A+u

c QL 3Z+2y
= aS5'u/1+,u'

14




Module d'Young apparent d'un cylindre inhomogene (5) :

== o

ncadrement

La combinaison des deux inégalités fournit I'encadrement suivant :

-t E.<u

B

Des informations plus précises sur I'inhomogénéités permettraient
de raffiner cet encadrement

Dans le cas homogene, I'EqQ. (1) fournit E, =E.

3

=

+2_
=t
+ U
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