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Série d’éxercices n°4 (avec solution)-Equations différentielles

Exercice n°1 :

Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :
Ny —y=(x+1)e*, pourzeR.

2)y —tanx y =sinxz, pourz €] -, I[.

3) (1+e€")y = ye” pour x € R.

4) 22% =2 +y*>  pour z € R.

Solution :

1) Les solutions de I’équation homogeéne associée :
y —y=0

sont les :

y(x) =Xe®, A eR.
Le second membre est la fonction :
g(x) = (z + L)e".
Comme e* apparait dans les solutions de I’équation homogeéne on cherche donc une solution
particuliere de la forme :
yp(x) = (az?® + bx + c)e”.
On a :
Yp(2)— yp(x) = (v + 1)e* = (2ax + b)e” = (z + 1)e”.
Par identification des coefficients, on trouve que :
yp(@) = (2a? + )er.
Les solutions de notre équation initiale sont :
y=yu+yy= (G +z+ e, z€R, INeR
2) L’équation homogene associée est :
y —tanx y = 0.
Une primitive de :
f(r) = —tanx = — B,

est : F(r) =In|cosz| =1In(cosz) carz €| — 7, %]
Donc la solution générale de 1’équation homogene est :
y(z) = Cexp(—F(z)) = Cexp(—In(cosz)) = -

Cherchons maintenant une solution particuliere y, qui vérifie :
y,(z) —tanz y,(z) = sinz.
Cette solution s’écrit sous la forme :
yp(z) = G(x) exp(—F(z)) avec G(x) primitive de sinx exp(F'(x)) = coszsin .
Par la suite on trouve que :
1 o2 1 in2
G(zr) = 5sin“z et y,(v) = G(2) oz = Jors-
La solution générale de notre équation est :
y(l’) _ _C sin? x _ sin® z4+C’
cosx 2cosx 2cosz




3) La fonction nulle (y = 0) est une solution de (1 + e*)y’ = ye® pour = € R. Supposons que
y # 0, alors ’équation précédente et équivalente a une équation & variables séparables :

Y _ e
/_y_/1+w

y  14e®?
Donc : Injy=In(l+e")+ K =y=C(1+¢€"), C eR"
La solution générale est donc :
y=C(l+¢"), CeR.
4) Pour z # 0, I’équation
22%y = 2>+ (E)

est équivalente a :

2y =1+ (%)2
Une équation de type homogene. Posons z = £ alors :

y=zr =1y =2(z+x).
remplagant dans (E), on trouve :

1+ 22 =2(z+ 22"

1422 —22=2x2 = (1 —2)* =2z
Don on obtient:

1 2
T et [ g e

Par la suite ontrouve que :

d’ot :

2x

RT\{1}.
moa  avee Cz e RT\{1}

‘ InCx y=92

Exercice n°2 :
Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :
1) y"(z) — y(z) = 0.
2) y"(x) + 6y'(z) + 9y(x) = 0.
3) v'(x) + 4y (z) + 13y(x) = 0.
Solution :
1) L’équation caractéristique de y”(z) — y(x) = 0 est :
2 —1=0, A=4>0, m=—-1 et ry=+1.
Donc on a deux racines réelles distinctes . Par conséquent la solution générale est donnée
par :
y(z) = Nexp(—x) + pexp(z), z € R, A\ pueR.
2) L’équation caractéristique de y”(z) + 6y'(z) + 9y(x) = 0 est :
r24+6r+9=0, A=0, ro=—3.
Donc on a une racine réelle double. Par conséquent la solution générale est sous la forme :
y(x) = AN+ zp)exp(—3z), € R, N\ pueR.
3) L’équation caractéristique de y”(z) 4+ 4y'(x) + 13y(x) = 0 est donnée par :
r?+4r+13=0, A=-36<0, r,=-2+3i et rp=—2— 3.
Donc on a deux racines compléxes conjuguées. La solution générale dans ce cas est :
y(x) = (Acos3x + psin3z) exp(—2x), z€R, A\ueR.
Exercice n°3 :



Résoudre I’équation différentielle suivante :
y"(x) +y(x) = cosx (E).
Solution :
L’équation donné est une équation de deuxiéme ordre non-homogene. Son équation associée
est :
y"(z) +y(x) =0.
L’équation caractéristique de cette derniére est :
2 —1=0, A=-4<0, =1 et ry = —i.
Donc on a deux racines compléxes conjugués. La solution générale dans ce cas est :
ya(z) = (Acosz + pusinz), ze€R, A\pekR.
Le second membre est : g(z) = cosz. Utilisons la méthode de la variations des constantes et
cherchons une solution particuliére de la forme :

Yp(z) = C1(2)y1 + Co(2) Y2 avec y; = cosz et yp =sinx
qui vérifie :
Clla)y + Cylae =0 et Clla)y + Chlals = gla).  (S)
Remplacant par :
Yp(z) = C1(x) cosz + Cy(x) sinx
Dans (S) et résolvant le systéme on trouve :
Ci(z) =<2 et Co(z) = ! 4 L
Une solution particuliére est donc :
Yp(w) = “SB2L cos x4 (22 4 L)ging = L 4 Lginyg.
Alors la solution générale est donée par :
y(x) = yu(x) +yp(z) = Acosw + (u+ §)sinz, xR, A\pck
Exercice n°4 :
En utilisant le changement de variable x = e résoudre 1’équation différentielle suivante :
2y +ay +y=0 sur |0, +00] (1).
Solution :
Comme on cherche une fonction de = €]0, +00], et que 'application est bijective de ]0, +o00|
dans R, on peut prendre comme changement de variable : x = e’ et Z(t) = y(e'). Donc on
a:
t=Inz, yx)=z(nz), y(x)=21Z(Inz)=e"2Z'(t)
et Y'(x) = —%Z'(Inz) + 52"(Inx) = —e 22/ (t) + e 2 2"(t).
En remplagant dans (1) on trouve que :
2y +xy +y=0 sur |0, +o0[& Z"(t) + Z'(t) =0, sur R.
Cette derniére posséde la solution générale suivante :
Z(t) = Acost+ psint, teR, A\ pueR.
On conclut que la solution de notre probléme est :
y(x) = Z(lnz) = Acos(Inz) + psin(lnzx), =z €]0,+0c0], A\ pue€R.



