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0.1 Equations différentielles ordinaires :

Définition 0.1.1 Une équation différentielle ordinaire (E.D.QO) d’ordre n est une relation

entre une fonction inconnue y(x) d’une seule variable réelle x, ses dérivées y' (), " (x), -+ ,y™(z)

et la variable indépendante de la forme :

F([L’,y(l’),yl(lﬂ),y”(flf), T 7y(n)($)) =0 (E)

(ou tout simplement F(x,y,y',y", - ,y™) =0) ou F est une fonction continue.

— L’ordre n de I’équation différentielle est ’ordre de la dérivée la plus élevée apparaissant
dans I’équation.

— L’équation différentielle est dite ordinaire si elle comporte une seule variable indépen-
dante.

— Si la fonction Y est a valeurs dans R, I’équation (E) est dite scalaire.

— Si la fonction Y est & valeurs dans RY, I'équation (E) est dite vectorielle.

Exemple 0.1.1 1. 23y +y*—T = 0 est une équation différentielle ordinaire du premier

ordre.
2. y" + (5z® + 8)y’ — by = x est une équation différenticlle ordinaire du second ordre.

3. yW + (Tsinz)y + 23y® = 0 est une équation différentielle ordinaire du troisiéme

ordre.

Définition 0.1.2 On appelle solution de (F) sur I, ou intégrale de (E) sur I, toute fonc-
tion @ définie sur un intervalle ouvert I admettant des dérivées jusqu’a ’ordre n et telle
que :

F(z, p(x),¢'(2), ¢"(2), -, " (2)) = 0 (E).
Résoudre (E) dans I, c’est trouver l’ensemble de ses solutions dans I. Une équation pouvait

posséder une infinité de solutions.

Exemple 0.1.2 Considérons [’équation différentielle :
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Y = 2zy +4x. La fonction y(z) = kexp(z?) est bien une solution de cette équation sur R,

ceci quel que soit k € R.

Cas particulier : ' = f(z) = y = [ f(x)dz.

Les solutions de cette équation sont les primitives de la fonction f.

0.2 Equations différentielles du premier ordre

Une équation différentielle du premier ordre est une équation du type :

F(r,y,y') =0&y = f(z,y).

On distingue les types suivants :

1. Equations & variables séparables :  f(y)y = g(z).
2. Equations homogeénes 3y = f (%).

3. Equations linéaires : o/ + f(x)y = g(z).

4. Equations différentielles de Bernoulli : ¢/ + f(z)y = g(z)y*, o € R—{0,1}.

0.2.1 Equations A variables séparables

Une équation différentielle est dite & variables séparables si on peut I’écrire sous la forme :

Y =% = (fly)y = g(z) & fy)dy = g(x)da.

On integre alors chacun des cotés en considération les variables indépendantes :

[ fw)dy = [ g(z)dz.

Exemple 0.2.1 Considérons l’équation différentielle : \/1 — x2y'y? = 1.

Elle est équivalente a :
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qui est une équation a variables séparables. En intégarant on trouve :

/ yidy = / il

sy® = arcsinz + C

y = v/3arcsinz + 3C.

Exemple 0.2.2 Résoudre l’équation différentielle :

y' = 2yiﬁ;y (1)
et trouver la solution qui vérifie la condition initiale y(1) = 7.
L’équation (1) est équivalente a :
(2y + cosy)dy = 62%dx
[(2y + cosy)dy = [ 62%dx
y? +siny = 2z + C. (2)
Le solution est donné d’une maniére implicite.
La condition initiale est y(1) = m, on remplace x = 1 et y = 1 dans ’équation (2) on
trouve :
2 +sinr=2+C=C=m?-2.

Par la suite la solution est donné implicitement par : y* + siny = 2z + 72 — 2.

0.2.2 Equations homogénes

Définition 0.2.1 Une équation différentielle est dite homogéne si on peut [’écrire sous la

forme suivante :

y = f(Y).

Afin de résoudre ce type d’équations, on pose : z = £, soit y = zw et y' = 2’z + 2
Donc :

Y = F(Y) & a2 = f(2) - 2.
Cette équation différentielle est une équations différentielle a variables séparables.

On chercher a résoudre ’équation suivante :
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Exemple 0.2.3 Considérons [’équation homogéne suivante :
y =exp(¥)+L..(1)

Passons aux changement de variables :
z=%=y =242z

Remplagant en (1) on obtient :

z+xz =exp(z) + 2z = a2’ =exp(z) = 2 exp(—z) =

8 =

En intégrant on obtient : [exp(—z)dz = [1dx = —exp(—z) =In|z|+ C,

ce qui est équivalent o : exp(—z) =1In % Par la suite : y = —z In(In %)

0.2.3 Equations différentielles linéaires

Nous nous intéréssons ici aux équations différentielles ordinaires linéaires.

Définition 0.2.2 Une équation différentielle du premier ordre est dite linéaire si elle
s’écrit de la forme : v+ f(x)y = g(z),
(i.e. elle est linéaire par rapport & la fonction inconnue y et par rapport a sa dérivée y')

ou f et g sont des fonctions réelles définies et continues sur un intervalle I de R.

Equations différentielles linéaires homogénes

Définition 0.2.3 Soit f une fonction réelle continue sur un intervalle I de R. Une équa-
tion différentielle du premier ordre homogéne du premier ordre est une équation différen-

tielle de la forme :

y' + f(x)y = 0. (En)

Remarque 0.2.1 La fonction nulle est solution de l’équation différentielle du premier

ordre homogéne (Ey).

L’ensemble Sy des solutions de 'équation différentielle (Ey) sur I est donné par :
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Su = {y, tel que y(z) = Cexp(—F(z)), C € R}
ou F' désigne une primitive de F' sur [ i.e. :

= [ f(@)dz,  y(z) = Cexp(— [ f(2)

Exemple 0.2.4 Soit I’équation différentielle homogéne du premier ordre :

Y + 25y = 0....(Ep)
Ona:(By) &y =—my ey =Cexp(— [ Pmdr
&y = Cexp(—barctan(z)).
Donc :

Su = {y, tel que y(z) = C'exp(—barctan(z)), C € R}.

Equations différentielles linéaires non-homogénes

Considérons I’équation différentielle linéaire non-homogene :

y + f(@)y = g(z) (E).
On appelle équation différentielle homogene (Ey) associée a (E) 1'équation :
v+ fx)y =0. (En)-

Proposition 0.2.1 Soient y, une solution particuliére sur I de l’équation différentielle
linéaire (F) et (yy) les solutions de ’équation différentielle (Ey) sur I. L’ensemble S des

solutions de I’équation différentielle (E) sur I est donné par :

S={y, y=yu+uyp}.

Exemple 0.2.5 Considérons l’équation : v — xy = —2* (F).

Vérifier que y, = x> — 2 est une solution particuliére de (E) et déduire les solution de (E).
On a y, = 2x, remplagant dans (E) on trouve :
2z — x(2? — 2) = 23
Donc y,, est bien une solution particuliére de (E).
L’équation homogéne associé a (E) est :

y —xy=0
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Ses solutions sont de la formes : yg = C’exp(%:cQ).
Par la suite les solutions de (e) sont :

y=yp+ym=1"—2+ Cexp(32?).

Exemple 0.2.6

0.2.4 Equations différentielles de Bernoull

Définition 0.2.4 On appelle équation de Bernoulli toute équation différentielle de la

forme :

Y + f(x)y = g(x)y*, a € R—-{0,1},

ou f et g sont des fonctions continues.

On remarque que si n = 0, ’équation de Bernouli n’est qu’'une équation linéaire avec
second membre

y' + fe)y = g(x),
et si n = 1 ’équation est équivalente a I’équation linéaire sans second membre :

Y+ (f(z) — g(z))y = 0.
Afin de résoudre ’équation de Bernoulli on ’a raméne avec un changement de variable
adéquat & une équation différentielle linéaire avec un second membre.
On a:

Y + f(@)y = g(2)y* = vy + f(@)y"* = g(2)........(1)
Posons : z =y Parlasuite: 2 = (1—a)yy .
Substituons dans I’équation (1) on obtient :

Y+ (1 =n)flz)z=0-n)g(z)  (2)

On constate que I’équation (2) est linéaire, simple a résoudre par la méthode de variations

des constantes.
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0.3 Equations différentielles linéaires du second ordre
a coéfficients constants

Définition 0.3.1 Une équation diférentielle linéaire du second ordre, a coéfficients constants
est une équation de la forme :
ay” +by' +cy = g(v) (£)
ot a,b,c € R, a+#0 et g est une fonction continue sur un intervalle I.
L’équation :
ay’" +by +cy=0 (Ep)

est appelée ’équation homogéne associée o (F).

Théoréme 0.3.1 L’ensemble des solutions de l’équation homogéne (Ey) est un R-espace

vectoriel de dimension 2.

0.3.1 Résolution de I’équation homogéne

rr

On cherche une solution de (Ej) sous la forme y(z) = € ou r € C est une constante a

déterminer. On a: ay” +by +cy=0= (ar* +br +c)e’* =0= ar’ + br + ¢ = 0.

Définition 0.3.2 L’équation ar?-+br+c = 0 est appelée ’équation caractéristique associée
a (Ep).

et A\ = b* — 4ac est appelé le discriminant caracteristique associé a (Ep).

Théoréme 0.3.2 1. st A > 0, l’équation caractéristique posséde deux racines réelles

distincts 1 # 1o et les solutions de (Ey) sont :
y(x) = Nexp(riz) + pexp(rax), ot A\, pu € R.
2. si A =0, l’'équation caractéristique admet une racine double ry et les solutions sont :

y(x) = (A + px) exp(rox) ot A\, pp € R.
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3. st /N <0, l’équation caractéristique posséde deux racines complexes conjugués
r=a+if8, ro =a—if et les solutions de (Ey) sont :

y(x) = exp(ax)(Acos(fx) + psin(fz)),  ou A\ p€R.

Exemple 0.3.1 1. Considérons [’équation différentielle :
y" + 5y + 6y =0.
L équation caractéristique est r>—5r+6 = 0, elle posséde deux racines réelles distincts
ry = 2,19 = 3. donc ,pour tout x € R, la solution est
y(z) = Nexp(2x) + pexp(3z), ou A p€R.
2. L’équation caractéristique de [’équation
y' —6y+9y =0
est 2 — 6r +9 = 0. Le discriminant est nul /A = 0 , donc on a une racine réelle
double rq = 3 et par la suite les solutions sont :
y(z) = (A + px) exp(3zx) ou A\, pu € R.
3. L’équation caractéristique de I’équation
y' —2y+5y=0
estr? —2r+5=20. Ona A <0, elle posséde deux racines complexes conjugqués

ry =14 21, 7o =1 — 21 et par la suite les solutions sont :

y(z) = exp(x)(Acos(2z) + psin(2x)),  ou A, pu € R.

0.3.2 Equations avec second membre (non-homogéne)

Nous traitons maintenant le cas de la présence du second membre g qui est une fonction

continue sur un intervalle ouvert / C R :
Proposition 0.3.1 ay” + by + cy = g(x) (E).

Proposition 0.3.2 Les solutions générales de l’équation (Ey) s’obtiennent en ajoutant les

solutions générales de l’équation homogéne a une solution particuliére de (F).

9
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Il reste donc & trouver une solution particuliére.
On traite le cas suivant :

g(x) = exp(ax)P(x), a € R et P un polynome, alors on cherche une solution
particuliére sous la forme

yo(x) = 2™ exp(a2)Q(x),
ou () est un polynéme de meme degré que P avec :
— yo(x) = exp(ax)Q(z), (m = 0) si «an’est pas une racine de I’équation caracteristique.
— yo(z) = zexplar)Q(x), (m =1) si a est une racine simple de I’équation caracteris-
tique.

— yo(z) = 2% exp(ax)Q(x), (m = 2) si a est une racine double de I’équation caracteris-

tique.
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