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Exercice n�1(6 points) :

1. Énoncer le Théorème de Baire.

2. Énoncer le Théorème de Kakutani.

3. Dites si l�énoncé est vrai ou faux. Si l�énoncé est faux corrigez-le :

a) Dans un e.v.n. de dimension in�nie la boule unité fermée est compacte pour la

topologie forte.

b) Si la suite (fn)n2N converge pour ��(E 0; E) alors elle converge pour �(E 0; E 00).

c) L�espace E 0 est séparable si et seulement si E est séparable.

Exercice n�2 (4 points) :

1. Soit E un e.v.n. et F un sous-espace vectoriel de E non dense. Montrer que :

9f 2 E 0 tel que F � Kerf:

2. Soit (Un)n�0 une suite d�ouverts denses dans (R; j:j). Montrer que :

U := \Un
n�0

n�est pas un ensemble dénombrable.

Exercice n�3 (4 points) :

Soit E un espace de Banach ré�exif et M un s.e.v. fermé.

1. Montrer que M est aussi fermé pour �(E;E 0):

2. Montrer que BM la boule unité fermée de M est compacte pour �(E;E 0):

3. Déduire que M est ré�exif.
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Exercice n�4 (6 points) :

Soit E et F deux Banach et T une application linéaire de E vers F . On appelle graphe

de T (noté G(T )) le sous-ensemble de E � F suivant :

G(T ) = f(x; y) 2 E � F; y = T (x)g:

1. Montrer que si T est continue alors G(T ) est fermé.

2. On suppose maintenant que G(T ) est fermé et on munit E � F par la norme :

k(x; y)kE�F = max (kxkE ; kykF ) :

Soit l�application linéaire : P : G(T )! E avec P (x; Tx) = x:

i) Montrer que P est une application bijective et continue.

ii) Déduire que l�application P�1 est continue.

iii) Conclure que l�application T est continue.

� Bon courage �

2


