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Exercice1: (Aphl: 7=2+1.5+1.5+1.5+0.5,s17: 7=1.54+1.54+1.5+14+1+40.5)

1. Théoréme de prolongement de Hahn-Banach Considérons E un
e.v.n. et G un sous-espace vectoriel de E et soit g : G — R une forme

linéaire continue de norme ||g||o, =  sup g(x). Alors il existe un
z€G,|lz[|<1

prolongement f € E' de g tel que : || f||z = [|lgllo -

2. Théoréme de P’application ouverte Soit E et F' deux espaces de Ba-
nach et T € L(E,F) surjective. Alors T est une application ouverte,
i.€.

Je>0: Bp(0,¢) C T (Bg(0,1)).

3. a) Faux (corr. tout ouvert de la topologie faible étoile est un ouvert de
la topologie faible, ou tout ouvert de la topologie faible est un ouvert de
la topologie forte).

b) Faux ( corr. Dans un Banach E si une suite converge faiblement alors
elle converge fortement ou dans un Banach E de dimension finie si une
suite converge faiblement alors elle converge fortement).

¢) Vrai.
Exercice 2 : (4.5 = 2.5+2)

1) Posons F' = Rz et définissons sur F' 'application L(Azo) = A||zo]| g,
VYA € R. L’application L € F’. Le théoréme de prolongement de Hahn-
Banach assure l'existence de f € E’ tel que fijp = L et ||f]|5 = [|L]p
Donc f(zo) = ||zollz et || fll g =1 car ||L||z = 1. En effet :
L L(Axg All|xo
Ll = sup WG = s B =, S0 s = 1
2) Si x1 # o alors posons = x1 — x2 # O, il existe d’aprés la question
précédente f € E’ telle que f(x) = ||z|| # 0. Ceci implique que : f(x;—x2) # 0.
Cest-a-dire f(z1) # f(x2).
Exercice 3 : (8.5=2.5+3+3)
1) Soit x1,2z9 € E avec 1 # x9. D’aprés le théoreme de Hahn-Banach
(deuxiéme forme géométrique) ou directement d’aprés la deuxiéme question de
Pexercice précédent il existe f € E' tel que f(x1) # f(x2). Posons :

e — |f (1) — f(z2)|
4

Vi= [T 0f (@) —e fla)e]) et Vo= f7H(1f (w2)—e, fla2)+e).



V1 et Va sont des ouverts pour la topologie faible o(E, E')

et de plus #1 € Vi, 29 € Vo et V3 N V5 = (). Alors la topologie faible est
séparée.

2) Supposons que G(T') est fermé et montrons que T est continue. Munissons
E d’une seconde norme définie par :

[zllp = llzllg +Tllp, Vzek.

Comme G(T') est fermé, on déduit que (E, ||||) est un espace complet i.e. de
Banach. ( G(T) est fermé dans Pespace complet F x F, donc il est complet).
D’autre part on a :
Jallp < 7l
Un corollaire du théoréme de l'application ouverte entraine que ces deux
normes sont équivalentes :

3C >0, VeeE: ||y <Cllzlly.

Donc :
Ve € E: |Tz||p < Clzllg,

ce qui veut dire que T est continue.

3) Montrons le par 'absurde. Supposons que X = UF,, et qu’il n’existe pas

n>0
un tel ng, c’est-a-dire :
[e]
VneN, F,=0.

Donc (F,), cyest une suite de fermés d’interieur vide de I’espace métrique

complet (X,d). Le théoréme de Baire implique alors que UF;, est d’intérieur
n>0

o
vide. Contradiction avec le fait que X = UF,, (car X = X).
n>0



