République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministére de ’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique
Université Djilali Bounaama—Khemis Miliana

Faculté des Sciences et de la Technologie

Notes de cours
Mathématiques 2
(L1 ST-SM)

Présenté par : Dr. Leila Slimane

Année Universitaire-2021-2022



Table des matiéres

(1.1.2  Matrices particulieres| . . . . . . . . ... .. ... ...

(1.1.3  Egalité de deux matrices| . . . . . . .. .. ... . oL

(1.1.4  Opérations sur les matrices] . . . . . .. ... .. ... .. .....

(1.3.1 Calcul de la matrice inverse par la méthode de cofacteurs] .

[2 Systémes d’Equations Linéaires|

[2.1.1 Forme matricielle (écriture matricielle)] . . . . . ... ... ... ..

=~ W W W

(@34



Chapitre 1

Matrices et Déterminants

1.1 Matrices

1.1.1 Définitions et notions

Dans tout ce chapitre, k désigne le corps R ou C, n et p deux entiers naturels non nuls.

Définition 1.1.1 On appelle matrice A de dimension (taille) n X p a coéfficients dans
k wun tableau rectangulaire de mombres dans k comportant n lignes et p colonnes. Ces

nombres sont appelés coéfficients de la matrice A.

Notation

1. Les matrices sont représentées par des lettres majuscules (A, B, C, - - - etc.).

2. Une matrice A est représentée entre deux parenthéses ou deux crochets :

all “ .. a’l] LY a/lp all ) al] IR a/lp
A = a;1 .. a/ij .. i, ou A = a;1 P aij .. Ain
anl ) a’I’L] “ . anp | a’I’L]_ ) an] ) anp ]
ou encore A = (a;j)1<i<n ou A = (ai;).
1<5<p
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seme

3. On note a;; 'élément ou le coéfficient de la matrice situé sur la i ligne et la j

colonne (ces indices donnent I’adresse ou la position de chaque élément).

4. La dimension (la taille, 'ordre) de la matrice est notée par dim A : dim A =n X p,

n désigne le nombre de lignes et p le nombre de colonnes.

5. L’ensemble des matrices de dimension n x p & coéfficients dans k est noté M, , (k).

Remarque 1.1.1 On ne doit pas confondre a;; qui est un élément avec (a;;) qui est une

matrice dont les éléments sont les a;j.

1 3+2t 0
1 0 V3
Exemple 1.1.1 Soit A= et B= 1 0 e
T —2 145
-7 0 11

OnadimA=2x3 e dimB =3x3. On a par exemple : ajo = 0, ass = 1 + /5,

bll — i, b12 — 1, b33 — 11

1.1.2 Matrices particuliéres

1. La matrice nulle de dimension n x p est la matrice dont tous les coefficients sont

nuls, on la note 0, ,. Par exemple :

032 = 00
0 0

2. La matrice A est une matrice ligne (vecteur-ligne) si dimA=1xp (n=1):
A = (a11,a19, . ..,a1p) .Par exemple : A = (—7, 4, \/5) .

3. La matrice A est une matrice colonne (veteur-colonne) si dimA=nx1(p=1):

ail ,
i
a1z
A= . Par exemple : A= | 0
v
an1
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4. La marice A est dite matrice carée si n = p (le nombre de lignes est égal au nombre
de colonnes). On note M, (k) par M, (k). Les éléments a1, ass, ..., @y, forment la
diagonale principale.

5. La matrice identité (ou unité) I,, est une matrice carrée d’ordre n ott a;; = 1sii = j

1 00
et a;; =0sii# j. Parexemple: 5= | 0 1 0
0 01

6. La matrice A est une matrice diagonale si A est carrée et si a;; = 0 quand ¢ # j. Par

5 0 0
exemple: A=1| 0 /2 0
0o 0 -1
7. A est une matrice triangulaire supérieure si A est une matrice carée et
5 —2 11
a;; =0sii>j Parexemple: A=1] 0 2 3
0o 0 -1

8. A est une matrice triangulaire inférieure si A est une matrice carée et

™ 0 0
a; =0sii<j. Parexemple: A= —1 1 0
3 8 -1

1.1.3 Egalité de deux matrices

Deux matrices sont égales si elles ont méme dimension et si les coefficients (ou les éléments)
situés a la méme place sont égaux :

dimA=dimB=nxp eta;="b; V1<i<n1<j<p.

-1 0 5
Exemple 1.1.2 Soit A = et B= 0 1

-2 1 3

Ona dmA=2x3et dimB =3 x2. Donc A# B cardim A # dim B.
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Exemple 1.1.3 Trouver les valeurs des réels x et y tels que A = B, ot :

-2 7 -2 2z -1
A: B:

y2—3 0 6 0

Comme les deux matrices ont la méme dimension, on a A = B si et seulement si :

> —3=6 y==+3
=
20 —1=17 =4

1.1.4 Opérations sur les matrices

Dans cette section on va définir quelques opérations sur I’ensemble des matrices M,, ,(k).

Addition des matrices

Définition 1.1.2 Soient A = (a;;) et B = (b;;) deuzx matrices de méme dimension n X p.
Leur somme est la matrice C = ( ¢;;) de dimension n X p définie par :
Cij = CL,‘j + bZ]

(On additionne les éléments qui ont la méme position). On note C' = A + B.

Remarque 1.1.2 - On ne peut pas additionner deux matrices de dimension différentes.
— De méme on peut définir la soustraction de deuxr matrices : C = A — B est la matrice

de dimension n X p définie par c;; = a;; — bi;.

Produit d’une matrice par un scalaire

Définition 1.1.3 Soit A = (a;;) € M, ,(k) une matrice et « € k un scalaire. Le produit
de la matrice A par le scalaire o donne une matrice notée aA € M, (k) et définie par :

aA = a(a;j) = (aa;;) (i.e. on multiplie chaque coefficent de A par o).
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2 5 -3 0 1 =50
Exemple 1.1.4 Soit : A = , B= , O =

-1 0 2 1 7 0 8
FEvaluons A+2B, B+C. Les matrices A et B ont la méme dimension (dim A = 2 x 2 = dim B)

par la suite A et 2B ont aussi la méme dimension donc A + 2B est bien définie :

2 5 3 0 2 5 —6 0
A+2B= +2 — +

~1 0 2 1 ~1 0 4 2

2-6 5+0 —4 5

144 042 3 2

Comme dimB = 2 x 2 # dimC = 2 x 3, B+ C n’est pas définie (elle ne peut pas étre
calculée).
Proposition 1.1.1 Soit A, B,C € M, (k) et a,5 € k. On a les propriétés suivantes :
1. Commutativité : A+ B = B + A.
2. Associativité : (A+B)+C=A+(B+C).
3. Elément neutre pour la somme : A+ 0,, =0,, + A= A.
4. Elément symétrique : A — A=A+ (—A) = (—A) + A= 0,,.
5. Associativité du produit par un scalaire : (af)A = a(BA).
6. Distributivité sur l’addition des scalaires : (o + ) A = aA + [A.
7. Elément neutre pour le produit par un scalaire : 1A = A.

Remarque 1.1.3 On peut montrer que l’ensemble M, ,(k) muni des deux opérations pré-

cédentes est un k-espace vectoriel.

Produit (multiplication) matriciel

Soit A = (a;;) € M, (k) et B = (bi;) € M,,(k) deux matrices. Le produit matriciel de
ces deux matrices C' = AB est une matrice de M, ,(k) dont les coéfficients ¢;; sont définis
par :

P
Cij = @by + aipbaj + @izbs; + - - + aipby; = E i D
k=1

7
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Autrement dit I’élément c;; est le résultat du produit scalaire de la ligne i de la matrice A

avec la colonne j de la matrice B.

-3 0
2 50 I =5
Exemple 1.1.5 Soit : A = , B= 2 1 , O =
-1 0 3 7 0
4 -7

Effectuons le produit matrciel AB et AC si c’est possible.

Ona: dmA=2x3etdimB = 3 x 2. Alors le nombre de colonnes de A est égal au

nombre de lignes de B donc le produit AB est bien défini avec dim AB =2 x 2 et on a :

-3 0
2 50
AB = 2 1
-1 0 3
4 =7

2x (=3)+5x24+4x0 2x0+5x1+0x(=7)
—1x(=3)+0x2+3x4 (-1)x0+0x1+3x(-7)

4 5

15 =21
Comme le nombre de colonnes de A n’est pas égal au nombre de lignes de C, car dim A =

2x 3 etdimC =2 x 2, alors le produit AC' n’est pas défini.

Le produit matriciel a des propriétés différentes de celles du produit de deux réels :

— Le produit AB n’est pas toujours défini : il faut que le nombre de colonnes de A soit

égal au nombre de lignes de B.

— En géneral AB # BA : le produit n’est pas commutatif, méme dans le cas de deux

5 1 2 0
matrices carrées. Prenons : A = et B=
3 =2 4 3
14 3 10 2
-2 -6 29 -2
- AB=0+% A=0o0u B =0, i.e. il existe A et B non nulles telles que AB = 0. On a
0 4 2 -3 00
par exemple : A = , B= et AB =
05 0 0 0 0
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0 —1 4 —1
— AB = AC # B = C. Comme exemple on a : A = , B = ,
0 3 5 4
2 5 -5 —4
C = et AB= AC =
5 4 15 12

Proposition 1.1.2 Soient A, B et C' des matrices de dimension n X p, p X q et ¢ X m

respectivement et o et 5 deux scalaires. On a les propriétés suivantes :
1. Associativité du produit matriciel ~A(BC) = (AB)C.
2. Distributivité & gauche sur l'addition matricielle : A(B+ C) = AB + AC.
3. Distributivité a droite sur laddition matricielle : (A+ B)C = AC + BC.
4. Associativité pour la multiplcation par un scalaire : (aA)(BB) = af(AB).

5. L A=Al =A, A0,, =0,, et 0,,A=0,,.

Définition 1.1.4 Soit A € M, (k) une matrice carrée. On définit les puissances succecives

de A par: A =1, A'=A, Al = AFA ke N. Cest-a-dire :

AP = AA. .- A
—_—
k fois
Proposition 1.1.3 Soit A, B € M, (k). On a
1) (A+B)*= A2+ AB + BA + B,
2) (A+1,)% = A2+ 2A+1,.
1 0 1
Exemple 1.1.6 Soit A=| 0 -1 0
0 0 2
- Calculer A%, A3, A%
- Déduire AP p > 4.
1 0 3 1 0 7

Ontrouwve A2=AA=1| 0 1 0 |,A*=4%24A=1] 0 -1 0

Y

0 0 4 0 0 8
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1 0 15
A =A34A=1| 0 1 0

0 0 16
- D’apres les calculs précédents on peut déduire que

1 0 2P -1

AP =10 (=1) 0 . Cette formule peut étre démontrée par le principe de récur-
rence.

Transposition de matrices

Définition 1.1.5 Soit A = (a;;) € M, (k). La matrice transposée de A, notée A' est
obtenue en permutant les lignes et les colonnes de A :

A = (a;j) € M, ,(k) = A" = (aj;) € M, (k).

2 —1
2 50
Exemple 1.1.7 Soit A = . Alors sa transposée A = 5 0 . De
-1 0 3
0 3

plus dim A =2 x 3 = dim A* = 3 x 2.

Proposition 1.1.4 Soit A et B deuxr matrices et o € k un scalaire. On a :
1. (A" = A,
2. (A+ B)' = At 4+ B,
3. (aA)' = aAt,
4. (AB)" = B*A*,
Définition 1.1.6 Soit A = (a;;) € M, (k), une matrice carrée.

1) A est dite "symétrique" si et seulement si A = A.

2) A est dite "antisymétrique" si et seulement si A' = —A.

10
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1 2 3
Exemple 1.1.8 1) Soit A = 246 |.0na A =
3 6 5
matrice A est symétrique.
0 5 7 0 =5 —7
2)Soit B=| -5 0 -6 |-Ona B'=]|5 0 6
-7 6 0 7 —6 0

est antisymétrique.

1 2 3
2 4 6 = A, donc la

3 6 5

= —B, donc la matrice B

Définition 1.1.7 La trace de la matrice carrée A € M,(k), notée trA, est le nombre

obtenu en additionnant les éléments diagonaux de A. Autrement dit : trA = a1 + a +

Ay,
2 -2 =7
Exemple 1.1.9 Soit A=| 2 6 3
8§ =3 5
Proposition 1.1.5 Soit A, B € M, (k), alors :
1. tr(A+ B) =trA+1trB,
2. tr(aA) = atr(A),
3. tr(A') = tr(A),

4. tr(AB) =tr (BA).

1.2 Déterminants

. Alors :trA = a1 +age+azs = 2+6+5 = 13.

Le déterminant est un nombre que l'on associe a une matrice carrée A € M, (k). Le

déterminant est un outil trés important dans le calcul matriciel et la résolution de systémes

linéaires. Avant de donner son expression dans le cas générale on commence par donner

sa formule pour des matrices de petites tailles.

Cas d’une matrice d’ordre 1

11
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Dans ce cas A = a1 et le déterminant est défini par : det A = aq;.

Cas d’une matrice d’ordre 2

. 11 A2 3 .
Soit A = . Le déterminant de A est le nombre :
Q21 Q22
aix Qaig
det(A) = = 11122 — A21Q12.
ag1 A22

Cas d’une matrice d’ordre 3
a1l aiz2 A3

Soit A= | @y agy asy |- Dans ce cas le déterminant est défini par :

a31 dasz2 G33

11 a2 13
Q22 Q23 Q22 (A23 ag1 A2
det(A) = | ag; a9y asy | = an — Q12 + a3

a3z a3z a3z a33 a31 32
a31 dasz2 G33

On définit le déterminant dans le cas général d’une maniére récursive.

Définition 1.2.1 Soit A € M, (k) une matrice carrée. On note A;;, 1 < i,j < n, la
matrice obtenue en supprimant la i°m¢ ligne et la j*™¢ colonne de A. En développant

suivant une ligne 1 quelconque, le déterminant est le nombre :

det(A) = Z (—1)i+j Qg5 det Aij, 1 S ) S n,

Jj=1

ou d’une maniére équivalente en développant suivant une colonne j quelconque :

det(A) = > (-1)"a;det A;;, 1<j<n.
i=1
Le nombre det A;; est appelé le mineur d’ordre n — 1 de la matrice A et (—1)"7 det A;; est

appelé le cofacteur de A relatif au coéfficient a;;. Le terme (—1)"*/ donne une distribution

des signes + et — analogue a la distribution des cases noirs et blans sur un damier :

12
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+ - + -
-+ -+
+ - + -
-+ - +
5 9 5 9
Exemple 1.2.1 Soit B = . Alors det(B) = =5xT7T-3x9=8.
3 7 3 7
3 =1 0

Exemple 1.2.2 Soit A= 1 2 3

4 —1 -3
En développant suivant la prmiére ligne on obtient :
3 -1 0
2 3 1 3 1 2
det(A)=11 2 3 |=3 —(-1) +0
-1 -3 4 -3 4 —1
4 —1 -3

=3(-6+3)+(—-3—-12)+ 0= —24.

Développant maintenant suivant la troixiéme colonne :

3 =1 0
1 2 3 —1 3 —1
det(A)=11 2 3 |=0 -3 + (—3) = —24.
4 —1 4 —1 1 2
4 -1 -3

Reégle de Sarrus

Cette régle s’applique uniquement pour les matrices d’ordre 3 :
ail G2 013

SiA=| ay @y ass alors on a :

a31 azz ass
det(A) = ay1a2a33 + a12a23a31 + A13G21032 — [A13022031 + Q11023032 + A12021A33] -

13



L. Slimane

Exemple 1.2.3 Calculons le déterminant suivant par la régle de Sarrus : | 1 —1 3

On a:
2 1 0
1 -1 3
3 2 1
= —06.

=2x (1) x14+1x3x34+0x1x2-[0x(-1)x3+2x3x2+1x1x1]

Proposition 1.2.1 Le déterminant d’une matrice diagonale ou triangulaire supérieure

(ou inférieure) A est égal au produit des termes diagonaux :

det(A) = a1 X agy X -+ X app.

1 2 3

Exemple 1.2.4 Ona: |0 -8 7 |=1x(-8)x4=-32

0 0 4

C’est facile a voir que det(,,) =1 et det(0,) = 0.

Théoréme 1.2.1 Soit A, B € M,(k) deux matrices et A € k un scalaire. Alors :

1. det(AB) = det(A)det(B).

2. det(A") = det(A).

3. det(AA) = \"det(A).

4. det A =0 si A contient une colonne (resp. ligne) nulle.

5. det A =0 si A contient deux colonnes (resp. lignes) égales.

6. det A

= 0 si une des colonnes (resp. lignes) de A est une combinaison linéaire

d’autres colonnes (resp. lignes).

7. Le déterminant de A ne change pas de valeur si on ajoute a une colonne (resp. ligne)

une combinaison linéaire d’autres colonnes (resp. lignes).

14
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8. Un déterminant change de signe si l'on éffectue un nombre impair de permutations

(si par exemple, on permute deux lignes uniquement ou deux colonnes uniquement).

1 5 2
Exemple 1.2.5 1) Le déterminant | —1 7 4 | est nul car la deuziéme colonne Cy est
0 6 3
une combinisant linéaire des autres colonnes : Cy = Cy + 2C5.
3 15 51 3
2) 4 2 0|=—-]10 2 4 |=5x2x(=1)=-10.
-1 0 0 0 0 -1

On a multiplié par -1 car on a permuté entre la premiére colonne et la troixiéme colonne.

1.3 Matrices Inverses

Définition 1.3.1 Soit A € M, (k) une matrice carrée. On dit que A est inversible s’il

existe une matrice B € M, (k) telle que :

AB=1, et BA=1,.
On appelle B linverse de A et on la note A~

C’est facile a vérifier que la matrice I, est inversible avec ! = I,, et que la matrice nulle

0,, n’est pas inversible.

1 2
Exemple 1.3.1 Déterminer si la matrice A = est inversible. On va étudier
0 5
Uexistence d’une matrice B € My(R) telle que AB =1, et BA=15. Ona:
1 2 a b 10
AB — IQ <:> —
0 3 c d 0 1

15
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( (
a+2c=1 a=1
b+2d=0 b=—2

=4 4
oc =10 c=0
_ =1
\ 5d =1 \ d=z
_2
Donc B = > |. De plus on a bien
1
0 3
% 10
= , ¢’est-a-dire BA = I,. Donc A est inversible et son
01
1 2
. _ 5
inverse est A7! = B =
o 41
5

Théoréme 1.3.1 La matrice A € M,,(k) est inversible si et seulement si det A # 0.

a 3
Exemple 1.3.2 Soit A = . On adet(A) = a®—27. La matrice A est inversible

9 o

si det(A) =a—27#0 = a # 3.

Proposition 1.3.1 Soit A, B,C € M, (k). On a les propriétés suivantes :

1. Si A est inversible, alors son inverse est unique et det(A™!) = ﬁw.

2. Si A est inversible, alors A est aussi inversible et on a (A™1)"! = A.

3. Si A est inversible, alors A' est aussi inversible et on a (A")~' = (A~1)".

4. Si A et B sont inversibles, alors AB est aussi inversible et on a (AB)™' = B71A™L.

5. Si C est inversible, alors AC = BC =— A = B.

Soit A € M, (k) une matrice inversible et a,,a, 1, ,a; € R. Si

an A" 4+ a, AV A=,

16
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alors :

A(a A"+ apg AVt andy) =1, = AT = (0, AV a1 AVt )

-1 -2 0
Exemple 1.3.3 Soit A = 9 3 0 |. Calculer 2A — A? et déduire A~'.
0O 0 1
-1 -2 0 -1 -2 0 -3 —4 0
OnaA?=| 2 3 0 2 3 0= 4 5 0],
0O 0 1 0O 0 1 0O 0 1
1 00
donc 2A—A*2=1 0 1 0
0 01
Par la suite 2A — A2 = I3 = A2 — A) = I3 = A1 = (2[; — A)
3 2 0
At=|[ —2 -1 0
0 0 1

1.3.1 Calcul de la matrice inverse par la méthode de cofacteurs
On présente ici une méthode pratique pour calculer la matrice inverse.
Définition 1.3.2 Soit A € M, (k). On appelle matrice des cofacteurs C' = com(A)(ou la

comatrice) la matrice de coéfficients c;; = (—1)"+ det A;; ot Ay est la matrice obtenue

en supprimant la i ligne et la j*™ colonne de A.

Théoréme 1.3.2 Si A est inversible alors A™' = detl(A) (com(A))".

Exemple 1.3.4 Appliquons ce théoréme pour une matrice d’ordre 2. Soit A =

Supposons que det(A) = ad — be # 0, donc A~ 'existe.

17
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C11  C12 +d —c . d —=b
On a com(A) = = , (com(A)) = . Finale-
Co1  C99 —b +a —c a
1 1 t 1 d —b
ment Al = T (com(A)) = ——
—c a
1 11
Exemple 1.3.5 Soit A=| 1 2 3 |. Onadet(A) = —2 # 0, alors A est inversible.
010
Evaluons la comatrice de A :
Ci1 Ci2 Ci3
com(A) = | ¢y oo o3 | avec ¢y = (—1)"7 det Ay
C31 C32 Cs3
2 3 1 3 1 2
c11 =+ =-3 C1g = — =0 13 =+ =1
10 00 01
11 11 11
Co1 = — = -1 Co2 = + =0  c3=- =1
10 00 0 1
11 11 11
Ca1 =+ =1 C3p = — =-2 3=+ =1
2 3 1 3 1 2
-3 0 1 -3 1 1
donc com(A) = 1 0 1 |=comA=] 0 0 -2
1 -2 1 1 1 1
-3 1 1
Alors :  A7l= T (A (com(A)' =L 0o o -2
1 1 1

18



Chapitre 2

Systémes d’Equations Linéaires

2.1 Définitions et notations

Définition 2.1.1 Soit n,p > 1 deux entiers. On appelle systéme d’équations linéaires &

n équations et p inconnues T1,Ta, ..., T, le systéme :

.
a1171 + a2z + ...+ a1y = by

a91T1 + A22%s + ... + QopTy = bg

[ an171 + apoxo + ...+ AppTy = by

Les coefficients a;; et les seconds membres b; sont des éléments donnés de k. Les inconnues

x1, T2, ..., Tp Sont a chercher dans k.

Définition 2.1.2 1. On appelle solution du systéeme (S) tout vecteur X = (z;)1<j<p,

x; € k vérifiant les équations du systéme simultanément.
2. Résoudre (S) signifie déterminer toutes les solutions possibles.

3. Deuz systémes sont dit équivalents s’ils ont le méme ensemble de solutions.

19
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2
Exemple 2.1.1 Le vecteur X = est solution du systéme :
3
20 —y=1
or —2y =4

car le vecteur X vérifie les deur équations du systéme simultanément :

2x2-3=1

IXx2—2x%x3=4

Proposition 2.1.1 Un systéme d’équations linéaires n’a soit aucune solution, soit une

seule solution, soit une infinité de solutions.

Un systéme linéaire qui n’a aucune solution est dit incompatible ou impossible.

2.1.1 Forme matricielle (écriture matricielle)

Le systeéme (S) peut étre écrit sous la forme matricielle suivante : AX = B ou :

11 aiz -+ Al T by

Q21 Q22 - Q2qp T2 by
A= , X = et B=

Upi Gp2 *- Gy Tp b,

X = (z;)1<j<p : le vecteur des inconnues,
B = (bj)1<j<p : le vecteur du second membre,
A=

(@ij) i,  la matrice des coéfficients de (S).

1<j<p

20
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Exemple 2.1.2 La forme matricielle du systéme d’équations linéaires suivant :

20+ 3y —4z =5
ox —y+2z2=—7

T+ 2y + 6z =11

2 3 -4 x )
est: A XX=Bou: A= 5 —1 2 , X =1y et B=1| —7
1 2 6 z 11

2.2 Méthodes de résolution

On s’intéresse a la résolution du systéme (S) dans le cas n = p. Dans ce cas le systéme (.5)

peut prendre la forme matricielle : AX = B, A € M, (k) une matrice carrée. On distingue

deux cas :

I) si det(A) = 0 le systéme (S) n’a pas de solution ou le systéme posseéde une infinité de

solutions,

IT) si det(A) # 0 le systeme (S) admet une solution unique. On va présenter dans la suite

deux méthodes différentes pour calculer cette solution.

2.2.1 Meéthode de l'inverse

Cette méthode fait appel a linverse de la matrice des coéfficients. Comme det(A) # 0

implique que la matrice A est inversible (A™! existe) alors on peut calculer la solution

comme suit :

AX =B < A" (AX)=A"'B
& (ATA)X = A7'B
s L,X=A'B
& X =A"1B
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x4+ 3y +4z =50

Exemple 2.2.1 Considérons le systéme : 3x+5y —4z =2

dor + Ty — 2z = 31.
La forme matricielle du systéme est :

1 3 4 x 50
AX=Bavec A= 3 5 -4 |, X=]y et B= 2
4 7 =2 z 31
On adet A = —8 # 0 donc le systéme posséde une solution unique X = A~1B. Calculons
la matrice inverse A~' :
5 —4 3 —4 3 5
- —~ -
7 =2 4 =2 4 7
18 —10 1
3 4 1 4 1 3
com(A)=| — + - = 34 —18 5
7 =2 4 =2 4 7
-32 16 -4
3 4 1 4 1 3
+ — +
5 —4 3 —4 35
18 34 1

Al = et (A) (COm(A»t =3 —-10 —18 16

1 5 —4
18 34 1 50 3
Alors X =A"'B= 2| —-10 —18 16 2 [=1]5
1 5 —4 31 8

2.2.2 Meéthode de Cramer

Si det(A) # 0 le systéme (S) qui est équivalent a : AX = B, A € M,(k) posséde une

solution unique donnée par :
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a; ayiz - b0 ag,
Az gy -+ by - ag,
det Az Apl Gpz =+ by oo apy ]
€T, = = our 1 <7< n.
" det A det A » P - =

La matrice A; est obtenue en remplacant la " colonne de A par la colonne du second
membre B.

20 +y—32=5
Exemple 2.2.2 Considérons le systéme : 3t —2y+22=5 . (S1)

o — 3y — z = 16.
La forme matricielle de (S1) est :

2 1 -3 T )
AX=Bou A=| 3 —2 2 , X=1y et B= 5
5 -3 -1 x 16

On a det(A) = 26 # 0 donc (S1) admet une solution unique que l’on peut obtenir par la

méthode de Cramer :

5 1 =3
5 —2 2
et 16 -3 -1
T=Geta = 26 =1,
2 5 =3
3 5 2
et 5 16 —1 _
Y det A 26 -9
2 1 5
3 -2 5
et 5 —3 16
2= qetA — 26 = —2
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1
La solution est donc X = | —3
—2
20 —y =3
Exemple 2.2.3 Résoudre )
dr — 2y =5
2 -1
La matrice des coéfficients est A = . On a det(A) =0 donc ce systéeme soit
4 -2

posséde une infinité de solutions ou n’admet aucune solution. De la premiére ligne du
systéme on a :

y =2z — 3.

Remplagant la valeur de y dans la deuziéme ligne nous obtenons :

dr —2(2x —3) =546 =5,

ce qui est impossile. Donc le systéme n’a pas de solution.

r—3y=1
Exemple 2.2.4 Soit : .
3r—9y =3
1 -3
La matrice des coéfficients est A = . On a det(A) = 0. De la premiére ligne
3 -9
du systéme on a :
r=3y+ 1.

Remplacant la valeur de x dans la deuzxiéme ligne nous obtenons :

33y+1)—9y=3<3=3,

ce qui est toujours vrai Yy € R. Par la suite ce systéme posséde une infinité de solutions
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données par :

3y +1
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