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0.1 Primitives et intégrales indéfinies

Dans toute la suite I est un intervalle quelconque de R.

Définition 0.1.1 Soit f: 1 — R. On appelle primtive de [ toute fonction dérivable telle

que : F'(z) = f(z), Vx € l.

Exzemple 0.1.1 La fonction F(x) = 2° est une primitive de la fontion f(z) = 5z* car

Définition 0.1.2 Soit f : I — R une fonction continue alors f admet une primitive

F sur I. De plus toutes les primitives de f sont de la forme F(xz)+ C ou C est une

constante dans R.

Trouver une primitive est I’opération inverse de la dérivation.

Définition 0.1.3 L’intégrale indéfinie, notée /f(x)dx, est la fonction définie par :

/f(x)dx:F($)+C', C eR,

ou F' est une primitive de f c¢’est-a-dire : F'(x) = f(z).

Exemple 0.1.2 On a : /5x4dx =2°+C et [e"dr=e"+C.

Tables des intégrales indéfinies (primitives) des fonctions usuelles

/(f(:z:) +g(x))dx = /f(x)dx—i— /g(x)dm Jaf(x)de =a [ f(z)dx

/xrdx: L gl L O reR, r#£ —1.

r+1
fezdx =+ C
[sinzdr = —cosxz + C

[ —t—dx =tanxz + C

cos?x

/ﬁdx = arcsinz + C

[ sinhzdz = coshz + C

/%dmzln]m\—i—C
[a%dz =~ +C, a>0.
[ cosaxdx =sinz + C
/ L_dr = arctanz + C

14z2

ﬁdm = arccosz + C'

[ coshadx = sinhz + C
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Exemple 0.1.3 Calculer : / <\5/§+ 7%) dx.
On a :
/ (\/E+77) dg;:/\S/Edwr/?g%dx:/xédxw/z—zdx

=505 + O + 7 [aSde = 35 + Cy + 2as + Cy

_5

[S)[
wloo

+ +C.

|2

T

0.2 Intégrales définies

Définition 0.2.1 Soit f une fonction définie et continue sur l'intevalle [a,b], alors l'in-

tégrale définie de f de a a b est le réel fabf(x)dx défini par :

b
[ f@)to = @) = P) - Fla)

ot F' est une primitive de f c’est-a-dire : F'(x) = f(x).

Remarque 0.2.1 1l faut distinguer entre intégrale définie et intégrale indéfinie. Une in-

tégrale définie fabf(x)dx est un nombre alors qu’une intégrale indéfine [ f(x)dx est une

fonction.

Exemple 0.2.1 Evaluons : | cosxdzx. La fonction f(x) = cosx est continue sur [O, g]

o
vl

et on sait que sa primitive est F'(x) = sinx. Donc :

s
cosxdr = sinz]j = sin§ —sin0 = 1.

o\w

Propriétés de ’intégrale définie

— [Yedr = c(b - a).

~ [T f@)dr =0 et [’ f(z)dr=— [ f(x)dz.
- [ @)+ g(@) do = [} f(x)de + [} glx)dz.

~ [Pef()de = c [° f(x)da.

- S f@)de+ [P fa)de = [0 f(x)de,
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- Si f(x) >0, sur [a,b] alors fabf(x)dx > 0.
— Si f(z) > g(x), sur [a,b] alors fab f(x)dz > ffg(x)dx
- Sim < f(z) < M, sur [a,b] alors m(b—a) < f;f(a:)dx < M(b—a).

Proposition 0.2.1 On suppose que f est contmue sur |

— Lorsque f est paire (f(—x) = , alors /f dr = Q/f

— Lorsque f est impaire (f(—z) = —f(z)), alors /f(x)da: =

—a
— Si f est une fonction perz'odique de période T alors :
a+T

/f dx—/f

107 . 3
Exemple 0.2.2 Claculer [~7 a*sin®zdx et [°, |5z|dx.
—107 -3
Pour la premiére intégrale, on remarque que la fonction x*sin®x est impaire, donc on

déduit que :
107
/ 2% sin® xdr = 0.

107

Concernant la deuxiéme intégrale, on constate que la fonction |5x| est paire, donc :

3
/\5x\da:—2/]5a:]dx—10/xdw—5&:} 45.
0

-3

0.3 Reégles d’intégration

0.3.1 Intégration par changement de variables

Proposition 0.3.1 Si u = g(x) est une fonction dérivable ot son ensemble image est

Uintervalle I et si f est une fonction continue sur I, alors :

[ fotag @tz = [ sy
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Le but de cette méthode est de remplacer une intégrale peu difficile par une autre plus

facile. La difficulté majeure de cette méthode est de trouver le bon changement de variable.

Il faut essayer de choisir v égal & une certaine fonction qui apparait sous le symbole

d’intégration et dont la dérivée s’y trouve aussi.

Exemple 0.3.1 Pour calculer /2&:\/1 + 22dx, on pose u = 1+ 2? et du = 2xdx. On

obtient :
1 2 3 2 9 3
22V1 + 22dr = | udu = u2du:§u2+c:§(1~l—az)2+0

Exemple 0.3.2 Calcul de I = [ cos* xsin® xdx. Soit le changement de variable :

u = cosx, du=sinzdzr. On obtient :

I= /cos4xsin2xsin xdx = /cos4x (1 — cos? z) sin zdx = /u4 (1 —u?)du

= [ (u* —ub)du=:u® —tu" 4+ C = Lcos®x — L cos” x + C.

Proposition 0.3.2 Si la fonction g et sa derivée g sont continue sur [a,b] et si

fonction f est continue sur l’esemble g([a, b)), alors on a l’égalité :

b g(b)
/ fl9(x))g'(z)dz = / " Fu)du.

Exemple 0.3.3 FEvaluons :

J:/ L
1 l’

1
u=1Inzx, du=—dzx.
x

Posons :

Par la suite, six =1 ona:u=Inl=0 et quandx =e onau=Ine=1.

210

1
1
Donc : J:/udu: “2} :%.
0

la
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En utilisant la méthode de changement de variables et la table des primitives des fonctions

usuelles on obtient les formules suivantes :

/f’ dx—rﬂf( )T+ CreR, r#-1 =In|f(x)|+C
[ f'(z) )e!@dy = @ 1+ C f%dmz2m+0
[ f'(z)sin(f(z))dz = — cos(f(x)) + C [ f'(z) cos(f(z))dx = sin(f(z)) + C

/p{f zda = arctan(f(z)) + C /ﬁdﬂ? = arcsin(f(z)) + C

0.3.2 Intégration par parties

Proposition 0.3.3 Soient u et v deux fonctions dérivables sur I telles que u'et v' soient

continues sur 1. Alors :

/u(az)v’(m)dm = u(z)v(x) — /v(:z:)u’(x)dx.

Symboliquement, on écrit : / udv = uv — / vdu.

Remarque 0.3.1 1. L’intégration par parties n’est efficase que si l’on obtient une in-
tégrale plus simple que ["intégrale initiale.
2. Le choix des fonctions doit etre judicieux et ce n'est que par la pratique qu’on pourra

plus facilement faire ce choiz.

Exemple 0.3.4 Pour calculer [ arcsinzdz, on utilise une itégration par parties ot on

. _ : _ _ 1 _
pose u = arcsinz, dv = dx donc du = ﬁdx, v =2x.

/udv:uv—/vdu

Alors on a :

) +/ —2x g
T = xarcsinx ——dx
241 — 22

/ arcsin xdx = x arcsinx —

| =
1 — a2
=garcsinz +vV1—22+C.
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Des fois on aura besoin de faire appel a 'intégration par parties plusieurs fois.
Exemple 0.3.5 FEvaluons : / 22 sin xdx.

On pose: u=2?% dv=sinzdr donc du = 2xdx, v = —cosx. Alors on a :

/udv:uv—/vdu

/9[:2 sinwdr = —x2cosx + /Zm cos xdx.
Pour calculer la deuxiéme intégrale on entame une deuxieme intégration par parties, avec

cette fois u = 2z, dv = cosxdr donc du = 2dx, v =sinz. On aura :
/2xcosmdx =2xrsinz — /2sinxdm =2xsinz + 2cosz + C.
En remplacant ce résultat dans I'intégrale initiale on trouve :

/xQSinxdx = —x%cosx + 2xsinz + 2cosz + C.

Exemple 0.3.6 Calculer I = /ez sin xdx. Posons : u = e*, dv = sinxdxr donc du = e,

v = —cosx. Lintégration par parties nous donne :

I = —cosze” + /el’ cos xdx. (1)
Une deuxiéme intégration par parties, avec le choix :

u = ¢e",dv =cosxdr donc du = e*, v =sinz,nous donne :

/e‘” cos xdx = sin ze® — /eac sin xdzx. (2)

Remplagant dans , on obtient :
I = —cosxe®” +sinze” — I

2] = —cosze® +sinze® = [ = % (— cosze” + sinze”).

6
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La formule d’intégration par parties pour les intégrales définies est donnée par :

b b
ou symboliquement, par : / udv = uv][; — / vdu.
a a

0.4 Intégration des fonctions rationnelles par décom-
position en éléments simples

Définition 0.4.1 Une fonction rationnelle f est un rapport de deux polynomes P et ()

de degré respectivement m et k:  f(x) = ggi).

~

i) Si deg(P) =m > deg(Q) =k on dit que f est une fonction rationnelle impropre.

ii) Si deg(P)=m < deg(Q) =k on dit que f est une fonction rationnelle propre.

Pour intégrer une fonction rationnnelle on commence par ’exprimer comme une somme
de fractions simples appelés éléments simples, dont I'intégration est immédiate.
Premiére étape : Dans le cas ou f est impropre (i.e. deg(P) > deg(Q)) on effectue la

division euclidienne de P par () jusqu’a obtenir un reste R(z) avec deg(R) < deg(Q) :

R(x)
Q(x)

ou S et R sont aussi des polynomes. Dans le cas ou [ est propre (i.e. deg(P) < deg(Q))

fx) = S(x) + (3)

on passe directement a la deuxieéme étape avec P(z) = R(z).
Deuxiéme étape : On factorise le dénominateur Q(z) en un produit de facteurs de la

forme ax + b et des facteurs de la forme x2 + bz + ¢ avec b? — 4¢ < 0.

Troisiéme étape : Exprimer la fonction rationnelle propre % de I’équation 1) comme

une somme d’éléments simples de la forme :

A u Az+B
(a:):er)z (2:2+bcc+c)] :

7
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Exemple 0.4.1 Considérons la fonction rationnelle :

ot — 227 + 4 + 1
-2 —x+1

I) En effectuant la division euclidienne on trouve :

a2t =202+ 4 +1 L1 4z
=X .
3 —a?2—x+1 R A i |

IT) On factorise le doniminateur : 2* —2?—z+1 = (z—1)(2*—1) = (z—1)(z—1)(x+1) =
(x —1)*(z +1).
IIT) Comme le facteur (z — 1) est présent deux fois, la décomposition en élément simple
est de la forme :

4 A B C

933—x2—:v+1:1:—1+(:L‘—1)2+a:+1'

Multiplions par le plus petit dominateur commun (z — 1)%(z + 1), on trouve:

dr=Alx—1)(z+1)+ Blx+1)+C(z —1)* (4)

Posons © = 1 dans on on obtient : B =2. Posons z = —1: C = —1 et finalement si
on pose r = 0 on déduit que A = 1. Alors :

=222 + 4+ 1 1 2 -1

= 1 .
B—x?—z+1 v +x—1+(x—1)2+:1:+1

()

A T’aide de la décomposition en éléments simples, 'intégrale d’une fonction rationnelle
se rameéne a une combinaison linéaire d’intégrales de la forme [ ﬁdaz ou [ w’fﬁ—;“fmdx,
n > 2, b* — 4a < 0. On distingue quatre types de ces intégrales :

Type I:

/ A de = Aln|z —a| + C.

T —a
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Type II :

/(xfla) dm—A/x—a "da:_(n_l)(;l_a)n_ﬁr(?, n+# 1.

Type III :

A B
/de, b — 4a < 0.
2 +bx+c

On remarque que 2%+ bx +c = (SL’ + 3)2 + (c— %) Si on pose :

y:x+§etp2:c—%>00ntrouve:

z A(y—-%)+B
/z§+;ﬁcdx:/g27dy:/1/ imdy + (B — A )/y2+p2dy

= §In(y? + p?) + 2 A arctan(Y) + C

= 2In(z? + bz +p ) + 2840 Ab arctan(Qézb) +C.

Type IV :

Az + B
/Mdﬂf, b2—4a<0, n7é1

On pose : y = x —|— 2.on obtient :

/ Az + B A/ +23—Ab/ 1 p
(x2+bx—|—c B (y? +p?) 2 (y2 + p?)" v

La premiére intégrale est facile a calculer :

Le calcul de la seconde intégrale nécessite plus de travail. Soit :

I, = / (y’é‘i#)n‘ Intégrons par parties, en posant

UZW, dv—dyﬁdu—%, v=1y:

yidy (y*+p*—p?)dy
In = Gy + 20 / T T / o

— d 2 d
In = gy +2“/W—2”P/W

I, = +2nl, — p*I,4

(2+p)
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Donc : I,41 = ﬁ <m + (2n — l)In> .

Ce qui est équivalent a :

1 y e
R T ((y2 Fpyr T e 1) ‘

Ceci, nous permet de le calculer d’'une maniére récurrente, sachant que :
1
I, = —arcany + C.
p p

Exemple 0.4.2 Calculer :
dz.

/a:4—2:z:2—|—4:(;—|—1
-2 —x+1

2t —222+4x+1

P e est :

D’aprés ['exemple|0.4.1), la décomposition en élements simples de

xt — 222 +4JZ+1 b1t 1 n 2 n -1
-2 —x+1 r—1 (x—1)2 z+1

Donc :

/I?,_?igfif:ldaj—/ (z+1) dx+/j—ﬂ+/(§df2 + 25

=1’ +r+Injz -1 -2-5 —Injlz+ 1]+ C.
Exemple 0.4.3 Calculer :

T +5
R i —;
/x2—4x+13 !

La fonction rationnelle ici est propre, on n'aura pas besoin d’effectuer la division eucli-
dienne. De plus, on remarque que le polynome x? — 4x + 13 est irreductible car

A = =36 < 0. Donc on a une intégrale de type III. On a :

10
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r+5 12w —4)+7 1 2z —4 dx
J = = 22 ) =2 = = 4 7T ——
/x2 wr” /x2—4x—|—13 ! 2/x2—4x—|—13 v /x2—4x+13
1 dx

- e+ 13| 4T

p I — 4w +13] + /(m—2)2+9

Pour évaluer la deuxiéme intégrale on pose : ¥ —2 = 3y, dx = 3dy on obtient :

dx 1 dy 1 1 r—2
/(w—2)2+9 3/y2+1 3arcany+ 3arcan( 3 )+

Donc :
xr— 2

1
J:§1n|m2—4$+13 —l—garctan( )+ C.

11
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