Solutions Chapitre 2. Applications linéaires

2.4 Solutions

Exercice 1.

1. Soient u = (x,y, 2,t) et v’ = (2', 3/, 2/, ') deux vecteurs de R*. Soient A et \' deux réels.
Au+ Nu' = Nz, y,z,t) + N (2, ¢, 2 8) = Ae + N,y + Ny, he + N2/ 8+ N

donc

fQu+Nu) = fAx+ N,y + Ny, Az + N2+ Nt

=Mz +Na2")+ Ay + X)), Az + N2)+ (M+N), (A + Na') + Ay + NY)
+ Az + N2) + (M + Nt)
=Nz4+y)+N@+y), ANz+t)+NE +) AN +y+2z+1)

N (2" + oy + 2+ 1)
=MNex+y,z+t,e+y+z+t)+N@ +y, 27+t 2 +y +2+t)

= M (u) + M ()

f est linéaire.
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On a:
u € ker(f) < f(u) = Ops

& (r+yz+t,r+y+z+1t)=(0,0,0,0)

r+y=0
& z+t=0
T+y+z+t=0

o {f:_m e u=(,—a,z2 —2) = 2(1,-1,0,0) + 2(0,0,1, -1) .
=—z

On pose a = (1,—1,0,0) et b = (0,0,1,—1), a et b engendrent ker(f), d’autre part ces
vecteurs ne sont pas proportionnels, ils forment donc une famille libre, finalement (a, b) est une

base de ker (f).
3. Premiere méthode

Im(f) = Vect (f (e1), f (2
flen) = (1,0,1); f (e2) = (1,

Comme f (e1) = f (e2) et f(es) = [ (e4)
Im(f) = Vect (f (e1), f (es))

f (e1) et f (e3) ne sont pas proportionnels, ils forment une famille libre, comme cette famille

), f(es), f(ea))
1,0 ) ( )I(O7171);f(e4>:(07171)'

est génératrice de Im(f), c’est une base de Im(f).
Deuxieme méthode
D’apres le théoreme du rang

dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim (R*)
< 2+ dim(Im(f)) =4 < dim(Im(f)) = 2.

Ensuite on cherche deux vecteurs non proportionnels de Im(f), par exemple f (e;) et f (e3),
ils forment une famille libre dans un espace de dimension 2, ¢’est une base.

Exercice 2.
1. Soient & = (w1, 9, x3) et y = (y1,v2,y3) deux vecteurs de R?. Soient \ et p deux réels.

Az + py = (A1 + py1, ATy + pya, ATz + pys)

u(Az + py) = (=2 (Azvy + py1) + 4 (Awg + pye) + 4 (Azs + pys) , — (Azy + pyr)
FAT3 + pys, =2 (Az1 + pyn) + 4 Az + pye) + 4 (Axs + pys))

= (A [—2x1 + 4wy + das] + p[—2y1 + 4y2 + y3| , A [—21 + 23]

+u[—y1 4 ys) N [—2a1 + 4wy + das] + 0 [—2y1 + 4y + ys))

= AN(—2z1 + 4xy + dx3, —x1 + T3, —271 + 4T9 + 4d23)

e (=2y1 + dyo + 4dys, —y1 + Y3, —2y1 + 4ye + 4ys) = Au(z) + pu(y).
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Donc w est linéaire.
€

2. Soit x = (w1, x9,x3) € ker(u) et X = | x5 | ses coordonnées dans la base canonique.

€3

—x1 + 229 + 223 =0
r € ker(u)e ¢ —x;+a3=0 ! ? ’

—21‘1 + 41‘2 + 4%3 =0

—2.]]1 + 41’2 + 433'3 =0
@ {
T = T3

{ 209 + 23 =10 <:>{ .232:—%333
Ty = T3 T = T3
r = (333, —%xg, x;»,) = %(2, -1,2).
a=(2,—1,2) = 2e; — eg + 2e3 est un vecteur non nul qui engendre ker (u), c’est une base de
ker (u).
Im(u) = Vect (u (e1),u (e2),u(es))

D’apres le théoreme du rang,

dim(ker(u)) + dim(Im(u)) = dim (R?)
< 1+ dim(Im(u)) =3 < dim(Im(u)) = 2

u(e;) = —2e; — ey —2e3 = (—=2,—1,-2) et u(ey) = 4dey + 4deg = (4,0,4), ces deux vec-
teurs ne sont pas proportionnels, ils forment une famille libre de Tm(u) qui est de dimension
2, (u(er),u(ez)) est une base de Im(u).

3. ker(u) & Im(u) = R® & (a,u (e1),u(e2)) est une base de R.

Il est presque évident que

u(er) +u(ez) = a.

Sinon on calcule aa + Pu (e1) + yu (e3) = Ogs et on s’apergoit que a« = 1,5 = —1 et v = —1
est une solution non nulle.

(a,u(e1),u(ey)) n'est pas une base, donc on n’a pas ker(u) @ Im(u) = R?

Exercice 3.
1.

uw(z) = uxrie; + roes + x3e3 = U (€1) + Tou (€2) + 23U (€3)
=11 (2e1 + €9 + 3e3) + x2 (€2 — 3es) + 3 (—2ey + 2e3)
= 2z1€1 + (x1 + 23 — 2x3) €5 + (321 — 329 + 223) €3
= (221, 21 + o — 223,311 — 329 + 223) .
2. f(Ogs) =0ps =2 X Ogs = Ogs € £
Soient x et y deux vecteurs de E, alors u(x) = 2z et u(y) = 2y
Soient A et p deux réels

uw(Ar + py) = Au(z) + puly) = A(2z) + p(2y) = 2(A\z + py).
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Donc Az + puy € E et E est un sous-espace-vectoriel de R3

f (ORS) = 0Ops = —0Ops = Ops € F

Soient = et y deux vecteurs de F, alors u(z) = —z et u(y) = —y
Soient A et p deux réels

u(Az + py) = Au(@) + pu(y) = M—=z) + p(=y) = —(Az + py).

Donc Az + py € F et F est un sous-espace-vectoriel de R3.

3.
x € E S u(x) =2r < (221,11 + 19 — 223,371 — 329 + 223) = 2 (21, 79, X3)

21’1 = 2!E1 4 A 0
X X9 — 4T3 = T =X
= Ty + T — 223 = 229 = ! > s ~ ! 2
31’1—31’220 .1'3:0.
333'1 — 333'2 + 2.1'3 = 21’3

Donc z = (z1, 21, 23) = 21(1,1,0) = x1 (€1 + €3) .
e1 + ey # Ogs, il s’agit d'une base de E.

€ F e ulr)=—r< (2r1,311 — T2,3x; — 329 + 223) = — (21, T2, T3)
21’1 = —a
T+ 219 — 223 =0 z1 =0
= $1+£E’2—2ZL‘3:—$2 = =
35131 —3x2+3$3 =0 Ty — X3.
3T — 3T9 + 213 = —1a3
Donc z = (0, z3,x3) = 23(0,1,1) = x3 (e2 + €3) .
es + e3 # Ogs, il s’agit d'une base de F.
4.
dim(E) +dim(F) =1+1=2.
Donc il n’y a pas somme directe.
Exercice 4.
1. Soient u, v’ deux vecteurs de E_;, alors f(u) = —u et f (u') = —u’. Soient A\, \' deux réels.

fQu+Nu)=Af(u) + Nf (W) =AM—u) + (=) == Qu+ \Nu).

La premiere égalité car f est linéaire, la seconde car u et v’ sont dans E_1,
La troisiéme montre que \u + \Nu' € E_;

f (0R3) = Ogs = —Ogs.

La premiere égalité car I'image du vecteur nul par une application linéaire est toujours le

vecteur nul, la seconde égalité montre que Ors € E_;.
E_, est un sous-espace vectoriel de R3.
Soient u,u’ deux vecteurs de Ey, alors f(u) =wu et f(u') = u'. Soient A\, X deux réels.

FQAu+XNu)=Af(u)+ Nf (W)= u+ M.
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La premiere égalité car f est linéaire, la seconde car u et v’ sont dans E7,

La seconde montre que A\u

-+ )\,UI € E1

f (O]Rd) = ORB.

La premiere égalité car I'image du vecteur nul par une application linéaire est toujours le

vecteur nul, cela montre aussi que Ogs € Fj.

E, est un sous-espace vectoriel de R3.

2.

f(er—eg)

Donc e; —eq € E_;.

f (61 - 63)

Donc e; —e3 € E_;.

f(er +ez+es)

Donc e; + e3 +e3 € Ej.

= f(€1)—f(€2)
2 2 2 1 2
= —§61+§62+§€3— §61—§€2+§63
= —ep+e=—(e1—ey).
= f(€1)—f(€3)
+2 +2 2 +2 1
= ——e1+-exs+-e3— | -e1+ -ex——e
37327 3® (3t T3® 37
= —e1t+e3=—(eg —e3).
fer) + fle2) + f(e3)
1 n +2 +2 1 +2 +2 +2 1
——e1+ -3+ —e5+ —e; — —e9 + —€3 + —€1 + —e5 — —e
31737237 3t 3T g gt g 3>
€1+62+63.

3. Les vecteurs e; — ey et e; — ez ne sont pas proportionnels, ils forment une famille de £_,

donc la dimension de F;j est

supérieur ou égal a 2.

FE; a un vecteur non nul, donc sa dimension est supérieur ou égal a 1 .

4. Soit uw e E_1 N Ey, f(u)

—u et f(u) =u donc —u = u, ce qui signifie que le seul vecteur

de E_iN Ej est le vecteur nul.

dim (E,l -+ El)

Comme

E,l N E1 - {ORB} .

dim (E_;) + dim (E;) > 2+ 1 = 3.

E |+ E; C R
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On a

dim (Efl + El) S 3.
Finalement

dim (E—l + El) = 3.

Remarque : cela entraine que dim (E_;) = 2 et dim (E) = 1
L’intersection de ces sous-espaces vectoriels étant réduit au vecteur nul on a

E | ® FE, =R

6. On peut calculer f2(e1), f%(e2) et f2(e3) pour s’apercevoir que ces vecteurs valent res-
pectivement e, e; et e3. Mais c’est long.

Autre méthode

D’apres la question précédente (e; — eq, €1 — €3, €1 + €3 + e3) est une base de R3.

(Une base de E_; collée & une base de E; donne une base de R3 si et seulement si £_; @ F; =
R? ). Tous les vecteurs de R? s’écrive de maniere unique comme une combinaison linéaire de
ces trois vecteurs, il suffit de montrer que f2 (e; —e3) = €1 — e, f2(e1 — e3) = e1 — e3 et que
fPler+ex+e3)=e +ex+es

La, j’ai fait long, en fait il suffit de montrer les égalités ci-dessous

fPla—e) = f(fler—e))=f(—(e1—e2))
= —flea—e)=—(—(e1—e2)) =e1— e
Care; —eg € B_5.
fPlea—es) = [(fler—es)) = f(—(ex1—e3))
= —fler—e3)=—(—(e1—e3)) =e1—e3
Care; —es € B_;.
fPleatestes) = f(f(ex+ex+es))
= fer+ex+e3)=e+ex+e3

Car e; +e3 +e3 € Fy.

Par conséquent f? = idps.

Cela montre que f~! = f et que f est bijective.
Exercice 5.

1. D’apres le théoreme du rang

dim(ker(u)) + dim(Im(v)) = dim (R?)
< dim(Im(u)) =2—-1=1.
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Par conséquent u (e;) et u (eg) sont proportionnels et alors

u(ez) = au(er) = aey + aes.

2.
w(x) = u(zier + x2e2) = z1u (1) + zou (e2)
= x1(e1 +ex) +a(ze; + xoen) = (1 + axs) eq + (9 + axs) g
= (21 + axg, x5 + axsy) .
3.

u(es) = auler) < u(ex) —au(e;) = Oge

& u(eg — aep) = Oge.

ey — aey est un vecteur non nul de ker(u) et ker(u) est une droite, donc il s’agit d’une base
de ker(u).

Exercice 6.
1.

fler)=f(e2) = f(es) = f(es) =1

Donc
Im(f) ={1} et dim(im(f)) = 1.

2. D’apres le théoreme du rang

dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim (R*) < dim(ker(f)) = 3,
xr = (21,9, x3,24) € ker (f) r = (—x9 — T3 — Xy, To, T3, Ty)
= 25(—1,1,0,0) + x3(—1,0,1,0) + 24(—1,0,0, 1).

On pose a = (—1,1,0,0),b = (—1,0,1,0) et ¢ = (—1,0,0,1).

(a,b,c) est une famille génératrice de ker(f) avec trois vecteurs et dim(ker(f)) = 3 donc
(a, b, c) est une base de ker(f).
Exercice 7.
Supposons (a)

Si y € Im(u) alors il existe # € Ey = u(x) alors u(y) = u*(x) = 0p alors y € Ker(u)

Donc Im(u) C ker(u)

D’apres le théoreme du rang

dim(ker(u)) + dim(Im(u)) = dim(FE)
< dim(ker(u)) + g =n
< dim(ker(u)) = g
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Im(u) C ker(u) et ces deux espaces ont la méme dimension, donc ils sont égaux.
Supposons (b)
D’apres le théoreme du rang

dim(ker(u)) + dim(Im(u)) = dim £ < 2dim(Im(u)) =n < 2rg(u) =n

Pour tout x € E,u(z) € Im(u) donc u(z) € ker(u) donc u(u(z)) = 0 donc u? = Op.
Exercice 8.

Si u est injective alors si
z € ker(u) & u(zr) =0p © u(z) =u(0g) = = = 0g.

car u est injective, ce qui montre que ker(u) = {0g}.
Si ker(u) = {0g} alors

u(z) =u(y) & ulz) —u(ly) =0p S u(lz —y) =0p = —y =0pg.

car ker(u) = {Og}, et donc z = y ce qui montre que u est injective.
Exercice 9.
1. (u— Xidg) () =0 © u(z) — Az =0 © u(z) = M\

U(OE):OE:)\XOE:>OEEE)\

Soient x; et xo deux vecteurs de Ey, on a u (1) = Azy et u (x2) = A\xo
Soient a; et ay deux réels.

u(ary + aows) = oqu(zy) + asu (x2)

= Oél>\[L‘1 + O(gA(L’Q = (ozlxl + 0621’2) .

Donc oz + asxy € E),
E\ est un sous-espace vectoriel de E.
2. F est un sous-espace vectoriel de E donc O € F' par conséquent u (0g) = 0g € u(F)
Pour tout x; et zo dans F'. Pour tout oy et ag réels. On a a1 + agrs € F
Soient y; et yo dans u(F), il existe x1 et x5 dans F tels que y; = u (1) et yo = u (22)
Alors

a1 + agyp = aqu (11) + agu (1) = u (@1 + @ra) .

Car wu est linéaire, donc

a1y + gy = u(aqry + anzs) € u(F).

Car ayx1 + agxe € I
Par conséquent u(F’) est un sous-espace vectoriel de E.

3.8z € Ey alors ¢ = su(z) = u (52) € u(E,) donc E\ C u(Ey)
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Siy € u(F)) il existe x € E) tel que y = u(z) donc y = Az € E), ce qui montre que
u(E,) C E) Finalement
u (E)\) = EA.

Exercice 10.
1. Supposons que u soit surjective, alors Im(u) = F par conséquent dim(Im(u)) = p et d’apres

le théoreme du rang

dim(ker(u)) + dim(Im(u)) = dim(F)
< dim(ker(u)) +p=n
< dim(ker(u)) =n—p < 0.
Ce qui n’est pas possible, donc u n’est pas surjective.

2. Supposons que u soit injective, alors ker(u) = {Og} par conséquent dim(ker(u)) = 0 et

d’apres le théoreme du rang, comme Im(u) C F' entraine que dim(Im(u)) < p

dim(ker(u)) + dim(Im(u)) = dim(F)
< dim(Im(u)) =n
< n=dim(Im(u)) < p.
Ce qui n’est pas possible, donc u n’est pas injective.
Exercice 11.
Soit y € ker(f) Nim(f), il existe z € E tel que y = f(z), et f(y) =0p
Donc f?(z) = f(f(x)) = f(y) = 0g donc z € ker (f?), comme y = f(z),y € f (ker (f?)) On

a montré que
ker(f) Nim(f) C f (ker (f?))
Soit y € f (ker (f?)), il existe = € ker (f?) tel que y = f(z), ce qui montre que y € Im(f) et

comme

on a y € ker(f)
On a montré que

f (ker (f2)) € ker(f) Nim(f)
Et donc

ker(f) Nim(f) = f (ker (fz)) .

Exercice 12.
Soit y € f(ker(go f)), il existe z € ker(g o f) tel que y = f(x)
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Donc y € Im(g),
On a donc y € ker(g) N Im(f), on a montré que

f(ker(go f)) C ker(g) N Im(f)

Soit y € ker(g) N Im(f)
y € Im(f) donc il existe z € R™ tel que y = f(x)

y € ker(g) donc g(y) = Ogn
On en déduit que Og» = g(y) = g(f(x)), ce qui montre que x € ker(go f) et comme y = f(z)

cela montre que y € f(ker(go f)).

Exercice 13.

1. Soit = € ker(u),u(x) = Og, donc u?(x) = u(u(z)) = u(0g) = 0g donc = € ker (u?), ce qui
montre que

ker(u) C ker (u?).

2. Soit y € im (u?), il existe z € E tel que y = u?(x) = u(u(z)), autrement dit il existe

' = u(x) tel que y = u (2'), ce qui montre que y € im(u).
Exercice 14.
Supposons que ker(u) Nim(u) = {0g} et montrons que ker(u) = ker(u o u)

Si z € ker(u) alors u(x) = 0g alors u(u(z)) = u (0g) = 0 alors x € ker(u o u)

Cela montre que ker(u) C ker(u o u)

Si x € ker(u o u) alors u(u(x)) = Og, on pose y = u(z) € Im(u) et comme u(y) = 0g,y €
ker(u)N im(u), d’apres (i) y = Og et donc u(x) = Og ce qui signifie que z € ker(u)

Cela montre que ker(u o u) C ker(u) et finalement ker(u) = ker(u o u)

Supposons que ker(u) = ker(u o u) et montrons que ker(u) N Im(u) = {0g}

Soit y € ker(u) N Im(u), il existe z € F tel que y = u(z) et u(y) = Og, cela entraine que
u(u(z)) = O, autrement dit z € ker(u o u), d’apres (ii) x € ker(u) donc y = u(z) = O, cela
montre bien que

ker(u) Nim(u) = {0g}.
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