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l. Fonction exponentielle complexe

Déf.3.1:
La fonction e* définie par:
e’ =e*cosy+ie*siny

Est appelée fonction exponentielle complexe

Théoreme 3.1 :

La fonction exponentielle e? est entiere et sa dérivée est

donnée par:




l. Fonction exponentielle complexe

Exercice 1 : calculer les dérivées des fonctions suivantes:

(a) iz*(z% — e?); (b) exp{z* — (1 + i)z + 3}




l. Fonction exponentielle complexe

Exercice 1 : calculer les dérivées des fonctions suivantes:

(a) iz*(z% — e?); (b) exp{z* — (1 + i)z + 3}

Solution :

(a) % (iz“(z2 — ez)) = 4iz3(2* — e?) + iz*(2z - €?)

(b) %(622—(1+i)z+3 ) _ (ZZ 1 - i)eZZ—(1+i)Z+3




l. Fonction exponentielle complexe

1.2. Propriétés algébriques :

ar b
Siz, etz, € Calorsona: eztam
(1) e® = e%%0 =1 ez 427 2};_
(2) 821.822 — 321+Zz )

e e

(3) —, —e‘l.eTz =172 oz —2Ti j-
(4) (ezl)" =e™1;, n=0,11,12,. _ank
(5) oZ — oZ Région fondamentale de exp(z)

(6) le*| =e*;Vx;e* >0 et arg(z) =y +2nm; n=0,+1,12, ...

(7) ez+i2k7'c — ez’k -7



l. Fonction exponentielle complexe

1.3. Transformations sous e*:
Cas 1l:zestuneligneverticale:z=a+it;a=Cte.et —n<t<m:
Donc sous eZ =e% et s5r=e% 0 =t+ 2nm

Ceci montre que pour toute région périodigue sous e? donne lieu a un

ensemble de cercles concentriques de rayon e* > 0 :

Transformation de segments verticaux sous exp(z)



l. Fonction exponentielle complexe

1.3. Transformations sous e*:
Cas 2: zestune ligne horizontale : z=t+ ib;b = Cte.et —o0 <t < ©

ib

Doncsouse? =et.el? s s=elavec) < s <

Les images w = f(z) = s.e'? ce sont des segments droits de longueur

s = et et qui sont portés sur une direction définie par I'argument b.

Transformation de lignes horizontales sous exp(z)



l. Fonction exponentielle complexe

1.3. Transformations sous e*:

On resume les proprietés des transformations sous e comme suit :

(i) w = e” transforme la région fondamentale —0o < x < co,—-mT <y <7

en un ensemble |w| > 0.

(if)w = e? transforme le segment vertical : x = a,—m < y < m en un cercle

lw| > e?.

1w = e? transforme la ligne horizontale —oo < x < o0,y = b en un rayon
g y Y

porté sur un angle arg(w) = b.



Il. Fonction logarithmique complexe

Pour un complexe non nul z on peut montrer que :

si eV = z,alors:w = log|z| + iarg(z)
A cause de l'infinité des arguments de z, I'équation ci-dessus donne une
fonction multivaluée (a valeurs multiples) w = G(z) qui est donnée par la

définition suivante :

Déf.3.2.
La fonction multivaluée In z définie par :
Inz = log|z| + iarg(z) Est appelée le Logarithme Complexe de z.

En utilisant la notation exponentielle de z = r.e'?, alors on peut réécrire
le logarithme complexe de z dans la forme suivante :

Inz=1logr +i(6 + 2nm);n=20,%+1,%+2,..avecr > 0.




Il. Fonction logarithmique complexe

Remarque : la notation log x est utilisée pour définir le logarithme

népérien (a base de e) de la valeur réelle positive non nulle x.

Exercice 2. Trouver toutes les solutions complexes des equations
suivantes :

(a)e =i;(b)eY =1+1i;(c)eV = -2




Il. Fonction logarithmique complexe

Remarque : la notation log x est utilisée pour définir le logarithme

népérien (a base de e) de la valeur réelle positive non nulle x.

Exercice 2. Trouver toutes les solutions complexes des equations

suivantes :

(a)e =i;(b)eY =1+1i;(c)eV = -2

Solution :
T T
wW_ = _ » _ . o s -
(a) e —l—>W—lnl—>W—log|1|+l(2+2nn)—l(2+2nn)
T
(b) eW=1+i—>w=ln(1+i)—>w=log|\/f|+i(z+2n1t)

(c)e"=-2-w=In(-2)>w=log|2| +i(m + 2nmn)

11



Il. Fonction logarithmique complexe

II.1. Les identités logarithmiques :

Si z, et z, sont des nombres complexes non nuls et n un entier, alors :

(1)In(zy.z,) =lnzy +lnz,

(ii) In (z—:) =Inz; —Inz,
(iii)Inz{ =ninz,

II.2. Valeur principale du logarithme complexe :
La fonction complexe Ln z définie par :

Ln z =log|z| + iArg(z);

—1t < Arg(Z) < m: est l'argument principal de z

Est appelée la valeur principale du logarithme complexe.



Il. Fonction logarithmique complexe

Exercice 3. Calculer les valeurs principales du logarithme

complexe Lnz pour
(a)eV =i;(b)e” =1+1i;(c)eV = -2




Il. Fonction logarithmique complexe

Exercice 3. Calculer les valeurs principales du logarithme

complexe Lnz pour
(a)e¥ =i;(b)eY =1+1i;(c)eV = -2

Solution :

T w
(Cl) eW:i—>W:Lni—>w:log|1|+iE:iE

T

(b) eW=1+i—>w=Ln(1+i)—>w=log|\/i|+i4

(c)e¥=-2-w=Ln(-2) ->w=Ilog|2|+in

14




Il. Fonction logarithmique complexe

[1.3. La fonction Lnz inverse de la fonction e?:

Si la fonction exponentielle complexe f(z) = e* est définie sur la région

fondamentale —o0o < x < oo,—r <y <m, donc f(z) est une fonction

univoque (un-a-un) et la fonction inverse de f(z) est la valeur principale

du logarithme complexe : f~1(z) = Ln z.

, ar |
o Z + 47
.
, 27 |
o Z + 2 i
X
e Z
______________ Bl - —————
21k
® L _271-3
—T
47k
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Il. Fonction logarithmique complexe

II.4. Analyticité du logarithme complexe :
D’aprés la définition de la fonction logarithme complexe principale comme
étant une fonction inverse de e?:f(z) = e? -» f1(z) = Ln z.

En plus de la définition : Ln z = log|z| + iArg(z)

Il est possible ainsi de calculer la valeur de Ln (e™'") avec les deux
méthodes (Sachant que e~ = —1):

1°) Ln (e7™) = —in AT

2°)In(e™™) = Ln(—1) = in .
Donc 1°) # 2°) \

Ce résultat peut étre généralisé a tous les nombres négatives x € |—oo, 0]

D’ou la définition de la branche principale du Ln z



Il. Fonction logarithmique complexe

I1.4. Analyticité du logarithme complexe :

On définit une fonction logarithmiqgue complexe définie sur le domaine C —
{]—00,0]} ou C — {Re(z) < 0}. On dit que la fonction logarithme complexe
constitue une Branche Principale de f(z) =Inz. Cette branche est
définie comme :

f1(z) =log|z| + iArg(z) =logr + i avec —m < Arg(z) =6 <m

Ce qui exclut tout x € |—o0, 0].

Il faut faire également attention en utilisant les
identités logarithmiques (qui ne sont pas des

egalites)

Exemple:

1°) Ln(—i) = —i%

2°) Ln (=) = Ln(=1 x i) = Ln(=1) + Ln() = im + i
T

Ln( .)_.37T_ T iom s i T
n 1—12—12 121 12




Il. Fonction logarithmique complexe

I1.4. Analyticité du logarithme complexe :

Pour cela on établit les relations entre les arguments comme suit :
Arg(z,z,) = Arg(z,) + Arg(z,) + 2nN,

Arg(z,/z,) = Arg(z,) — Arg(z,) + 2nN_

Avec:

+1;si Arg(z,) + Arg(z,) > =
Ny =10;si —m <Arg(zy) +Arg(z;) <m
—1;si Arg(z,) + Arg(z,) < -1

Ceci impliquera pour le Ln z:
In(z,z,) = Ln(zy) + Ln(z,) + 2nN,
In(z,/z,) = Ln(zy) — Ln(z,) + 2nN_

1 n.Arg(z)

In(z") =n.Lnz + 2nN,; N,, = [E i ] : Le plus grand entier




Il. Fonction logarithmique complexe

I1.4. Analyticité du logarithme complexe :

Ceci nous permet d’obtenir une fonction analytique sur ce domaine : continue et

dérivable qui vérifie le théoreme suivant :

Théoreme 3.2. Analyticité de la branche principale de In z
La branche principale f; du logarithme complexe définie par :
f1(z) =log|z| + iArg(z) =logr + i avec —m < Arg(z) =6 <m

Est une fonction analytique et sa dérivée est donnée par :

d
Hao=2-1

dz  z

Exercice 4. Trouver les dérivées des fonctions suivantes dans le

domaine approprié : (a)z.Lnz; (b)Ln(z + 1)




Il. Fonction logarithmique complexe

1I.5. Transformations sous Ln z .
Comme la fonction Ln z constitue une fonction inverse de I'exponentielle

complexe e? on peut deduire les propriétés de transformation suivantes

sous une fonction logarithmique complexe

(i) w=Lnz transforme l'ensemble |z| >0 en une

region —o < u < o0, - < v < T.

(a) The annulus 2< |z <4

(ii) w = Ln z transforme un cercle définie par |z| =r en s

une un segment de ligne verticale u = logr, —m <v <.

(iii) w = Ln z transforme un rayon arg(z) = 6 en une

ligne horizontale —oo < u < oo, v = 6. N




ll. Fonction puissance complexe

Def. 3.3 :
Si a est un nombre complexe et z # 0, alors la puissance complexe z¢

est définie comme : z% = e*Inz

Lorsqu’il s’agit d’'un exposant complexe comme c’est le cas pour z% on

parle ici d’'une fonction puissance complexe multivaluée.

Les puissances complexes deéfinies plus haut, vérifient les propriétés

suivantes qui sont analogues dans le cas des puissances réelles :
(1) Zall Zaz — Za’1+a’2
(1’1) Z“l/Zaz — Z“l—az

(i) (z)"=z"%n=0,+1,+£2, ...




ll. Fonction puissance complexe

Def. 3.3 :
Si a est un nombre complexe et z # 0, alors la puissance complexe z¢

est définie comme : z% = e*Inz

Exercice 5. Trouver les valeurs des puissances complexes

suivantes : (a)i%i, (b)(1 + i)’




ll. Fonction puissance complexe

Def. 3.3 :
Si a est un nombre complexe et z # 0, alors la puissance complexe z¢

est définie comme : z% = e*Inz

Exercice 5. Trouver les valeurs des puissances complexes

suivantes : (a)i%i, (b)(1 + i)’

Solution :

n
Y . . 2i(is+i2 . .
(@) j2i = g2iln(i) — g2i(iz+i2km) _ ,-m ,—4kn

—2km

ISP

(b) (1 + i)l = etn(+D) — ei-(log(\/?)+i(%+2kﬂ) _ 0346 o7 o

23




ll. Fonction puissance complexe

I1l.1. Valeur principale d’une puissance complexe :
On peut définir une valeur principale d’'une puissance complexe en

utilisant la valeur principale du logarithme complexe :

Déf. 3.4 :
Si a est un nombre complexe et z # 0, alors la fonction définie par :

z% = e*Inz  est appelée La valeur principale de la puissance

complexe z%

Exercice 6. Trouver les valeurs principales des puissances complexes

suivantes : (a)(=3)"r, (b)(2i)1"




ll. Fonction puissance complexe

Exercice 6. Trouver les valeurs principales des puissances complexes

suivantes : (a)(—3)"~, (b)(2i)1™

Solution :

_ i i . L1
(@) (=3)/7= entn(D) = erllos3+im) _ o(~1+557) _ 0 367(0,94 + i0,34)

(—3)¥™= 0,345 + i0,124

(b) (Zi)l—i: e(1-D.Ln(2i) — e(l—i)-(1092+i§) — (2,263+i0,877) _ 9,611(0,64 + i0,77)

(2i)17'= 0,615 +i7,4

25




ll. Fonction puissance complexe

I11.2. Analyticité de la fonction puissance complexe :
Etant définie avec la fonction logarithme complexe et I'exponentielle
complexe, la fonction puissance complexe est définie analytique sur le
domaine : D = C — {]—,0]} et on parle dans ce cas de la fonction
branche principale de la puissance complexe :

f1(Z) — O — ea.(logr+i9)’ <0<
Cette fonction analytique (continue et dérivable) sur D et sa deérivée est
définie par :

d d a
f1’(Z) — Eea.an — ea.an_E [a.Ln Z] — ea.Ln Z'E — a_Za—l

Exercice 7. Calculer la dérivée de la valeur principale de z* dans le

pointz=1+1i




ll. Fonction puissance complexe

Exercice 7. Calculer la dérivée de la valeur principale de z! dans le

pointz=1+1i

Solution :

%zi =izl fA+d=i1+i) 1= e(i-DLn (1+i) — i.e(i—l)(log (\/i)ﬂ-%)

ff(L+i) = i oD(log (V2)+if) _ ; 4(i-1)(0,346+i0,785) _ ; o(~1,131+i0,439)

f'(1+ i) =0,322i.(cos 0,439 + i.sin0,439) = —0,136 + i0,291

27




lll. Fonctions trigonométriques complexes

Déf. 3.5;

Les fonctions complexes Sinus et Cosinus sont définies par :

| plz _ p-iz ez 4 p—iz
sinz = _  COSZ =
2i ’ 2

On deéfinit egalement a partir de la les fonctions trigonometriqgues
complexes qui ont découlent de la définition du Sinus et Cosinus, d’'une

maniere analogue aux fonctions trigonometriques reelles :

Sin z COS Z 1 1
cotz = — 1secz = 1CSCZ = —
COS Z sinz COS Z sin z

tanz =

Séc : sécante, csc ; cosécante




lll. Fonctions trigonométriques complexes

Exercice 8. : Dans chaque partie, exprimer les fonctions
trigonométriqgues données ci-dessous sous laforme a + ib :

(a) cosi,(b)sin(2 + i), (c) tan(m — 2i)




lll. Fonctions trigonométriques complexes

Exercice 8. : Dans chaque partie, exprimer les fonctions
trigonométriqgues données ci-dessous sous laforme a + ib :

(a) cosi,(b)sin(2 + i), (c) tan(m — 2i)

Solution :
. elZ_e~iz eliZye~iz sin z
On rappelle : sin z = ——;C0SZ = L, tanz =
21 2 COoS Z
. el 4e—i(® e 1liel
(a) cosi = = = 1,543
2 2

(b)sin(2 + i) — e'?*h) — g7iZ+h) 7142 _ol=i2  (,367(—0,416 +i0,91) — 2,71(—0,416 — i0,91) _
sin l) = 21 = 21 = 2 =

sin(2+1i)=-1,4+1i0,487

ei(m—20) _ o-i(m-20) e?elm—e 2e7im et e2  -7,38+0,135

Veim—20) 4 g-in-20 ~  'gZeim t g-2g-in ' —¢Z _g2 '(,738+0,135

—i0,8

(c) tan(m — 2i) = —

30



IV. Fonctions trigonométriques complexes

IV.1. Identités trigonometriques :
Comme les fonctions trigonométriques reelles, les fonctions trigo.

Complexes verifient les identités suivantes
(1) sin(—z) = —sinz,cos(—z) = cosz

(if) cos®* z + sin® z = 1

(iif) sin(z; £ z,) = sinz; .cos z, + cos z; .sin z,
(iv) cos(z; + z,) = cosz, .cos z, + sin z; .sin z,

2 2

(v)sin2z = 2.sinz.cosz,cos 2z = cos“ z — sin“ z

(vi)sin(z + 2m) = sinz,cos(z 4+ 2m) = cos z



IV. Fonctions trigonométriques complexes

IV.4. Analyticité :
les fonctions trigonomeétriques complexes, sont deéfinies et analytiques

sur tout 'ensemble C et leurs dérivées respectives sont deéfinies

comme Sult;

d .

—sinz = cosz

dz

d .
—C0SzZ = —sinz

dz

d 2
—tanz = sec“ z

dz

d 2
—cotz = —csc“ z
dz

d

—secz = secz tanz
dz

d

—(CSsCcz = —cscz.cotz

dz



V. Fonctions hyperboliques complexes

Déf. 3.6. ;

Les fonctions hyperboligues complexes sont définies par :

Z_,—Z eZte~Z

et coshz =

. e
sinhz =

On en déduit également les autres fonctions hyperboliques :

sinh z cosh z 1 1

g cothz = SinhZ,sechz = ,cschz =

tanh z =

cosh z sinh z

I| faut également remarquer que les fonctions hyperboliques sinhz et

cosh z sont entieres car e? I'est déja.




V. Fonctions hyperboliques complexes

V.1. Dérivées des fonctions hyperboliques complexes :

d

—sinh z = cosh z

dz

d

—coshz = sinh z

dz
—tanh z = sech? z
dz
—cothz = —csch? z
dz

d
—sechz = —sech z. tanhz
dz

d

—cschz = —cschz.cothz
dz



V. Fonctions hyperboliques complexes

V.2. Relations avec les fonctions trigonomeétriques complexes :

Remplacons z par iz dans la déf. 2.6 et on obtient :

. . elZ _ e—lZ . elZ _ e—lZ o
sinh(iz) = =1 _ =isinz
[

Ou, autrement :

sinz = —i sinh(iz)
cos z = cosh(iz)
sinhz = —isin(iz)
cosh z = cos(iz)

sin(iz) _ isinhz

tan(iz) = = (tanhz

cos(iz) ~ coshz



V. Fonctions hyperboliques complexes

V.3. Identités des fonctions hyperboligues complexes :
(i) sinh(—z) = —sinh z

(i) cosh(—z) = coshz

(iif) cosh? z — sinh? z = 1

(iv) sinh(z; + z,) = sinh z; . cosh z, + cosh z; . sinh z,

(v) cosh(z; + z,) = cosh z; .cosh z, + sinh z; . sinh z,
(vi)sinh 2z = 2.sinh z. cosh z

(vii) cosh 2z = cosh? z + sinh? z



VI. Fonctions trigo. Et hyperb. inverses

VI.1. Fonctions trigonométriques inverses :
En cherchant de trouver des solutions a I'équation sinw =z, on en a
besoin de définir la fonction inverse tel que : z = sin"'w. Pour cela ;

partant de la définition d’'une fonction sinus complexe :

elW e—lW

sinw = ———— = z ou autrement : e2W _2jzeW _ 1 =0

Et la on est ramené a résoudre une équation quadratique en e :

o =i 4 (1 7Yoo b = a4 (1



VI. Fonctions trigo. Et hyperb. inverses

Et la on est ramené a résoudre une équation quadratique en e™ :
e =iz+ (1—2%)"2>iw = Infiz + (1 — z2) /7]

Ou:w = —iln[iz + (1 — 22)1/2]

Ceci nous conduit a définir les fonctions inverses (In — fonction multivaluée) :
.- . . 1 . .
sin"!z = —iln[iz + (1 — z2) /2] : Sinus inverse

cos™'z = —iln[z + i(1 — z?)"/2] : Cosinus inverse

) N |
tan~ z = ~In [5] : Tangente inverse



VI. Fonctions trigo. Et hyperb. inverses

Les derivées de ces fonctions sont définies uniquement sur D :

d 4 1

— S1n Z =

dz (1— 22)1/2
d 4 —1

— COS Z =

dz (1— 22)1/2
d 1

—tan" 1z =

dz 1+ z2




VI. Fonctions trigo. Et hyperb. inverses

VI.2. Fonctions hyperboliques inverses :

De la méme maniere que préecedemment (sinhw = z,), :
sinh™1z = ln[z + (z% + 1)1/2] . Sinus Hyperbolique inverse
cosh™ z = In[z + i(z? — 1) /2] : Cosinus Hyperbolique inverse

1+z

tanh~1z = Z1n [—
2 1-z

] : Tangente hyperbolique inverse



VI. Fonctions trigo. Et hyperb. inverses

VI1.2. Fonctions hyperboliques inverses .

Pour des branches de ces fonctions définies sur un domaine D ou elles

sont continues et dérivables, on a ;

da 1
Esmh z = 2% + 1)1/2
d 4 1
Ecosh zZ= (7% — 1)1/2
itanh_1 z = -




VI. Fonctions trigo. Et hyperb. inverses

Exercice 9. :

1. Trouver toutes les valeurs de : sin~1+/5

2. Trouver la valeur de la dérivée de sin 1z dans le point z=
(vérifier que ce point appartient au domaine de définition).

3. Admettant que cosh 1z représente une branche du cosinus
hyperbolique inverse obtenu en utilisant comme branche de la

fonction puissance quadratigue complexe et le logarithme

complexe : f,(z) = \/Fe"e/Z,O <0 <2m . Trouver les valeurs

. 2 d _
suivantes : (a) cosh‘lg,(b)acosh 1z|Z:Q
2






