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Solutions : Série n02-B : les fonctions analytiques

1. Donner les domaines de définition des fonctions suivantes et calculer les limites aux points

indiqués :
— 7 : 2
lim (22 — 2) lim 2=~ lim (|22 —in Mm,E+1/2D o, 2+l
z-21 zo1+iZ + Z z-1-1 zo1+iz2 — 1
. . } Z4 -1
lim e” lim ze? lim (e? + z) lim
Z-oTl z-1 z-2+1 z5—i 7+ i
Solution :
. 2 —— _ . 2 —— — . 2 _ _ . —— .
Zh_)rgli(z 7) D=C Zh_)r?i(z 7) = ((2))?% = (-21)) 4+ 2i
. Z—Z z—z @A+)-QQ-i) +2i
lim - D = C — {droite: x = 0} lim - = ( ,) ( ,) = =i
z-1+iZ + Z z>i+viz+z (14+i0)+ (1 —1iQ) 2
. 2 _ . = _ . 2 _ - — _ . 2 _ . _ . — _ -
Jim (|z]* - iz) D=C Jim (|z]* —iz) (I1=il*=i(1-D) =1~
lim (z+1/2) , , 2
zoelm/4 D=C-{z=0} lir_n/4(z +1/2) = (e™* + e7i/4) = 2% =2
z—elm
z2+1 z2+1 (A+i?+1 1+2i 3-i4
i D=C-{-1,1 ' = = =
zl—l>rlr-l|-izz—1 ¢ J zl—lglr}-izz—l 1+4+i2-1 -—-1+2i 5
lim e? D=C lim eZ = e™ = —1
Z-Ti Z-Tl
lim ze* D=C limze? = ie' = i(cos1 + isin1) = —0.841 + i0.54
N z-i
. z : z — 2+i 1
Jim (e” +2) e Jim (e +2) = (e**' +2+1)
=e2(0.54+i0.84)+2+i~6+7.20
zt—1 zv—1 0 z—1Dz+Dz-D(z+i
lim , D=C —{-i};zo=—i lim —=—> lim_( ) )(, ) )
z-—i Z+1 z-—i Z+1 0 z--i z+1i
Forme réductible Singularité apparente = Zli_)rr_li(z —Dz+1)(z—-1i)=4i
Définition : singularité apparente
Si une fonction uniforme f n’est pas définie en Z =2 mais Si

lim0 f(2) existe ; alors z = z, est appelée une singularité apparente. Dans un pareil cas on définit f(z)
VAR

pour z = z, comme étant égale a Zli_)rg()f(z).

lim (z = 20)f (2) = 0

limof(z) = L, existe et finie
Z>Z
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2. Montrer que la fonction f est continue au point indiqué :
3

@) f(z2)=z2—iz+3—2i;2z=2—1i;(b) f(z) =23 —;; zy = 3i;(c) f(2) —m ;2o =1
(d) f(z) = 22; 2, = eim/*
Solution:

@) f(z2)=z*—iz+3—-2i;20=2—-i->f2—-0)=7—-6i= lim f(z)

(b) f(2) = z —i; Zo = 3i - f(3i) = —27i +§= —iZ= Zlgglf(z)

© f@) =g 20 = i~ f() = 5 = 5 = lim f(2)

in \/E .
Re(z) i = / —i .
d = = em/* - (e )= 2 =—= lim
(d) f(2) = Zy fles \/7/2‘*1'\/5/2“\/5/2—\/5/2 > Z_)eifnf(Z)

3. Montrer que la fonction f n’est pas continue au point indiqué:

(@) f(2) =ZZZT+i1;ZO =—i;(b) f(2) =|Z|%1; Zy =1

Solution:
(@) f(z )— — ZO = —i—>Zli_)r£1if(z) =g—>zl_)_ w— hm(z—t) = —2i # f(—i) n’est pas
définie
(b) f(2) = oo %0 = i — lZiE}f(z) = % = oo: nexiste pas

4. En utilisant la définition de la dérivée d’une fonction, calculer f'(z) :
(a) f(2) = 9iz +2=3i;(b) f(2) = iz® = 72%; () f(D) =z — ;

d)f(2) == ;(e) f(2) = 23

- Utiliser les régles de la dérivation pour calculer f'(z) :
(@) f(2) =2-i)z°+iz*—32% +i°

b) f(2) = (26 — 1)(z2 — z+ 1 — 5i)

2+i

(c) f(z) = —5iz? t—

Solution:
(@) f(z2) =9iz+2—-3i - f'(2) =9i; (b) f(2) = iz3 — 72% - f'(z) = 3iz% — 14z;

©f@)=z-2=f'@D=1+5;(d)f@) =2~ f(2) =—= ;) f(2) =2 > f'(z) = 322

5. Utiliser la regle de I’'Hopital pour calculer les limites suivantes :

. 27 +i - z* + 16 - z° +4z
2ol z1% + 1 z2+iV2 22 — 227 + 4 z-1+iz% — 2z + 2
Solution :
zZ74+i 0  z7+i 70 1 1 i

im——== = ==-X===

m - lim = = —X =
z»iz%+1 0 zoizW¥+1 1408 2 i7 2
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2416 0 2416 4(VZ+iV2)

lim =—- lim =
2V2+iV272 = 2422+ 4 0 zov2+iv2z2 — 22z 4+ 4 2(V2+iV2)—2V2

_ z° + 4z 0 _ z° + 4z 51+*+4 -16
lim ————=—-- lim = ; = —
zo1+iz%2 —2z+2 0 zo1+iz2—2z4+2 2(1+i)—2 21

=8+1i8

=i8

6. Quelles sont les fonctions qui vérifient les équations C-R ? conclure
(@) f(2) =2°; (b) f(2) = 3z* + 5z — 6i; (c) f(2) = Re(2);

d) f(2) = 4z — 62+ 3; (e) f(2) = x? + y?; () f(z) = 250 _ ;sine,

r r’

Rappel: Equations CR en coordonnées polaires:
du 1dv dv 10u

or _rae’ ar ro@
r()_ —ie(a_u+'@)—1 —w(a_v_'a_u)
F@=e 5 %) =7¢ 30 ‘30
Solution:

(@) f(2) =z° =r3%eB9 =13cos360 +ir’sin36 =2 = 37200539 = 2 2% etg—: = 3r2sin30 = -+,

r o rae’
u(r,0) v(r,0)

7. Vérifier que la fonction u(x, y) est harmonique. Trouver sa fonction harmonique conjuguée :
(@) u(x,y) = x; (b) u(x,y) = 2x — 2xy; () ulx,y) = x* — y?;

(d)u(x,y) =log(x* +y?); (e)u(x,y) = e*(xcosy — ysinx);

(Hulx,y) = —e*siny;

Solution:

2%u | 9%u
(c) u(x,y) =2x—2xy —>a—+a—y2

o =0+ 0 =0 - u(x,y): harmonique — équations C — R

ou v 2

—=2-2y=_2—-v(xy) =2y —y“ +h(x)

dx dy , PP 2 2
ou - paridentification: v(x,y) =x“+2y—y

— 2 v (x,y) = x% +
= — = — b d =
3y x 9 YY) =x gy



