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Test:

17

- Calculer i3, i%,i°,i% i’ i8 i° {10 11 j12 13 j14 ;15 16

, L

n
- Déduire une regle pour i en fonction de la parité de n

- Calculer : 11984- 12021 lZOZZ




Test: i"

- Calculer i3,i%,i°,i%,i’,i8,i°%, 19,11, j12

n
- Déduire une regle pour i en fonction de la parité de n

e Solution:

n|o |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14|15|16|17
NBEEDEEEDHNEEDOEEDE
e Donc on en déduit:

i4n — 1; i4n+1 — l l4n+2 1’. l-4n+3 — l

e On trouve: l1984 l4><496 — 1 2021 (4><505)+1

§2022 — _1




1. Propriétés des nombres complexes

* Définition 1.1 : un nombre complexe est tout
nombre qui s’écrit sous la forme : z = a + ib. Ou
a et b sont des réels, i est le nombre imaginaire
unitaire.

* a = Re(z) : est appelé partie réelle de z ;

* b =1Im(z) : est appelé partie imaginaire de z .




1. Propriétés des nombres complexes

* Définition 1.2 : égalité. On dit que les nombres
complexe zy = a, +ib; et z, =a, +ib, sont
egaux, Si:

* a;, = Re(z;) = a, = Re(z,)

et
by =Im(zy) = b, = Im(z,)




1.1. Opérations arithmeétiques

Soientz; = a4 +ib, etz, = a, + ib,:
 Addition:
zi+z,=(ay+iby) + (a, +ib,) = (a4 + a,) + i(by + b,)
* Soustraction:
7y — 2y = (aq + iby) — (az +iby) = (a1 — az) + i(by — by)
* Multiplication :
Z,.Zo = (aq +ibq).(ay, + ib,) = (aja, — b1b,) + i(bja, + a,b,)
* Division:
z; (aq+iby) (aqa; +biby)  (bia; —a,by)
= . = T 1
z; (az +iby) as + b3 as + b
Aveca, # 0oub, # 0




1.1. Opérations arithmeétiques

Z1+ZZ=ZZ +Z1

 Regle de commutation : _
Z1.Zy = Zp.Zq

z1+ (25 + 23) = (21 + 2y) + 23

* Regle d’association :
{ z1.(25.23) = (21.25). Z3

* Regle de distribution: z,.(z, + z3) = z{.2, + 2. 23



1.1. Opérations arithmeétiques

Exercice: Simplifier les calculs suivants:

(a) (1 + 2i) + 3i;(b) (1 +i)(1 —i); (c) (5+ 2i) — (—1 + 8i);

(d) 1+ D)/ —10)(e) 2+ -2/ .0




1.1. Opérations arithmeétiques

Exercice: Simplifier les calculs suivants:

(a) (1 + 2i) + 3i;(b) (1 +i)(1 —i); (c) (5+ 2i) — (—1 + 8i);

(d) (1 +)/(1—)(e) (2 +1)— /.0

(a) (1 + 2i) +3i =1+ 5i
b)1+)1—-D=1+1+i—i=2
(c)(5+2))—(—1+80) =6—6i=6(1—1i)

( )(1+i) - 1-1 . 1-(—-1)
- 2+ " 22

=0+i2=i
2

() 2+ -2, y=C+D)—(F)=2+i+i=2+2i




1.2. L’élément neutre, unitaire, conjugué et l’'inverse :

* On définit le nombre complexe nul (zéro) par : 0 4+ i0 ; tel que :
z+(0+i0)=(@+ib)+(0+i0)=a+ib=2z

C’est I'élément neutre pour l'opération d’addition.

* On définit le nombre complexe unitaire par : 1 4+ i0 ; tel que :
zZ.(1+i0)=(a+ib)(1+i0) =a+ib=2z

C’est I'élément neutre pour l'opération de multiplication.

* On définit le conjugué d’un nombre complexe par :

z=z"=(a+ib)=a—ib



1.2. L’élément neutre, unitaire, conjugué et l’'inverse :

Il faut noter que la conjugaison est distributive :
Z1 Y2, = 21+ 25,721 —Z;, = Z1 — Zy ;

* Onremarquera également que :

- z+z—(a+lb)+(a—lb)—2a—2Re(z)—>Re(z)—

[\ ®)
\ ‘m

-z

- z—z—(a+lb)—(a—lb)—Zlb—ZIm(z)—>Im(z)—

- z.z=(a+ib).(a—ib) = a® + b? = |z|?
e On revient sur la division pour remarquer que :

Z1 Z1 Z 21-5

Z9 VA .Z o a%+b%
avec:a, # Ooub, #0



1.2. L’élément neutre, unitaire, conjugué et l’'inverse :

* Dans le systeme des nombres complexes chaque nombre z
posséde un unique inverse par rapport I'addition z' tel que :
z+z =0-2"=-z2
* Egalement par rapport la multiplication, chaque z # 0 possede

un inverse unique z'’ tel que :

« 7z~ 1 est appelé aussi le réciproque de z



1.2. L’élément neutre, unitaire, conjugué et l’'inverse :

Exercice:

- Résoudre les équations: (a)z+2—i=3;(b)3z—6i+12 =0
- Donner le conjugué pour les nombres suivants:

() 1+ i (b) =1 + 5 () 3+ 56; (d) “*2Y/ L1y (€) (2 + )i

- Simplifier les nombres complexes suivants:

(a) 2+i/y i (b) /145 (€) " CFD,,



1.2. L’élément neutre, unitaire, conjugué et l'inverse :

Exercice:
- Résoudre les équations: (a)z+2—-i=3;(b)3z—6i+12=0
(@Q)z=-24+1i;(b)3z=-124+i6 > z=—4+1i2

- Donner le conjugué pour les nombres suivants:

(@) 1+ §; (b) =1+ i; (c) 3 + 56; (d) 29/ L1 44 (€) (2 + D

(@1+i=1—-i(b)—-1+i=-1—1i;(c)3+i5=3—1i5;

() (0 1) = 22 = 2 (o) @ Di = (2 D(—)

- Simplifier les nombres complexes suivants:

(a) 2+i/1_; (0) Ya4i; () 'CTD/,

: 2+1 1+i 2—1+3i 1+L3 1-i 1+i
2+1 — — .
(@) “*Y/1_i =X

1—i " 1+i  1+1 /1+l i 1-i 2

II
X
Il

X

(c) i(3+i)/ o i(3+i) _, 2—i _ 2+i7
2+1 2+i 2—i 5



2. Le plan complexe

A

Axe y/ Im

z=x+1iy/(xy)

>
X Axe x/ Re



Axe y/ Im

2.1. Représentation vectorielle

Définition 1.3 : Le module d'un nombre
A complexe: z = x + iy est le nombre réel positif :
z] = x* + y2.

z=x+1iy/(x,y)

>
X Axe x/ Re




2.2. Propriétés

Pour tout nombre complexe: z =x + iy dont le module est

défini: |z| = \/xz + y? on peut écrire les propriétés suivantes:

e |z|I? =272
¢ |z| =Vz.2z
* |z1.2;| = |z4]. | 2]
. |A| = =l
Z2 |1Z; |
* |z7H = |z




2.3. la distance dans le plan complexe

soient: zy = xq +iy.etz, = x, + 1y, :
* Addition:

Z1+ 2y = (X1 +x) + iy +2) © (X1, ¥1) + (x2,¥2) = (X1 + x2,¥1 +¥2 )

Zy +z;0u(xy +x3,¥1ty2)




2.3. la distance dans le plan complexe

soient: zy = xq +iyetz, = x, + 1y, :
e Soustraction:

Zy— 21 = (X —x1) +i(y, —y1) © (x2,¥2) — (x,y1) = (X2 — x4, Y, — Y1)

A

|z, — 24| = \/(Xz —x1)% + (Y2 — y1)?

Z; —zy0u (X3 —Xx1,¥2 Y1)
o




2.4. Les inegalitées
On atoujours: |zq + z,| < | 24| + | z5] ....(1)

* Apartirde:z; =z, + z, + (—2z,) on peut écrire:

1z1| = |21 + 25 + (—22)| < | 21 + 23| + |— 23]; avec |- z,| = | 23]
On déduit alors: |z, + z,| = | z¢| — | z,]
. AEtcomme |z, + z,| = | z; + 21| = | z,| — | 2| alors:
|2y + 23| = || z4] — | 22]] -..(2)

En remplacant z, pg#*++7z dans (1) on obtient:
/2| + | = 23| = | 21 — 22| < | 24| + | Z2]...(3)

7o4ar — z, dans (2) on obtient:
| Z4 + 25| = || Zy| — | Zz|| ...(4)

>
X



2.4. Les inegalites

Les quatre inégalités peuvent étre réesumeées :
“Z1| — | Zz” <l|zy+z,| <|z4]| + ]| 2;|

On peut écrire d’'une maniere générale, 'inégalité
suivante :

124 + 25 + -+ 2| < | 24| + 23] + -+ |2,,]



3. Forme polaire et exponentielle
3.1. Forme polaire de z

X =1.cos0 L .
{ o z=r.cosf +ir.sinf =r(cosf +isinf)

y=71.sin6

- Avec:r=|z|=\/x2+yZEIR+;—7TS9<7T

L'angle O est appelé « argument » de z : § = arg(z)

z(r,0) ouz(x,y) arg(z) n’estpas unique:

0 =0+ 2km

r.sin 6

y:

>
x / axe polaire

X =71.cos 06



3. Forme polaire et exponentielle
3.1. Forme polaire de z

Exercice : écrire sous la forme polaire: z = V3 + i

Solution:
A

r=|z|=\/\/§2+12=\/1=2;

(050 = V3
o =
1¢9° /2, 6 =T/ + 2kn[rad] = 30° + 2k
_sind = 1/2
z=+V3+i <—>z=2.(cos%+ising)
>

x / axe polaire



3. Forme polaire et exponentielle
3.2. Argument principal

Zz=r.cosf +ir.sinf =r(cos@ + isinb)

Comme arg(z) n’est pas unique a cause de la périodicité des

fonctions sinus et cosinus (6 = 6 + 2km)
Alors on définit I’Argument unique qui corresponda — T <0 <m

Il est appelé Argument Principal: 0 = Arg(z)



3. Forme polaire et exponentielle
3.3. Multiplication et division

Soient: z; = r;(cos 6, +isinb,) etz, =1r,(cosf, +isinb,)
Calculons le produit : z;. z,

Z1.Z, = 11(cosB; +isinb,).1r,(cos B, +isinfh,) =

r, 15| (cos 8, cos 8, — sin 6 sin 8,) + i(sin 6; cos B, + cos B, sin 6,)]
Et pour tout z, # 0, le rapport z, /z, donnera :

r
Z/z5 = é |(cos 8, cos B, + sin B, sinB,) + i(sin 6; cos B, — cos B, sinH,)]

On utilisera les identités trigonométriques suivantes :

cos(A+ B) =cosA.cosB +sind.sinB
sin(A + B) =sinA.cosB + cosA.sinB



3. Forme polaire et exponentielle
3.3. Multiplication et division

On pourra simplifier le produit et le rapport comme suit :
Z1.Z, = 1rq1y|cos(01 + 05) +isin(6 + 6,)]

Tel que :
r=mnnr etarg (z1.2,) = arg(z,) + arg(z,)

De méme pour la division:

r
Z1/2y = r—: |cos(B; — 0,) +isin(6; — 6,)]

Avec:
r=r/r,etarg (z1/z;) = arg(z,) — arg(z;)



3. Forme polaire et exponentielle
3.4. Puissance entiere de z: z"

Depuis le produit z4. z, :
Z1.Z, = 1rq1y|cos(01 + 05) +isin(0 + 6,)]
En mettant: z; = z, = z on obtient :
Z1.2, = z° =12[cos(20) + isin(20)]

De méme on peut déduire 73 =27% .72 =1r3[cos(30) +



3. Forme polaire et exponentielle
3.5. Racine entiére de z: z/n = Nz

Soit: z = r(cos 8 + isin @) et cherchons w = p(cos @ + i sin @),
telque: w" =z - p"(cosne + isinng) = r(cosB + isin )
Par identification on trouve:

r=p"etcosO +isinO@ = cosne + i sinne; et la solution:

0+2k
p="retg,=——k=012..n-1
Il faut remarquer que pour k = n: @,, = 0+znn = % + 21 = % = @

On obtient ainsi n racines distincts:

wy = i/r [cos (9+2kn) + isin (9+2kn)] k=0,1,.n—1

n n

Pour k = 0 on a une racine unique wy, qu’on appellera:
Racine principale tel que: @y = Arg(wy)



3. Forme polaire et exponentielle
3.5. Racine entiére de z: z/n = Nz

L4 L] 4 -
Exercice : trouver les racines d’ordre 4 : 3/z = V1 + i

Solution: 4/z = V1 + i

T T
1+i= \/E(COSZ -+ i.sinz) = p*(cos 4@ + isin4@)

1
p=(V2) /4 — 2%s = 1.09050773266526 = 1.09

7T/4_‘|‘()><27‘[ T T . om
Qo = 1 BET: - wy = 1.09 (COSE-l- l.SlnE)
T/p+1X2m  9x Oof = 9m
= 2 = T - wy = 1.09 <C051—6+ l.sm1—6>
T/p+2X2m 17x 17r 17¢
Q, = 2 BT - w, = 1.09 (COSE+ l.smﬁ>
T/ +3X2m 251 25m 257
Q3 = 2 BT - w3 = 1.09 (cosl—6+ l.sm1—6>




3. Forme polaire et exponentielle
3.6. formulation exponentielle

Partant du développement limité des fonctions sinus et cosinus:

62 94 36 an
— 1 — 44— (1Y —
cos =1 T +4! o -+ +2n!( 1)™n=0,1,..
0 93 05 02n+1
ng=———+—+-+ -1D%n=0,1,..
S TR TRANY Znrn D
Et sachant que :
X X x2 x3 " 2n, —
e _1+E+Z+§+“.+H(_1) 'n=0,1,..

On peut démontrer que :

cos @ + isin @ = e'?

Ainsi tout nombre complexe z = x + iy peut s’écrire sous sa forme
exponentielle (polaire): z = r.e'%;r = |z| et 6 = arg(2)

Indication: remplacer x = i0 et faire l'identification



4. Ensemble de points dans un plan complexe

4.1. Le cercle:
1z —2zol =p,p >0
Centre z, et de rayon p
lz— 2z, l=p
4.2. Disque et voisinage:

|1z — zy| < p: disque
|z — zy| < p: voisinage
0 < |z — zy| < p: voisinage

avec exclusion ( zy exclu)




4. Ensemble de points dans un plan complexe

Exercice : Tracer les ensembles de points suivants:
(d)lz—1—-i|=2;(b)|z+ 3| <1




4. Ensemble de points dans un plan complexe

Exercice : Tracer les ensembles de points suivants:
(d)lz—1—-i|=2;(b)|z+ 3| <1

axe des
ordonnées )
6hy Solution :
5 (a) Cercle:

z—1—-i|l=2-2y=1+1i;p=2

(b) Disque:

z+3|<1-2z,=-3;p=1

™Y Zo

axe des
abscisses




4. Ensemble de points dans un plan complexe

4.3. Ensemble ouvert: (S

. . 7 . Q’/ RN
|z — zy| < p € S :pointintérieur e}
Vz € S,z estintérieur — S: ouvert Z

)
Si |z—zy] <pcS contient au moins 7 oY,
Z,€ S et au moins z, € C—{S} - z,
est un point limite
4 Frontiere |Un  ensemble de points limites

forment une frontiere

intérieur Tout z € {S U Frontiéere}: exterieur

Exterieur

{Frontiere} c S: S fermé




4. Ensemble de points dans un plan complexe

4.4. Couronne:
p1 < |z — zy| < p,: Couronne circulaire ouverte

Sip; = 0alors 0 < |z — z4| < p,: Voisinage avec exclusion de z

\

i
i
i
"

Tout autre ensemble de forme

L T Tl ol T
"

"
1
"

CE L L e e e L L e e e L o L L
E
1
"
1

irréguliere et annulaire est appelé:

"

T A A
:
[

"
1
"
1
I

Couronne

)




4. Ensemble de points dans un plan complexe

4.5. Domaine:

Si zyet z, € S peuvent étre connectés
par une {ligne polygonale} € S alors .

I'ensemble S est un connexe

Si : S = Ouvert + Connexe = Domaine




4. Ensemble de points dans un plan complexe

4.7. Ensemble borné:

Sivz € S,3AR > 0tel que |z| < R alors 'ensemble S est un borné

Y
Dans le cas contraire S: non borné




4. Ensemble de points dans un plan complexe

Exercice :

Tracez I'ensemble des points S dans le plan complexe, satisfaisant

les inégalités suivantes et déterminer si cet ensemble est :

a) ouvert, b) fermé, c) connexe, d)un domaine ou e) borné

Re(z) < 1 Re(z?) > 0
Im(z) > 3 Iz —i| > 1
2<Re(z—1)< 4 1<|z—-1-i| <2



4. Ensemble de points dans un plan complexe

Solution de l'exercice :

Re(z) <1->x<1;,—0<y< 4+

________________ Yy
Zie : 4r Vz € S,z estintérieur — S:ouvert
1
; ) {Frontiére} ¢ S: S non fermé
1 <1
i S est un connexe
I I ! 1 1 x

=4 =2 ! 2 4 S = Ouvert + connexe = Domaine
[
| o AR > 0 tel que |z| < R : S est non borné
iI
|

Zy E:—4 B



4. Ensemble de points dans un plan complexe

Solution de l'exercice : (suite)
Im(z) >3->y>3;,—0<x <+

a) ouvert, b) non-fermé, c) connexe, d) un domaine et e) non-borné




4. Ensemble de points dans un plan complexe

Solution de l'exercice : (suite)
2<Re(z—1)<4-2<x—-1<43<x<5,—-0<y<+w

a) ouvert, b) non-fermé, c) connexe, d) un domaine et e) non-borné

I
W
I
[
[
M



4. Ensemble de points dans un plan complexe

Solution de l'exercice : (suite)

x>y

2 2 _ 2
Re(z¢)>0-x*—y* >0« x> —y

a) ouvert, b) non-fermé, c) pas connexe, d) pas un domaine et e) non-borné

AN y S est pas un connexe

N\ 7 S = Ouvert + pas connexe = pas un Domaine




4. Ensemble de points dans un plan complexe
Solution de I'exercice : (suite)

|z —i| > 1:limité par uncerclezy =i &p =1

a) ouvert, b) non-fermé, c) connexe, d) un domaine, e) non-borné

S est: doublement connexe

y
3 L
YA
f‘a-_"‘u 1
f.f‘/ \'\
| 1F }
A /
\\ ,;f
] ] ] f - ] ] ]
) 1 /2 3~
Zy ==
_2 =
_3 =



4. Ensemble de points dans un plan complexe
Solution de l'exercice : (suite)
1<|z—1-i| <2:courrone circulaire: zo =1+ i;p; = 1&p, =2

a) Pas un ouvert, b) non-fermé, c) connexe, c) pas un domaine et d) borné

39 . dz € S,z est pt limite (pas intérieur) — S: pas un ouvert
N
7/ Z1 \\ {Frontiére 2} ¢ S: S non fermé
/ \
{ 1 ) S est: doublement connexe
‘\ ; S = non ouvert + connexe = pas un Domaine
1 1 LS N\ 1 'l
-3 2 -1 \z}.l\z_J/’C% * 3R =2>0tel que |z —i| < 2:S est borné
_1 .:“\__ - {;
N 8
3




5. Forme quadratique en variable complexe

Forme quadratique qui s’écrit avec des variables complexes:
a.z°+b.z+c=0;a#0

On trouve toujours des solutions VA:

A= b? — 4ac

Et les solutions sont données par:
L —b + (b2 - 4ac)1/2
' 2a
Si: A= b? —4ac =0 - Vb%—4ac €R
Si:A= b? —4ac < 0 - Vb2 —4ac = ii\/llb2 — 4acl| € C




5. Forme quadratique en variable complexe

Exercice :

résoudre ’équation quadratique : z> + 4z +5 =0

Solution:
A=4%? —4x5=16—-20=—-4<0->V—4 = +i2

Z1=_2+i
Zz _Z_l

H 7 . _4ii2
Les solutions de cette équation: z; = {

2

On peut vérifier:
(—2+0)*+4(-2+i)+5=(0(4—-1—-4))—8+i4+5=0
(—2—-0i)*+4(-2—-i)+5=((4—-1+4))—8—-i4+5=0




