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Chapitre 4

Sous Variétés de R"

4.1 Plongement

Définition 4.1.1. Soient U C R™ un ouvert et f : U — R™ une application de classe C1. f
est dite plongement si

1. f est une immersion sur U.

2. f est injective.

Remarque 4.1.1. Si f est un plongement, alors d’apres le théoréeme du rang constant, il
existent un ouvert W C R™, un difféomorphisme ¢ : U — o(U) C R™ et un difféomorphisme
W — (W) CR™ tels que :

Yo foo Ny, .wn) = (T1,..., T, 0, ..., 0)
Définition 4.1.2. Soient U C R™ un ouvert et f : U — R™ une application de classe C1. f

est dite plongement régulier si

1. f est une immersion sur U.
2. f est injective.
3. f:U— f(U) est un homéomorphisme.
ou f(U) est muni de la topologie T (f(U)) induite par celle de R™

T(fU)={0nf(U); 6 ouvert de R™}
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Exemple 4.1.1.

f:0,27] — R?
t +— (cos(t),sin(t))

f est un plongement régulier.

Exemple 4.1.2.

f:R — R?
t — (cos(t),sin(t))

f est une immersion non injective.

Exemple 4.1.3. Soit D = {(z,y) € R*; 2?+y* <1}

f:D — R?
(xay) = (xvyv 1—x2—y2)

[ est un est un plongement régulier sur S3 = {(z,y,2) € R*, 2 +y*+ 22 =1,

f(M)

FIGURE 4.1 — Plongement régulier

Exemple 4.1.4. Considérons géométriquement les courbes suivantes :

@)

fi]-mn — R?
s = ((2cos(s) —1)sin(s), (2cos(s) — 1)cos(s))

[ est une immersion non injective f(3) = f(5*) = (0,0).
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4.1 Plongement 64

FIGURE 4.2 — Immersion non injective

b)
[ - R?
s +— (10sin(3s)cos(s), bsin(3s)sin(s))

—
|
wlx
SE

f est un plongement non régulier (f n’est pas ouverte au voisinage de f(0) = (0,0)).

Remarque : f(] — ¢, +¢[ n'est pas un ouvert de f(] — %, Z[) pour la topologie induite.

L/

FIGURE 4.3 — Plongement non régulier

F1-22 & R

s > (sin(2s)cos(s), cos*(s))
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f est un plongement régulier.

03z -
0,6
0,4

0,24

FIGURE 4.4 — Plongement régulier

4.2 Sous Variété

Définition 4.2.1. Soient M CR™ et p € N (p < n). On dit que M est une sous variété de
dimension p si pour tout xy € M, il existe U C R"™ ouvert voisinage de xo, V C R™ un ouvert
voisinage de 0 dans R™ et un difféomorphisme

p:U = V
r = (o1(x), ., on(x))

tels que p(xg) =0 et

p(UNM) =V (R % {0}) (4.1)

1.€.
(x eun M) = (g0p+1(x) == () = o) (4.2)
Remarque 4.2.1. Dans la formule (4.2) on peut considérer une permutation des fonctions

Qi -

(1’ cUn M) = (% (@) = o = s, (1) = o) (4.3)
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4.2 Sous Variété 66

Exemple 4.2.1. :

M =TRP =RP x {0} est une sous variété de R" de dimension p (ici ¢ = I1d).

Exemple 4.2.2. :
M = {(z,y,2) € R} 2?4+ y*+22=1, 2z > 0} est une sous variété de dimension 2. En
effet, soient D = {(z,y) € R?; 2?4+ y* <1}, U=D xR et

OnaMcCU et

1 0 0
Dowof=| 0 1 0

Donc f est un diffeomorphisme de U, tels que

f(M)=Dx{0}=D, ie ((zv,y,2) e M) (fs(v,y,2)=2—+1—22—y2=0).

f(M)

FIGURE 4.5 — Sous Variété

Exemple 4.2.3. M = {(sin(2s)cos(s), cos*(s)) € R*; s €] =3, %[} (voir figure 4.4). M est
une sous variété de dimension 1.
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4.2 Sous Variété 67

Exemple 4.2.4. M = {((2cos(s) — 1)sin(s), (2cos(s) — 1)cos(s)); s €] —m, x|} C R? (voir
figure 4.2). M n’est pas une sous variété, au voisinage de (0,0) pour tout difféomorphisme

locale o : U =V ona ' (VNR) £ MNU

L

N
D

eV MR Un

=

FIGURE 4.6 — M n’est pas une sous variété

Exemple 4.2.5. :

M = {(10sin(3s)cos(s), 5sin(3s)sin(s)); s €] — 5, 5[} € R? (voir figure 4.2). M n’est
pas une sous variété, au voisinage de (0,0); (s = 0). Pour tout difféomorphisme locale

o:U—=Vonap  (VAR)£AMNU

FIGURE 4.7 — M n’est pas une sous variété

Exemple 4.2.6. Soit f: I CR — R une fonction de classe C*. La courbe
M ={(z, f(z)) eR* wzel}
est une sous variété de dimension 1. En effet, si on pose
p: I xR — R?
(z,y) = (z,y—f(2))

Pr Mustapha Djaa 2017
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alors ¢ est une application injective de classe C* telle que

1 0
Peeae = ( ~fe) 1 )

donc ¢ est un difféomorphisme de U = I x R sur (U) et on a :

(z,y) € M & pa((w,y) =y — f(x) =0

Exemple 4.2.7. Dans le cas général, si f : V C RP — RY une fonction de classe C*, alors

la partie
M ={(z, f(z)) eR"™  z eV}

est une sous variété de dimension p. FEn effet, si on pose
0:VxRI — RPTY
(l’,y) = (x,y—f(x))

alors ¢ est une application injective de classe C' telle que

Id, 0
Dy = < _D.f Id, )

donc ¢ est un difféomorphisme de U =V x R sur p(U) et on a :

(x,y) € M ~ (Qpp-i-l((x?y))? ""790P+Q((x7y)>) =Y - f(.’I?) = O

4.3 Equation Paramétrique d’'une Sous Variété

Théoréme 4.3.1. Soit M une sous variété de R" de dimension p (p < n). Alors localement

M est définie par un plongement réqulier, i.e. pour tout xo € M il existe un ouvert U C RP
voisinage de 0, U C R™ woisinage de xo et un plongement réqulier ¢ : U — R" tel que
v(U)=MnU.

Preuve D’aprés la définition 4.2.1, il existe U C R"™ ouvert de R"™ voisinage de xq, V C R"
un ouvert voisinage de 0 dans R" et un difféomorphisme

p:U — V
y = (1) 0n(y))

tels que ¢(z9) =0 :
e(UNM)=VnN(R x{0}) =VNR?
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Si on pose U= VNRP,

;/J:(p‘loi:ﬁ — U
z=(21,.,2) = ¢ ((20,.,0)).

Alors 1 est une application de classe C*, injective et ouverte sur M. Comme ¢! est un
difféomorphisme, alors

m A N e M1 7
o o
8 . Py
Dzw — (221 )p o (gzp )p
¢~ n e~ Hn
S O I N C)

est une matrice de rang p (les colones sont linéarement indépendants). Donc 1) est une im-
mersion par suite un plongement régulier et on a

Y(U) = VNR x{0})=UNM=UnM.

Remarque 4.3.1. :

1

1. 9 est une composition d’une bijection ¢~ et une injection v, donc v est injective.

2. = Puis que ¢(l7) = UNM, alors 1 est une application ouverte sur M munie de la
topologie induite.

Théoréme 4.3.2. Soient U un ouvert de R™ et f : U — R™ une application de classe C*.
Si f est un plongement régulier alors M = f(U) est une sous variété de R™ de dimension n
(n <m).

M = f(U) est dite sous variété définie par le parramétrage f .

Preuve [ est une immersion, donc f est de rang constant égale a n sur U. D’apres le
théoréme du rang constant (Théoréme 3.3.1), pour zo € U ils existent un ouvert V. C U
voisinage de xp, un ouvert W C R™ voisinage de f(x(), un difféeomorphisme ¢ : V- — ¢(V) C
R™ et un difféomorphisme 1) : W — (W) C R™ tels que le diagramme suivant est commutatif
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4.3 Equation Paramétrique d’une Sous Variété 70

V — w
¢l jw
e(V) — »(W)
Yo fop
Vo foo N (YiyYps Uptios Ym)) = (Y1, --Yp, 0...., 0)

Comme f est un plongement régulier, alors f(V) = f(U)NW, ¢ : W — (W) C R™ un
difféomorphisme et

(zef(V) & QzeV: z=f(2)
& (@zev),@yepvV): s=¢(y) 2= f())
& (@weev), == fle™ W)
& (B ep(vV), v(2) = v(f(e7 )
& (Byepv) vz =ve for™w)
& (B e e(V), U(=) = W Y 0,-,0)))
& (Ynra(2) = oo = vm(2) = 0.)

Du Théoréeme 4.3.1 et le Théoréme 4.3.2, on déduit le théoréme suivant.

Théoréme 4.3.3. M C R™ une sous variété de R™ de dimension p (p < n), si et seulement
M est localement définie par un plongement régulier ouvert sur M muni de la topologie in-
duite par celle de R™.

i.e. pour tout x € M il existe un ouvert UcCRp voisinage de O et un plongement régulier
v U — R™ tel que (0) = x, ¢ : U — M est une application ouverte pour la topologie
induite sur M par celle de R™.

Dans ce cas il existe , U C R™ voisinage de x tel que w(ﬁ) =UNM. On dit alors que la
sous variété M est définie localelement au voisinage de x par le paramétrage 1.

Exemple 4.3.1. Une droite dans le plan est une sous variété de dimension 1 définie par une
immersion. Soient (a,b) € R? et f une application définie par

f:R — R?
t — (at+c,bt+d)
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On a Dy f = (a,b)" # (0,0)" donc f est une immersion (plongement régulier) et M =
F{R}) = {t(a,b) + (c,d) € R*; t € R} est une sous variété de dimension 1.

Dans le cas général on considére [’equation parametrique d’une droite M dans [’espace
affine R™ définie par le plongement régulier

f:R — R"
t — ta+b

ouac€R,beER" et M ={ta+b; teR}.

Exemple 4.3.2. Soit S* = {((cos(27t),sin(27t)); t € R} le cercle de rayon 1 et de centre
(0,0) dans le plan affine R?. Alors S* est une sous variété de dimension 1 définie par le
paramétrage

f:R — R?
t — ((cos(%rt),sin(%rt))

Remarque : [ est une immersion non injective (non un plongement) ce qui montre que la
condition "plongement régulier” dans le Théoréme 4.3.2 n’est pas nécessaire.

Exemple 4.3.3. Soient I C R un interval ouvert et f : I — R une fonction dérivablement
continue. Alors M = {(t, f(t)); t € I} est une sous variété de R* de dimension 2. En effet,
st on note par

g: I — R?
t— (& f()

alors g est une immersion injective, de plus st K et J sont des intervals ouverts tels que
K C I, alors

ce qui montre que g est une application ouverte sur g(I) muni de sa topologie induite. Du
Théoreme 4.3.2 on déduit que M = g(I) est une sous variété de dimension 1.

Remarque : Dans cet exemple on peut remplacer la fonction f : I — R? par la fonction
f:1—R"
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Exemple 4.3.4. (Equation paramétrique d’un plan dans l’espace)

Soient a,b,c € R" tel que le systeme {a,b} est linéairement indépendant. Alors M =
{sa+tb+d e R"; s,t € R} est une sous variété de R™ de dimension 2. En effet il suffit de
considérer le plongement régulier

g:R* - R"
(s,t) — as+0bt+d
Exemple 4.3.5. Soient I C RP un ouvert connexe et f : I — R™ une application de classe
Ct. Alors M = {(t, f(t)); t € I} est une sous variété de RPT™ de dimension p. En effet, si
on note par
g:ICRF — RP™
t = (4, f())

alors g est une immersion injective, de plus si K C RP et J C R™ sont des ouverts tels que
K C 1, alors

(Kx J)NM = (K xJ)ng()
— (K x )N {tf0); tel}
— {(Lf(); tEK, f(t)e )
— (K x J)Ng(K)

ce qui montre que g est une application ouverte sur g(I) muni de sa topologie induite. Du
Théoreme 4.3.2 on déduit que M = g(I) est une sous variété de dimension 1.

4.4 Sous Variété a Bord

Définition 4.4.1. Soient M CR™, p e N (p <n) et Soit HY = {(x1,...,x,) € RP, x, > 0}.
On dit que M est une sous variété a bord de dimension p si pour tout xog € M, il existe U C R"
ouwvert de R"™ voisinage de xg, V' un ouvert voisinage de 0 dans de R™ et un difféomorphisme

p:U — V
z = (p1(2), . on(2))

tels que p(x9) =0 et
e(UNM)=Vn(HY x{0}) (4.4)
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1.€.

<x elUn M) = <g0p<x) >0, Ppir(1) = oo = () = o)

Le bord de la sous variété M est le sous ensemble OM tel que

o(UNOM) =V n (R x {0})

1.€.

<x € Uﬂc?M) & (gop(x) = ppr1(x) = ... = pu(z) = 0)

L’Intérieur de la sous variété M est l’ensemble Int(M) = M — OM.

Remarques 4.4.1. On a :
1) M = Uy(¢™1(V N (HE. % {0})).
2) OM = U, (e~} (V N (R x {0}).
3) OM est une sous variété de dimension p — 1.
4) L’intérieur Int(M) ne signifie pas lintérieur topologique ( si p < n, alors M° = &).

5) Sip=n alors Int(M) est un ouvert topologique et OM est un fermé topologique.
Du Théoréme 4.3.3, on la définition équivalente suivante :

Définition 4.4.2. Soit HY = {(z1,...,x,) € RP, x, > 0}. Un ensemble M C R est dit sous
variété variété a bord de dimension p si pour tout x € M il existe un ouvert Uc HY woisinage
de 0 et un plongement régulier 1 : U — R" tel que Y(0) = x, P : U — M est une application
ouverte pour la topologie induite sur M par celle de R™.

Dans ce cas il existe , U C R"™ voisinage de v tel que ¢([7) =UNM. On dit que v est
une parametrisation locale de la sous variété a bord M.

Le bord de la sous variété M est l’ensemble :

OM = {((z1,...,2p-1,0), ¢ est une paramétrisation locale}.
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L’intérieur de la sous-variété M est définit par

Int(M) = M — dM.

Exemple 4.4.1. H? = {(z1,...,x,) € R, x, > 0} est une sous variété a bord de dimension p.
1) En utilisant la Définition 4.4.1 alorsp=n, U=V =RP et ¢ = Idg».

2) En utilisant la Définition 4.4.2, alors la paramétrisation n’est autre que linjection
canonique a un difféomorphisme preés

Y HY — RP
(1, ey xp) = (21,0 1p)
et on a
OH? =R x {0}.
Exemple 4.4.2. La boule fermé B = {(xg, ....,x,) € RPT1 3,22 < 1} est une sous variété

de dimension p+ 1 et de bord 0B = SP = {(xg, ....,x,) € RFTY 22 = 1}.
Si x, >0, on prend
oy RPFL Hﬁ“
(g, .oy p) (a:o,...,—xp+\/1—2f;()1x?>.
Si x, <0, on prend
o_RFFL Hf“l
(s ey p) > (zo,...,xp— 1-— f;olx?)

On a
B = ijrl(Hfrl) U g0:1<H5_+1)

0B = ¢! (R” x {0}) U ! (R” x {0})
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Exemple 4.4.3. La demi sphere ST = {(z,y,z) € R 2? +y* + 22 =1, 2 > 0} est une
sous-variété a bord de dimension 2 de bord

053 = S' = {(2,y,0) € R®, 2° +y* = 1}.

Soient :

DUS ={(z,y,2) eR?, 2* +2* <1, y > 0}
oy :US — R
(x,y,2) — (x,z,y— 1—x2—22>.

@ est un difféomorphisme de U sur V = o(U[).
() (VN HE x {0}) = U nS2
() (VAR X {(0,0)} = Uy NS" = {(z,5,0) €R?, 2® +y* =1, y > 0}
2) U, ={(z,y,2) € R® 2°+2° <1, y <0}
o, U, — R?
(r,y,2) +— (m,&y—i—\/l — 22 —z2>.
@, est un difféomorphisme de U, sur V = o(U,).
(¢7) (VO HE x {0}) = Uy N $2

(o, ) "(VNRx{(0,0)} =U, NS" ={(z,9.0) e R®, 2* +y* =1, y <0}

3) On construit de la méme maniére les couples (US, of) et (U;, ¢ ).

Exemple 4.4.4. Le cylindre
C=58"x[0,1] ={(z,y,2) €R’, 2* +3* =1, 0< 2 < 1}

est une sous-variété a bord de dimension 2 et de bord

0C = S x {0} U S* x {1}
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4.5 Equation Cartésienne d’une Sous Variété

Théoréme 4.5.1. Soit M C R"™ une sous variété de R™ de dimension p (p < n), alors pour
tout xg € M, il existent un ouvert U C R"™ voisinage de xq et une submersion f: U — R"7P

tel que M NU = f~1({0}).

On dit alors que M est une sous variété définie localement par ’équation f = 0.

Preuve D’apreés la définition d’une sous variété (Définition 4.2.1), il existe U C R™ ouvert
de R™ voisinage de zp, V C R™ un ouvert voisinage de 0 dans R" et un difféomorphisme

p:U — V
= (1), s n(2))
tels que ¢(xg) =0 et

o(UNM)=Vn (R x {0})

ie.
(:g ceUn M) o (gpp+1(x) == () = o) (4.5)
Si on note par f 'application définie par
f:U — R"P
z = (0pr1(T), -ons on())
alors
[ e o1 7
RS o
AR -
Bl e .
Do = | a5 ppt1
RS -
b o
I SRR a8

est une matrice inversible, donc toutes les lignes sont linéairement indépendants, par suite
la matrice

Oppt1 Opp+1
—811 ...... O,
D, f =1 ...
Bgan aﬂon
ey Br

est de rang n—p. Donc f est une submersion, d’apés 1’'éqution (4.5) on déduit que UNM =

F71({0}).
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Théoréme 4.5.2. Soient U C R™ un ouvert et f : U — R™ une submersion (m < n) tel que
0 € f(U). Alors M = f~1({0}) est une sou variété de R™ de dimension p =n —m.

Remarque 4.5.1. En général si z € f(U) alors f~1({z}) est une sou variété de R" de di-
mension p =n — m.

Preuve f est une submersion, donc f est de rang constant égale a m sur U. D’aprés
le théoréme du rang constant (Théoréme 3.3.1), pour zp € M C U ils existent un ouvert
V' C U voisinage de xj, un ouvert W C R™ voisinage de f(z()(= 0), un difféomorphisme
0 :V = o(V) C R" et un difféomorphisme ¢ : W — (W) C R™ tels que ¥(0) = 0 et le
diagramme suivant est commutatif

\% — w

@l W

e(V) — V(W)
Yo fop

Yo fo o (Wi, Yms Ymsteoos Un)) = (Y1 --Yum)

Soient z € VN M et y € (V) tel que

y=9¢@) = WL, o, Y Yms1s s Un)
= (1(2), s O (), Pmp1 (7)), o0 ()

Comme f(x) =0 alors

vofory) = (Yl .o, Ym)

d’ou
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Remarque 4.5.2. La démonstration du Théoréme 4.5.2 découle aussi directement du théo-
reme des fonctions implicites. En effet, f est de rang m a des permutation prés on peut
supposer

Ofpyr . Ofpt1
aacp+1 afn

det P : #0
8:Cp+1 8xn

ot p=n—m. Donc

fiUCR"xR’ — R?
v=(y,2) = f(y,2)

. . p)
est une application de classe C' tel que 8—£ € Isom(RRP).

D’apres le théoréeme des fonctions implicites, il existent V C U C R™ = R™ x RP voisinage
de xo = (Yo, 20, W C R™ woisinage de yo et g: W — RP, tels que

[(y,2) €V, fly,2) =0l & [y e W, 2 =g(y)]

[(y,2) eVNM]<=[yeW, z=g(y)]

Considérons 'application

po:WxRF — R™xRP
r=(y,2) = (y,2—9())

Id,, O
Do = ( Dyg Id, )

Donc ¢ est un difféomorphisme tel que :

on a :

[z =(y,2) €VNM] & [paz) =2 —g(y) = 0.

Exemple 4.5.1. Une droite dans le plan est une sous variété de dimension 1 définie par une
submersion. Soient (a,b) € R? et f une application définie par

f:R* - R
(x,y) — ar+by+c
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On a D) f = (a,b) # (0,0) donc f est une submersion et

M= f({0}) = {(@,9) € R%  az+ by +c= 0}

est une sous variété de dimension 1.

Exemple 4.5.2. Le plan affine de R? est une sous variété de dimension 2 définie par la
submersion

f:R* - R
(x,y,2) — ar+by+cz+d
ot (a,b,c) # (0,0,0).

Exemple 4.5.3. La sphére est une sous variété de dimension 2 définie par la submersion
f:R® = R
(z,y,2) — 2*+y*+22-1

On a D f = (22,2y,22) # (0,0,0) donc f est une submersion et S* = f~1({0}) =
{(z,y,2) € R?; 22 +y* + 22 = 1} est une sous variété de dimension 2.

4.6 Espace tangent a une sous variété

Lemme 4.6.1. Si x € R™ alors l'ensemble {x} x R" = {(z,u), u € R™} muni des lois
suivantes :

(x,u) + (z,v) = (x,u+v); Mz,u) = (x, \u)

est un espace vectoriel sur R isomorphe a R"

L:R"+,.) = ({z} xR",+,.)
u — (z,u)
est un isomorphisme linéaire. En note alors

R" = {z} x R"
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Définition 4.6.1. Soient M une sous variété de R™ de dimension p et xqg € M. Un vecteur
(o, u) € {zo} X R"™ (ou tout simplement u € R™) est dit tangent a la sous variété M en xq si
et seulement si, il existe un interval I voisinage de 0 € R et une courbe v : I — R™ de classe
O tels que :

2o =7(0) et u=+5Y0)

Lemme 4.6.2. L’ensemble des vecteurs tangent a une sous variété M C R™ en un point
xo € M est un sous espace vectoriel de R™.

Preuve Soient u,v € R"™ deux vecteurs tangent & M en x, définis par les courbes ~; :
I, = R" et 75 : I — R™. D’apres la définition d’une sous variété (Définition 4.2.1), il existe
U ouvert de R" voisinage de xg, V un ouvert voisinage de 0 dans R" et un difféomorphisme
0 : U —V tels que ¢(xp) =0 et

(zeUNM) & (ppri(z) = ... = pn(z) = 0)
1) Soit I C I1 N I un intreval voisinage de 0 € R tel que
p(n) +e(n@) eV; viel
Si on note par v la courbe sur M définie par
v:1I — R"
too () =7 (wlnl®) + e(n(®)
alors

7(0) = ¢ 1(0) =z
{(Dap(11(0)) + Dayip(14(0)))

= Doyt (Dwocp(u) + Dm(ﬂ(v))
(

= u-+tv.
De plus pour tout t € [ on a :

Cpr1(11() + @pr1(12(1) = . = Pu(11(t)) + @n(12(t) =0

donc
v(t) = 90‘1(s0(71(t)) + 90(72(t))> eM; Vtel
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2) Soient A € R et I C I; N I un intreval voisinage de 0 € R tel que
Ap(n(t) eVy Vtel
Si on note par v la courbe sur M définie par
vy:I — R"
to )= (M)
alors
10) = »7(0) =0
Y(0) = Doy (ADsy((4(0))))
= Doy (\Dyip(w))

= ADop! (Danplw))

= Au.
De plus pour tout t € [ on a :
Appr1((t) = .. = Apn(n(t)) = 0
donc
1) = (en) e M; Vel
n

Notation 4.6.1. On note par T,,M [’esapce vectoriel des vecteurs tangent a la sous variété
M en xg,

T.oM ={veR" Iy —¢e,+e[= R"C': v(] —¢,+¢]) € M, 7(0) = 20, 7/(0) = v}

Remarque 4.6.1. Siv € T, M alors il existent une infinité de courbes v dans M tels que
v(0) = zg et 7/(0) = v. En effet, sivy est une courbe qui represente v et f :]—e, +e[—| —¢, +¢|
une fonction de classe C' telle que f(0) =0 et f'(0) =1 alors yo f:| — &, +e[— R" est une
fonction de classe C1 qui verifie :

170 f(]— e bel) € M.

2) vo f(0) =7(0) = zo.

3) (v 0 £)'(0) = f(0)'(f(0)) = ~'(0) = v.

Pr Mustapha Djaa 2017




4.6 Espace tangent a une sous variété 82

Lemme 4.6.3. Soit
Key ={7:] =&, 4[> R"C': y(] —e,+¢[) C M et v(0) = zo}
St on désigne par” ~ 7 la relation définie sur K., par
(11~ 72) & (71(0) = 72(0))

alors ~ est une relation d’équivalence et on a

(Kao)/~ = Toy M.
Preuve La preuve du lemme est immédiate. [

Lemme 4.6.4. Soit M C R" une sous variété de dimension p, alors T, M est un espace
vectoriel de dimension p.

Preuve soient U ouvert de R" voisinage de xp, V un ouvert voisinage de 0 dans R" et
¢ : U — V un diffeomorphisme tels que ¢(xy) = 0 et

(2 €UNM) & (p1(a) = . = pula) = 0).

1) Si u € T,,M, alors il existe I un intervale ouvert voisinage de 0 € Ret v: I — R": C!
une courbe dans M tels que v(0) = zg et 7/(0) = u. On a

Viel; @pa(y(t)) =....=ea(7(t) =0
donc
Diypp1(7'(0)) = . = Dy 0 (7/(0)) = 0
on@p-&-l(“) = ... = Dyyion(u) =
d’ou

Dyyp(u) € R? x {0}
Dy (T2 M) C R? x {0} (4.6)

2) Soient v € R? x {0} et £ > 0 tel que pour tout V¢ €] —¢,e[ on a tv € V. Si on pose
yit€l—e e[t (tv) EM
alors

1(0) = ¢7H(0) =z
7(0) = Dop~'(v) € TuyM
d’ou
Do ' (R? x {0}) C T,y M. (4.7)
Des formules (4.6) et (4.7) on déduit que T,,, M = Dop~*(R? x {0}).
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Définition 4.6.2. Soit M C R"™ une sous variété de dimension p. L’ensemble

TM = U T, M

zeM

est dit fibré tangent a M ou espace tangent a M.

Remarques 4.6.1. :
1) le fibré tangent a une sous variété M en général n’est pas un espace vectoriel.

2)Si x # y alors T,M N'T,M = (.

4.7 Espace Tangent a un ouvert de R".

Soient U un ouvert de R", x € U et v € R". Puisque U est un voisinage de x alors

(Fe>0): (V| <e), tv+axelU

Si on pose
vi]—e+e[ = U
t — vt+x
alors
v(0) =z et ~'(0)=wv.
d’ou

T,U =R" = {z} x R"

TU:UTxUEUxR”

zelU
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4.8 Espace tangent a une sous variété définie par une im-
mersion

Proposition 4.8.1. Soient U un ouwvert de RP et f: U — R™ une immersion de classe C*.
Si M = f(U) est une sous variété de dimension p, alors

TioyM = D,f(RP)
T™M = Df(R?) =] D.f(R)

zeU

Preuve Soient z € U, u € R? et € > 0 tels que pour tout [t| < e on atu+x € U. Si on
note par v :t € R — ~(t) = f(tu + x) alors v est une courbe dans M = f(U) et on a

v(0) = Do f(u) € TyyM

Comme D, f est une application linéaire injective et dim (T, M) = dim(M) = p on déduit
que Ty M = D, f(RP). n

Exemple 4.8.1. Le plan affine dans l’espace R? est définie par le plongement régulier suivant :

f:R* —» R?
(s,t) — su+tv+w

ot u,v,w € R? tel que u et v sont linéairement indépendant. L’espace tangent a M = f(R?)
en un point z = su + tv + w est donné par :

T.M = Doy f(R?) = {hu+kv; h k€ R} = {2} x {hu+kv; h, k€ R}
d’ou
TM = | J{z} x {hu+kv; h.k €R} =M x {hu+kv; h.k€R}

zeM

Exemple 4.8.2. Exp-2 soit le cercle définie par l'immersion suivante

f:R — R?
t — (cos(t),sin(t))
Ona M= f(R)=2S"et
Tf(t)M = th(R)
= {)\(—sin(t),cos(t)); )\ER}
{(—sin(t),cos(t))} « R
T™™ = S'xR
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Exemple 4.8.3. soient la sphere S% = {(x,y,2) € R3; 22 +y*> + 22 =1} et f Uapplication
de classe C* définie par

[ R — R
(s,t) = (cos(t)cos(s),cos(t)sin(s),sin(t))

On a :

1) M = f(R?) = S? est une sous variété de dimension 2.

—cos(t)sin(s) —sin(t) cos(s)

2) Doy f = cos(t)cos(s) —sin(t)sin(s) |, [ est une immersion si et seulement si
0 cos(t)
t#(2k+1)5
— cos(t) sin(s) — sin(t) cos(s)
3) Sionnote ey = (0,0,1),e_y = (0,0,—1), u = cos(t) cos(s) v= | —sin(t)sin(s)
0 cos(t)

A=A{(s,t) e R% t = (2k + 1)Z}, alors f est une immersion sur R* — A et on a :
a) S? —{e1,e_1} = f(R* — A)
b)V(s,t) eR*— A :

Tisey = Dnf(R?)
{M+ pv; N\, g eR}
= {f((s,t))} x R?

c) TS* = ((S? — {e1,e1}) x RAUT, S?UT, 52
On verra plus tards que

TS?
752

S? x R?)
((S? = {e1}) x R} UT,,S%

1R

Exemple 4.8.4. (Inverse de la projection stéréographique).

Soient les application [ et g définies par
f:R* —» R3
(s,t) = (

2s 2t s+t —1
24124172 4+22+1"s2+124+1

)
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g:R*—(R*x {1}) — R?
(z,9,2) = (

x y )
1—2"1—2

On a :
1. f et g sont des application de classe C'.
2. f(R?*) =5%—{N} (ou N =¢, =(0,0,1)).
3. f:R*— S? — {N} est une application bijective d’inverse g.
—s2+t2+1 —2st
4. D(s,t)f = (32+t++1)2 —2st 82 - t2 +1
25 2t
5. Dy f est de rang 2.
—s2+t2+1 —2st
0. Les vecteurs u = —2st et v = s2—12+1 sont linéairement in
2s 2t
dépendants.
7. De (1), (3) et (5) on déduit que f est un plongement régulier et M = f(R?*) = S2—{N}
est une sous variété de dimension 2.
8. Ty(sunM = Im(Dsp f) = {Mu+ Pv; A\, B € R} = {f((s,t))} x R
9. TM = U, s Lf (5, 1))} x B2 = (8% — {N}) x R.

Remarque 4.8.1. L’application

g:S*—{N} — R?
(z,9,2) = (

x y )
1—2z"1—2

est dite projection stéréographique.
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FIGURE 4.8 — Projection Stéréographique de S?

4.9 Espace tangent a une sous variété définie par une sub-
mersion

Proposition 4.9.1. Soient U un ouvert de R™ et f : U — R™ une submersion de classe C*.
Si z € f(U) alors lespace tangent a la sous variété M = f~1({z}) est donné par

T.M = ker(D,f)
TM = ker(Df)= U ker(D, f)

zeM

Preuve Siu € T,M, alors il existe une courbe v :] —g,e[— M C R" de classe C! tel que
7(0) =z et v/(0) =u. On a

;o Vte]—e,¢g]

|
o o o w

d'oa T,M C kerD,f. Comme D,f est une application surjective, alors dim(ker D, f) =
n —m = dim(7T, M) et par suite ker D, f = T, M.
]

Exemples 4.9.1. :
Ezxp-1 : Soit
f:R"™ & R

T = (20, 1,0y Tp) > 1—2:10?
i=0
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[ est une submersion sur R"™ donc la sphere S™ = f~1({0}) est une sous variété de dimen-
ston n telle que

T.5" = kerD,f

= {h="(ho,hn, s hn) ER™Y <2 h >= " wih; = 0}

=0

FIGURE 4.9 — Espace Tangent a S?

4.10 Champs de Vecteurs

Définition 4.10.1. (Champs de vecteurs sur un ouvert de R".)

Un champ de vecteurs sur un ouvert U € R™ est une application

X:U — TU=UxR"
r = X,=(z,F(x))

ou F est une fonction de U dans R™. Le champ de vecteurs X est dit de classe C* si et
seulement si F' de classe OF.

L’ensemble des champs de vecteurs sur U est noté par T'(TU).
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Lemme 4.10.1. Soient U un ouvert de R", x € U et v € R", alors
LE:C*U) — R
o= Li(f) = Daf(v)
est une application linéaire qui vérifie l'identité de Leibnitz
Li(fg) = g(@) Ly(f) + f(x) Ly (g)

Preuve La preuve est une conséquence directe des propriétés de la différentielle.
n

Remarques 4.10.1. On a :

1) Si(e1,...,en) est la base canonique de R", alors L = (aii)‘r.
2) Siv= (v .. v") alors L = Eivi(%)|m.
3) Siv= (v ..,0") alors LZ(f) = Zivi(g—ai)(x).
4) D’apres la formule de Leibnitz, si f = Const alors LE(f) = 0.
Lemme 4.10.2. Soient U un ouvert de R", x € U. Si

L*:C*U) - R
fo= L(f)

est une application linéaire qui vérifie l’identité de Leibnitz

L*(fg) = g(x)L*(f) + f(x)L*(g)

alors, 1l existe un et un seul vecteur v € R" tel que L* = L.

Preuve Soient z € U, P, : © = (21,...,z,) € R" — x; € R la ieme projection et
v=(vl,....,0") € R" tels que A
v' = L*(P;) = L*(x;) (4.8)
alors L* = L. En effet :

Si f € Ck(U) alors au voisinage de z, le développement limité a I'ordre 2 de f s’écrit :

f(z) = f(z)+ Z(ﬂﬁz - Zz)g—i(z) + Z(% — zi)(; — 2)0i5(x — 2)

D’aprés la formule de Leibnitz, on a
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1) L*(Const) = L*(Const) = 0.
2) L* ((fﬂz‘ — zi)(x; — )0 (z — Z)) =Lj ((wz‘ — zi)(z; — )0 (x — Z)) =0.
f

3) L (@i — 2)2L(2)) = Lo(@) 8L(2) = vi2L(2) = L3 (i = 20) 8-(2) )

d’ou

Remarque : L’unicité du vecteur v, découle immédiatement de la formule (4.8).

D’aprés la Définition 4.10.1, les Lemmes 4.10.1 et 4.10.2, on obtient la proposition suivante

Proposition 4.10.1. Tout champ de vecteur X € T'(TU) est représenté par une application
linéaire unique Lx : C*(U) — C>(U) vérifiant la formule de Leibnitz :

Lx(fg) = gLx(f) + fLx(9)

Lx est définie par :

Ly :C¥(U) — C®(U)
[ = Lx(f)=X(f) = Df(X).

ol

DFX):U — R

Remarque 4.10.1. D’apres la Définition 4.10.1, la Remarque 4.10.1 et la Proposition 4.10.1,
Lx est un opérateur linéaire définie sur C=(U) tel que

Lx(f) = X(1) =3 X% (4.9)
Lx = Zn:Xiai‘ (4.10)
i=1 v

ot X' =P, 0o F = F*.

Définition 4.10.2. (Champs de vecteurs sur une sous-variété.)
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Soit M une sous variété de R™ de dimension p. Un champ de vecteurs sur M est une
application
XM — TM
x = X,=(x,F(x))eT,.M

ou F: M — R". L’ensemble des champs de vecteurs sur M est noté I'(T'M).

Le champ de vecteurs X est dit de classe C* si pour tout difféomorphisme ¢ : U — V tel
que M NU = =YV NRP), lapplicationon F o p™! : V NRP — R" est de classe CF

ou U etV sont deux ouvert de R™ (voir Définition 4.2.1).

Proposition 4.10.2. Soient M une sous variété de R", U un ouvert de R" et X € I'(TU).
St M C U alors

<X e F(TM)) = ((Vx eM): X, € TmM>.

D’apreés la Proposition 4.9.1, on déduit la proposition suivante :

Proposition 4.10.3. 5i M C R" est une sous variété de dimension p définie par une suber-
sion f:U CR™ — R" P, alors X € I'(TU) est un champ de vecteurs sur M si et seulement
St

Df(X)=0, e (VxeM): D,f(X,)=0.
autrement dit, les fonctions (X, ..., X™) composante de X forment une solution du sys-
teme d’équations :
X(fj):iXia—ﬁzo, (<j<n-—p). (4.11)
— oxt -0

Exemple 4.10.1. Soient f : I C R — R de classe C*, M = {(z, f(z)) € R?, x € I}. Le
champ de vecteurs X défini sur R? par

0
X(a?,y) =—+ f/(CC)

9
ox dy

est un champ de vecteurs sur M.

Exemple 4.10.2. Soit M = {(z,y,2) € R?, 2 = ax+by+c}. Le champ de vecteurs X défini
sur R par

0 0 0
X(I’y&) = xa—x+ya—y+(am+by)$
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est un champ de vecteurs sur M.

Xigws = +y—
( Y, ) ax yay
n’est pas un champ de vecteurs sur M.

Exemple 4.10.3. Soit M = {(x,y,2) € R®, 2* + y* + 22 — 1 = 0}. Les champs de vecteurs
X défini sur R® par

0 0
Xaws) = Yz~ 5y
— 0 0
X(;r,y,z) = Za—x — Z’&
~ 0 0

X:z: z) —
v = gy Yoz

sont des champs de vecteurs sur M.

X AN
eyz) = Ta- F Yo+ 2o
(@.9,2) ox y@y 0z

n’est pas un champ de vecteurs sur M.

4.11 Orientation d’une Sous Variété

Définition 4.11.1. Soit e = (ey, ....,e,) la base canonique de ’espace vectoriel R™. Une base
¢ est dite orienté dans le sens directe (resp. inverse) de e si

det(P(e, &) > 0), (resp. det(P(e,&) <0))
ou P(e, &) désigne la matrice de passage de e a &.

Remarque 4.11.1. :

1) La base € = (e, €1, €3, ...., €,) est orienté dans le sens inverse de e.

2) (det(P(e,€) < 0) < (det(P(z,€) > 0)
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Définition 4.11.2. Soient &1,& deux bases d’un espace vectoriel E de dimension fini. On
dit que & et & ont la méme orientation, ou

i~ &, & detP(£1,6) >0

ot P(&1,&) désigne la matrice de passage.

Lemme 4.11.1. L’orientation définie une relation d’équivalence sur l’ensemble des bases de
E dont lespace quotient est le groupe multiplicatif {1,—1}.

Dans le cas de R™ ’ensemble quotient est donné par {é,é}.

Lemme 4.11.2. Soit E un espace vectoriel de dimension fini. Si ¢ : E — E est un isomor-
phisme linéaire, alors

S~ & & 9&) ~e(&a)

Preuve Si M; (resp. M;) désigne la matrice de ¢ relativement a la base & (resp. &),
alors

o, My
(E7£1> — (E,(,O(El))
IS L P
(B,&) —  (E,¢0(&))
o, M

Py = MyP M, dot detP, = detP,

ou P = P(&,&) (resp. Py = P(p(&1), p(&2))) désigne la matrice de passage de & a &
(resp. de ©(&1) & ©(&2))-

Définition 4.11.3. L’orientation d’un espace vectoriel de dimension finie n est le choix d’une
base ordonnée & = (vq, ..., ).

Une base &' est une orientation directe (resp. indirecte) si  detP(&,&') > 0 (resp.
detP(&,¢&') < 0).
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Définition 4.11.4. Une sous variété M C R™ de dimension p est dite orienté si pour tout
x € M, lespace tangent T, M est orienté.

Si on désigne par & = (vi(x),....,v,(z)) lorientation de T, pour tout x € M, alors les
applications

vi:M — TM

r = vi(x)

définissent une famille de champs de vecteurs & = (vy, ....,v,).

Lorientation & est dite de classe C* si et seulement si les champs de vecteurs vy, ey Up
sont de classe C* (voir Définition 4.10.2).
Exemples 4.11.1. :

ehs s _ (.0 d
1) R™ est une sous variété orienté par & = (%, ey o)
L no 0 8
2)RP (p < n) est une sous variété de R" orienté par & = (5o-, ..., 3—%).

3) Sur R? — {0}, les champs de vecteurs

0 0 o 9
KXy = (2,9) = T T Yoy Viaw) = (=4, 2) = . +xa—y

définis une orientation directe de classe C™.

4) Le cercle S* = {(x,y) € R", 22 +y* = 1} est orienté par le champ de vecteurs de classe
=,

X(:v,y) - (_yax) - _y_I +r—

4.12 Exercices

Exercice 4.12.1. Soit 0 < r < 1. Montrer que [’ensemble
7% ={(2,y,2) €R? (Va2 +y2 = 1)+ 2" =17}
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est une sous variété de R®, déterminer sa dimension.

Exercice 4.12.2. Determiner l'ensemble U de R3 o la fonction

f:R* - R
(,y,2) — 2% 4+9°—2°

est une submersion. Déterminer les sous variétés associées a f.

Exercice 4.12.3. En utilisant la Définition 4.4.1 démontrer que le cylindre S* x [0,1] est
une sous variété a bord.

Exercice 4.12.4. En utilisant la Définition 4.4.2 démontrer que le cylindre S* x [0,1] est
une sous variété a bord.
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