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Chapitre 3

Théoréeme du Rang

Définition 3.0.1. [ Rang d’une Application| Soient (E. ||.|g) et (F, ||.||r) deux espaces de
Banach et f : U C E — F une application de classe C*. Si Im(D,f) = {D,f(h); he E}
est un espace vectoriel de dimension fini, on dit alors que f est de rang fini en x et on note

rang,(f) = dim(Im(D.f))

Remarque 3.0.1. Soient (E.|.|g) et (F,||.|r) deux espaces de Banach et f : U C E — F
une application de classe C'. Si E est de dimension fini, alors

dim(E) = dim(Ker(D,f)) + dim(Im(D,f))

d’ou
rang,(f) = dim(Im(D,f)) = dim(E) — dim(Ker(D,f))

Remarque 3.0.2. Soient (E,||.||g) et (F,|.||r) deuz espaces de Banach de dimensions finis
et f:U C E — F une application de classe C*. Si f est de rang p en x € U, alors il existe
{e1,.....,en} une base de E et {€, ....,€,,} une base de F telles que {D,f(e1),...., Dy f(ep)} est
une base de Im(D,f) et {epi1,....,en} est une base Ker(D,f). Relativement a ces deuz base
la matrice M,(f) associée a D, f est donée par

1 0 0.. 0
: 0.0
O .. 1 0.0
CoL 0.. 0
L0 ... 0 0. 0]
ou
1 0
0 1
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est une sous matrice carrée d’ordre p. On déduit que le rang de f en x est l'ordre (rang)
de la plus grande sous matrice inversible de M,(f).

Définition 3.0.2. Soient (E,||.||g) et (F,|.||r) deux espaces de Banach et f :U C E — F
une application de classe C*. On dit que f est une immersion en v € U si D,f : E — F est
une application injective (i.e Ker(D,f) = {0}).

f est dite immersion sur U si elle est immersion en tout point x € U.

Définition 3.0.3. Soient (E,||.||g) et (F,|.||r) deux espaces de Banach et f : U C E — F
une application de classe C1. On dit que f est une submersion en x € U si D, f : B — F est
une application surjective (i.e Im(D,f) = F).

f est dite submersion sur U si elle est submersion en tout point x € U.

Remarque 3.0.3. St E et F' sont de dimensions finis alors d’aprés la remarque 3.0.1, on a

1. f est une immersion en x si et seulement si rang,(f) = dim(E)

2. f est une submersion en x si et seulement si rang,(f) = dim(F)

Remarques 3.0.1. | Cas Réel. |

Soient E =R", F =R"™ et
f:UCR" — R™
T = (xla wxn) = f(ZE) = (fl(x)7 mfm(x))

alors

~

. [ est une immersion en x si et seulement si rang,(f) =n

o

[ est une submersion en x si et seulement si rang,(f) =m

3. f est de rang p en x si et seulement si il existe {iy,....3,} C {1,..,n} et {j1,....Jp} C
{1,..,m} tels que :
Ot Ofiy
&ril e 833ip
det| : : i |#0.
O fip Ofip
0wy "7 8xip
et, Vi=1,..n,Vj=1,...m
i Oty 9y
81132'1 T 8:137;p (9:131
det| oy, oy 0y | =0
Oxyy 77 &tip ox;
i of  0f;
Bxil e Bxl-p Bxl
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Exemple 3.0.1. Si g : R — R est une fonction dérivable, alors

f:R — R?
z = fz) = (z,9(2))
est une immersion sur R (D, f = (1,¢'(z)) # (0,0)).

Exemple 3.0.2.

f:R — R?
x +—  f(z) = (cos(z),sin(x))

est une immersion sur R (D, f = (—sin(x), cos(z)) # (0,0)).

Exemple 3.0.3. Sin < m alors

f:R* — R™

r=(21,..,z,) = f(x)=(x1,....,2,,0, ...

est une immersion sur R™.

Exemple 3.0.4.

f:R* - R

,0)

r=(21,..,z,) — flx)=-1+ me

est une submersion sur R™\{0}.

Exemple 3.0.5. Si m < n alors

f:R* — R™

T = (21, s Ty ey ) = fx) = (21, ...

est une submersion sur R™.
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3.1 Théoréme de Caractérisation d’une Submersion. 51

3.1 Théoréme de Caractérisation d’une Submersion.

Théoréme 3.1.1. Soit f : U C R" — R™ (de classe C*, m < n) une submersion en xo € R",
alors il existe un ouvert V-C U ouvert vosinage de xo, W un ouvert de R™ et g : V — W un
difféeomorphisme tels que :

fogt:W — R™
y: (yl?"'?ym’ "'7yn) H (yl?""ym)

est une projection canonique, i.e. le diagramme suivant

f:v - R™
gil S
w
est commutatif.
Preuve On a
f:U — R™

= (T1,..,xy,) — (fi(x),.., fm(2))

est une submersion en ¢ (i.e. rang,,f = m).

A des permutations prés (voir Remarques 3.0.1) on peut supposer que

of1 ofn
oy T Orm
det| : : : £ 0.
Ofm Ofm
ox1 Y Oxzm (z0)
Si on pose
h:U — R
= (21, s Ty ey ) = (f1(2), oy fin (), Tons1s ooey T)
alors
AN Of _0fh 9 7]
ox1 T Oz Oz T Oz
Ofw 0w Ofw Ofw
D.r()h’ f— 81171 T 6Im 8$p+1 T 8$n
o ... 0 1 ... 0
. 0 ... 0 0 o1 1 (o)
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3.1 Théoréme de Caractérisation d’une Submersion. 52

N Of

ory 7 Oz,
det(Dy h) = det| : : # 0.

Ofm Ofm

ox1 T Oxm (x0)

Du théoréme d’inversion locale (Théoréme 2.5.3), on déduit 'existence d’'un ouvert V- C U
vosinage de zp et un ouvert W C R™ voisivage de h(zg) tels que h : V. — W est un
diffecomorphisme. Si z € V et y € W tel que y = h(x) alors

Yy = (?/17 ces Ymy ey yn> - h(l’) = (fl(x)a L) fm(x)a Tmt1s -0y CUn)

d’ou
v = filx); Vi=1,...,m.

Sion pose g =h:V — W alors

fog ) =Flg7 W) = f(2) = (fi(x), - fin(2)) = W1, -, Ym)

est une projection canonique sur R™. |
Remarque 3.1.1. Toute submersion est localement surjective.

Applications :

Exemple 3.1.1. Soit f : (v,y) € R? — f(x,y) = ze¥ € R. Définir un difféomorphisme
g:VCR? =W CR? tel que fog™! est une projection canonique sur R.

Soit (x,y) € R?, on a

Dgy f = (€%, we")(

est une application linéaire de rang 1 (eV # 0; Yy € R). On définit une extension de f sur
R par Uapplication :

g:R* - R
(z,y) = (f(z,y),y) = (ve’,y)

e¥Y  xeY
D(z,y)g = ( 0 1 )
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3.1 Théoréme de Caractérisation d’une Submersion. 53

det(D9) =€ #0

de plus g est injective, d’apres le théoreme d’inversion locale (Corollaire 2.5.1) on déduit
que g est un difféomorphisme globale et on a

g R - R?
(z,y) = (ze™,y)
d’ot fog t((z,y)) = f((xe™¥,y)) =z, fog' est une projection sur R.

Remarque : Le choix de Uapplication g n’est pas unique, en général on choisis g = (f, h)
tel que

y y h h
det Sh mai =e 8——xeya—7é0
9 oy oy ox

Il suffit donc de choisir h tel que g—Z # x%.

Exemple 3.1.2. Méme question pour 'application
f:R*® = R?
(x,y) — (z,zsin(y))
On a

1 0 0
Dy f = ( 0 zcos(y) sin(y) )

On distingue les cas suivants :

1. Siz=0cety=kn (ke€Z), alors rang, . f =1 donc f n’est pas une submersion.
2. Siy # km, alors

det

O()‘Zsin(y)#()

0 sin(y

On définit une extension de [ par
g:R® — R?

(r,y) = (z,y,zsin(y))

et on a
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3.2 Théoréme de Caractérisation d’une Immersion. 54

1 0 0
D(w,y,z)g = 0 1 0
0 zcos(y) sin(y)

d€t<D(ac,y,z)g> = - Sln(y) 7& 0

donc g est un difféomorphisme locale tel que localement on a g~ (x,y,2) = (z, v, ﬁ(y)
et fogH(z,y 2) = (z,2).
3. Siz#0ety# 2’2—“% alors

1 0

det 0 zcos(y

|- o

On définit une extension de f par

g: R —» R?
(r,y) = (z,zsin(y), 2)

et on a
1 0 0
Dgyg=| 0 zcos(y) sin(y)
0 0 1

det(D(yy-9) = zcos(y) # 0

donc g est un difféomorphisme locale tel que localement au voisinage de (x,y,z), on a
97w, y, 2) = (x,arcsin(?), 2 et fog ' (z,y,2) = (z,y).

remarque : le choiz du voisinage de (x,y, z) est conditionner par le domaine de défi-
nition de la fonction arcsin(¥).

3.2 Théoréme de Caractérisation d’une Immersion.

Théoréme 3.2.1. Soient U un ouvert de R™ et f : U — R™ (de classe C*, n < m) une
immersion en xo € U, alors il existe un ouwvert V- C U ouvert vosinage de xq, W' un ouvert
de R™ wvoisinage de f(xo), W un ouvert de R™ et g : W — W' un difféomorphisme tels que :
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gof:V — WCR"™

y=(x1,...,z,) = (21,...,25,0..

est une injection canonique, i.e. le diagramme suivant

f
Vo= W
p lg
w
est commutatif.
Preuve On a
f:Uu — R™

r = (xq,...

est une immersion en xq (i.e. rang,,f =n).

,0)

o) = (fi(x), (@), fi(2)

A des permutations prés (voir Remarques 3.0.1) on peut supposer que

o on
ox1 Oxn
det| : #0.
Ofn Ofn
ox1 Oxn (z0)
Si on pose
h:UxR™™ — R™
T= (21, Tny ey T) = (f1(2), ooy fr(@), froar1(T) + Tpga, ooy frn(X) + T)
otz = (T1, ..., Tp).

Alors Ty = (20,0), h(Ty) = h((x0,0)) = f(xo) et on a

- of of
oh 0 0
) S Lo
% m O P 0
D(zy,00h = o o
o1 Do Lo 0
S IR
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3.2 Théoréme de Caractérisation d’une Immersion. 56

N of

or1 " Orm
det(Dz00h) = det | : : # 0.

ofp Ofm

Or1 "7 Ozm g

Du théoréme d’inversion locale (Théoréme 2.5.3), on déduit l'existence d’un ouvert W C
R™ vosinage de Ty et un ouvert W' C R™ voisivage de h(Ty) tels que h : W — W' est un
diffeomorphisme. Si on note g = h= : W’ — W, alors

gil((xvo)) = h((l’,O)) = (fl(‘%')? ”'7fm<x)7fn+1(x)7 7fm(x)) = f([L")
d’on
go f(z) = (2,0) = (z1, ..., 2,,0,...,0), Yz eV =f"1W)

f
vV — W
N

Remarque 3.2.1. Toute immersion est localement injective.
Applications :

Exemple 3.2.1. Soit f : 2 € R — f(z) = (fi(z), fo(z)) = (,e%) € R%. Définir un difféo-
morphisme g : V CR? — W C R? tel que go f est une injection canonique sur R?.

(1)

est une application linéaire de rang 1, donc [ est une immersion sur R. On définit une
extension de f sur R par :

Soit x € R, on a

h:R? — R?
(z,y) = (z,¢" +y)

1 0
D(xvy)h_ ( e 1)

Pr Mustapha Djaa 2017

alors




3.3 Théoréme du Rang Constant o7

det(D(m,y)h) =1 75 0
de plus g est injective, d’apres le théoreme d’inversion locale (Corollaire 2.5.1) on déduit
que h est un difféomorphisme globale et on a

AR - R
(xay) = (l’, Yy — 61’)
Si on pose g = h™! alors go f(x) = g(x,e®) = (x,0), fog™t est une injection dans R?.
Remarque : La fonction g n’est pas unique, on peut choisir une fonction h sous la forme

h:R? — R?
(z,y) = (fil2), folz) +yk(z)) = (2,e" + y.k(z))

tel que k(z) # 0. Dans ce cas on a :

1 0
det(D gy H = det ¢ 4y (z) k() | k(x) # 0.

h(z,0) =g~ (2,0) = (z,¢") = (fi(2), fo(x)) = f(2)

d’'ot go f(x) = (z,0).

3.3 Théoréme du Rang Constant

Théoréme 3.3.1. Soient U C R™ un ouvert de R™, f : U — R™ une application différentiable
de classe C* et p < min(n,m). Si f est de rang p constant sur U (i.e. Yo € U, rang.(f) =
p), alors pour tout xy € U lls existent un ouvert V. C U woisinage de xq, un ouvert W
voisinage de f(xo), un diffécomorphisme ¢ : V- — o(V)) C R™ et un difféomorphisme 1 : W —
(W) C R™ tels que le diagramme suivant est commutatif
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b o f o™ (Y1, Yps Ypt1eos Ym)) = (Y1, --Yp, 0...., 0)

Preuve On ax = (z1,..2p, Tpi1.oe, Tn)s

D:cf -

[ Ofu
oz

Ofp
oxq

8fp+1
oz

Ofm
oz

(f(SU) = (fl(x)v "‘7fp(x)7 fp-i—l(z); 7fm(x)) et

oh

Oxp

Ofp

0xp

afza-%—l

Oxp

O/

Oxp

Of 7]
Oxn

Ofp
Oy

8fp+1
Oxn

Ofm
Oxn

-4

Comme rang,f = p, a des permutations prés (voir Remarques 3.0.1) on peut supposer

que

det

Vi=1,...,netVj=1...,m,ona

on

ox

s

oz

oNn

ox

det a}p

oxy

af;

dx1

oh

0xp

Ofp

Oxp

af1
0xp
Ofp

oz
o1}
0xp

£0.

(zo0)

oh
Bzi

oty
ox;
of;

dz;

(zo0)

En utilisant la continuité de 'application multilinéaire det (déterminant), on déduit ’exis-
tence d'un ouvert V' C U voisinage de xg tel que

of
oz
det| :
ofp
Ox1

Si on pose
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3.3 Théoréme du Rang Constant 59

0:V — R"
T = (T1, ey Tpy ey ) = 0(x) = (f1(2), oo, fp(2), Tpia, oo, Tn)

alors ¢ est une application différentiable de classe C!, tel que :

rof of1 9f1 7]
AR R v
o 0 0k
AR re R
D,p =
0 0 1 0
0 0 0 1
L -
of1 of1
oxy 77 Oxp
det(Dy ) = det | : : £ 0.
Afp Afp
ox1 7 Oxp Zo

D’apres le théoréme d’inversion locale, il existe un ouvert Vv voisinage de xg tel que
0 :V CR" = p(V) CR" est un diffeomorphisme de classe C.

On remarque que si Yy = (Y1, ooy Ypy ooy Yn) = ©(x) = (fr(@), oo, fo(2), Tpi, ooy @) alors

Si on désigne par h = fop~!: (V) — R™, alors pour y = (Y1, ...c, Yp, -, Yn) ON &

hy) = (hay), s hp(y), hpsr (y), o hn ()
fop ™y

f(z)

(f1(z), .oy fp(@), for1(x), ooy fin())
= (Y1, Yps hpr1 (Y), oy hin(y))
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3.3 Théoréme du Rang Constant 60

1 0 0 0
0 o 1 0 o 0
D,h =
8hp«l»l 8hp+1 ahp+1 8hp+1
oy U Oyp Oyp+1 77 Oyn
Ohm, Ohm, Ohm, Ohm
L On T Oyp Oyp+1 77 Oyn 1y

Comme f est une application de rang p et ¢ est un difféomorphisme, on déduit que h est
une application de rang p, par suite

6? ap

G2 () o TRy N
L : =0, (Vy € (V).

a(y) o G (y)

(est une matrice nulle d’ordre (m — p,n — p)).

Ce qui montre que Ay 1, ..., by, sont des fonctions indépendantes des variables (yp+1, ..., Yn ).

hi(y) = hi((y1, -5 Up)), p+1<j<m.

Soient W C R™ un ouvert voisinage de f(xzg) tel que zy € f~1(W) C V et 1 une
application définie par

v: W — R™
2= (21, 2m) = (21, s Zps Zpr1 — Pps1(2), cooey Zm — B (2)).
alors
I 1 0 0 . 07
0 1 0 . 0
Dy =
oh Ohp+1
_#‘;1 o« . _;#p 1 o .. O
. G
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3.3 Théoréme du Rang Constant 61

donc ¢ est un difféeomorphisme locale, de plus ¢ est injective, en effet, si ¥(2) = ¢(Z') alors

/
Zp = 2,
1 = hp1(2) =z = hpni(2) = 20 — hpa(2)

Zm — hm(2) = 2 —hn(2) =2 — hn(2)

d’ott z = 2. Comme 1) est un difféomorphisme locale et une application injective sur W, alors
d’apres le théoreme d’inversion locale (Coroolaire 2.5.1) 1) est un difféomorphisme sur W.

Si on note par V = f~1(W) alors le diagramme suivant est commutatif

et on a

Vo f oo (Wi Yps Ypsros Un)) = VWYL, - Yps Ppr (U), oos (1))
Y15 Yps pr1(Y) = Ppya(Y), ooy on (y) — B (y))
= (ylﬁ yp> 70)'

Remarque 3.3.1. Si f est une submersion (resp. immersion), on retrouve le théoréme de
caractérisation d’une submersion (Théoréme 3.1.1) (resp immersion (Théoréme 3.2.1)).

Pr Mustapha Djaa 2017




