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  )𝐏𝐦𝐋  ( للعمل االحديي االإنتاججوو (𝐏𝐌𝐋) االمتوسط االإنتاجج بیين لاقةلعاا. 4

نستنتج ثلاثث حالاتت للعلاقة بیين االإنتاجج االمتوسط وواالإنتاجج االحديي من خلالل االمشتقة االأوولى لداالة االإنتاجج 
مشتق ھھھهذهه االشرطط االلاززمم لتعظیيم أأيي دداالة أأوو تدنیيتھها ھھھهو أأنن یيكونن نعلم أأنن  عندما نعدمھها. حیيث االمتوسط

  متغیير مساوویيا للصفر: االداالة بالنسبة لل

𝑃𝑀! =
𝑃𝑇!
𝐿
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𝑓(𝐿)
𝐿

 

𝜕𝑃𝑀!

𝜕𝐿
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𝐿
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1
𝐿
×   𝑃𝑚! −   𝑃𝑀! = 0 

ھھھهذهه االعلاقة تجعلنا نستنتج االحالاتت االثلاثث االتالیية:   

0إإذذاا كانن  • < !!"!
!"

⇐ 𝑃𝑀! < 𝑃𝑚!  تكونن االإنتاجیية االمتوسطة متزاایيدةة ووتتمثل ھھھهذهه االحالة في
االإنتاجیية االحدیية للعمل. منحنى منحنى االإنتاجیية االمتوسطة یيقع  أأسفلمرحلة تزاایيد االغلة.   

0إإذذاا كانن • > !!"!
!"

⇐ 𝑃𝑀! > 𝑃𝑚! الة تكونن االإنتاجیية االمتوسطة متناقصة ووتتمثل ھھھهذهه االح
یيكونن منحنى االإنتاجیية االمتوسطة أأعلى  من منحنى االإنتاجیية االحدیية.في مرحلة تناقص االغلة.   

0إإذذاا كانن  • = !!"!
!"

⇐ 𝑃𝑀! = 𝑃𝑚! تصل االى االإنتاجیية االمتوسطة  في ھھھهذهه االحالة تكونن
أأعظم قیيمة لھها ووھھھهي االنقطة االتي یيقطع فیيھها منحنى االإنتاجج االحديي منحنى االإنتاجج االمتوسط٬، ووتعتبر 

ھھھهذهه االنقطة االحد االفاصل بیين مرحلة تزاایيد االغلة وومرحلة تناقص االغلة.    

: االإنتاجج مرااحل. 5  

يي وواالإنتاجج االمتوسط لعنصر یيمكن االتمیيیيز بیين ثلاثث مرااحل للإنتاجج إإستنادداا االى االعلاقة بیين االإنتاجج االحد
االعمل:   

 ھھھهيتمتد من االصفر االى االنقطة االتي یيكونن فیيھها االإنتاجج االمتوسط في أأقصى قیيمة لھه وو: االأوولى االمرحلة. 1.5
االتي یيتساووىى عندھھھها االإنتاجج االمتوسط وواالإنتاجج االحديي٬، حیيث أأنن:  االنقطة  

𝐿 ∈ 𝐿 = 0,

𝑃𝑀! = 𝑃𝑚!

أأوو
𝜕𝑃𝑀!

𝜕𝐿
= 0

 

).01ررقم ( بتزاایيد إإنتاجیية االوحدةة االوااحدةة من عنصر االعمل٬، كما مبیين في االشكلتتمیيز ھھھهذهه االمرحلة   
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بمرحلة االكفاءةة وواالفعالیية االإقتصاددیية٬، ووتتمیيز ھھھهذهه االمرحلة بتناقص إإنتاجیية تسمى : االثانیية االمرحلة. 2.5
صر االعمل االإستخداامم االأمثل لعن االوحدةة االوااحدةة من عنصر االعمل (االإنتاحیية االمتوسطة) ووذذلك حتى مستوىى

*)L( . لتمیيزھھھها بالإستخداامم االعقلاني  بالنسبة للمؤسسة في االمدىى االقصیيرتعتبر ھھھهذهه االمرحلة االأفضل
االمرحلة  لعنصر االعمل وواالعواامل االإنتاجیية االثابتة االأخرىى. أأيي أأنن االأددااء بالنسبة لعنصر االعمل في ھھھهذهه

یيعتبر أأددااء فعالا ووعلى االمؤسسة تكثیيف عامل االرقابة ووبشكل مستمر للمحافظة على ھھھهذاا االمستوىى االأددااء 
االإنتاجي.  

تمتد ھھھهذهه االمرحلة من مستوىى االإستخداامم االذيي یيتساووىى فیيھه االإنتاجج االمتوسط وواالإنتاجج االحديي االى غایية 
ة االتي یيكونن فیيھها االإنتاجج االحديي للعمل معدووما٬، مستوىى االإستخداامم االذيي یيتحقق عندهه أأعظم إإنتاجج. أأيي االنقط

أأيي أأنن:  

𝐿 ∈
𝜕𝑃𝑀!

𝜕𝐿
= 0, 𝑃𝑚! = 0  

غیير إإقتصاددیية ووتتمیيز بإستمراارر تناقص إإنتاجیية االوحدةة االوااحدةة من  ھھھهي مرحلة :االثالثة االمرحلة. 3.5
ووھھھهو مایيعني أأنن إإضافة أأيي ووحدةة عمل  لى سلبیية االإنتاجیية االحدیية للعمل.عنصر االعمل٬، حیيث یيرجع ذذلك اا

جدیيدةة للعملیية االإنتاجیية یيؤدديي االى تخفیيض قیيمة االإنتاجج االكلي. نشاطط االمؤسسة في ھھھهذهه االمرحلة االثالثة یيكونن 
  ناتج عن قرااررااتت غیير إإقتصاددیية.

تمتد ھھھهذهه االمرحلة من االنقطة االتي یينعدمم فیيھها االإنتاجج االحديي للعمل االى مالانھهایية٬، أأيي أأنن:  

𝐿 ∈ 𝑃𝑚! = 0,∞  

بالعوددةة االى االمثالل االتوضیيح االسابق نلاحظ أأنن االمرااحل االثلاثث للإنتاجج موضحة في االشكل االبیياني ررقم 
)01(  

):02( توضیيحي مثالل  

مؤسسة ما في لنتاجج االإ بإفترااضض أأنن االعملیية االإنتاجیية تستخدمم عنصريي االعمل ووررأأسس االمالل ووإإذذاا كانت دداالة
االمدىى االقصیير معطاةة بالعلاقة االتالیية:   

𝑄 = −2𝐾𝐿! + 20𝐾𝐿! + 10𝐾𝐿 

:االمطلوبب  
K=1إإذذاا كانن عنصر ررأأسس االمالل   

)٬، وواالإنتاجج االحديي !𝑃𝑀)٬، االإنتاجج االمتوسط (!𝑃𝑇االریياضیية لداالة االإنتاجج االكلي ( االصیيغة أأووجد .1
)𝑃𝑚! ؟(  

   حددد مناططق مرااحل االإنتاجج االثلاثث؟ .2
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  :االحل

:االقصیير االمدىى في االإنتاجج ددوولل. 1  

ü  للعملاالإنتاجج االكلي )L(                            : 𝑄 = 𝑃𝑇! = −2𝐿! + 20𝐿! + 10𝐿  

ü االإنتلج االمتوسط للعمل )L(:                              𝑃𝑀! =
!"!
!
= −2𝐿! + 20𝐿 + 10  

ü االإنتاجج االحديي للعمل )L(:                             𝑃𝑚! =
!!"!
!"

= −6𝐿! + 40𝐿 + 10  

: االثلاثث االإنتاجج مرااحل مناططق تحدیيد. 2  

إإنتاجیية االوحدةة االوااحدةة من عنصر االعمل أأعظمیية  فیيھها تكونن من االصفر االى االنقطة االتي :االأوولى االمرحلة
  :)!𝑃𝑀بـ   !𝑃𝑚أأقصى مستوىى االإنتاجج االمتوسط (نقطة تقاططع منحنى  عند

𝜕𝑃𝑀!

𝜕𝐿
= 0⇔= −4𝐿 + 20 = 0 ⇒ 𝑳 =    ووحدةة  عمل  𝟓

𝐿          مجالل االمرحلة االأوولى: ∈ 𝐿 = 0, !!"!
!"

= 0 ⇔ 𝐿 ∈ 𝐿 = 0, 𝐿 =   ووحدةة  عمل  5  

االحد االأقصى للإنتاجج االكلي أأيي عندما غایية االى   !𝑃𝑀بـ   !𝑃𝑚من نقطة تقاططع منحنى  :االثانیية مرحلةاال
: معدوومة  نتاجیية االحدیية للعملاالإتكونن   

𝑃𝑚! = 0⇔= −6𝐿! + 40𝐿 + 10 = 0 

  L= 6.9 بعد حسابب االممیيز وواالجذوورر االتربیيعیية نجد 

𝐿         مجالل االمرحلة االثانیية: ∈ !!"!
!"

= 0, 𝑃𝑚! = 0 ⇔ 𝐿 = 5, 𝐿 =   ووحدةة  عمل  6.9  

ووحدةة عمل االى االحد االأقصى للعمالة  6.9ى للإنتاجج االى مالانھهایية٬، أأيي من االحد االأقصمن  :االثالثة االمرحلة
وواالمؤھھھهلة للإنتاجج: االمتوفرةة   

𝐿                                مجالل االمرحلة االثالثة:   ∈ 𝑃𝑚! = 0, ∞ ⇔ 𝐿 = 6.9, 𝐿 = ∞    
 

III .االطویيل االمدىى في االإنتاجج دداالة تحلیيل :  


