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Série 2: Applications linéaires

Exercice 1.

Soit l’application f : R4 → R3 définie pour tout u = (x, y, z, t) ∈ R4 par :

f(x, y, z, t) = (x+ y, z + t, x+ y + z + t)

1. Montrer que f est une application linéaire.

2. Déterminer une base de ker(f).

3. Déterminer une base de Im(f).

Exercice 2.

Soit u : R3 → R3 l’application définie par:

u (x1, x2, x3) = (−2x1 + 4x2 + 4x3,−x1 + x3,−2x1 + 4x2 + 4x3)

1. Montrer que u est linéaire.

2. Déterminer une base de ker(u) et une base de Im(u).

3. A-t-on ker(u)⊕ Im(u) = R3 ?

Exercice 3.

Soit β = (e1, e2, e3) la base canonique de R3

Soit u un endomorphisme de R3 défini par :

u (e1) = 2e1 + e2 + 3e3; u (e2) = e2 − 3e3; u (e3) = −2e2 + 2e3

1. Soit x = (x1, x2, x3) ∈ R3 un vecteur.

Déterminer l’image par u du vecteur x. (Calculer u(x) ).

2. Soient E = {x ∈ R3, u(x) = 2x} et F = {x ∈ R3, u(x) = −x}
Montrer que E et F sont des sous-espaces vectoriels de R3.

3. Déterminer une base de E et une base de F .

4. Y a-t-il E ⊕ F = R3 ?

Exercice 4.

Soit (e1, e2, e3) la base canonique de R3

Soit f : R3 → R3 l’application linéaire telle que :
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Soient E−1 =
{
u ∈ R3 | f(u) = −u

}
et E1 =

{
u ∈ R3 | f(u) = u

}
.

1. Montrer que E−1 et E1 sont des sous-espaces vectoriels de R3.

2. Montrer que e1 − e2 et e1 − e3 appartiennent à E−1 et que e1 + e2 + e3 appartient à E1.

3. Que peut-on en déduire sur les dimensions de E−1 et de E1 ?

4. Déterminer E−1 ∩ E1.

5. A-t-on E−1 ⊕ E1 = R3 ?

6. Calculer f 2 = f ◦ f et en déduire que f est bijective et déterminer f−1.

Exercice 5.

Soit β = (e1, e2) la base canonique de R2. Soit u un endomorphisme de R2 tel que u (e1) = e1+e2

et tel que dim(ker(u)) = 1

1. Déterminer u (e2) en fonction d’un paramètre a ∈ R.
2. Déterminer l’image d’un vecteur x = (x1, x2) ∈ R en fonction de a.

3. Déterminer une base du noyau de ker(u).

Exercice 6 .

Soit f : R4 → R l’application définie pour tout x = (x1, x2, x3, x4) ∈ R4 par

f(x) = x1 + x2 + x3 + x4

On appelle β = (e1, e2, e3, e4) la base canonique de R4.

1. Calculer les images des vecteurs de la base canonique par f . En déduire la dimension de

Im(f).

2. Déterminer la dimension de ker(f) et en donner une base.

Exercice 7.

Soit f : E → F une application linéaire

Montrer que:

ker(f) ∩ im(f) = f
(
ker

(
f 2
))

.

Exercice 8.

Soit u un endomorphisme de E un espace vectoriel.

1. Montrer que ker(u) ⊂ ker (u2).

2. Montrer que Im (u2) ⊂ Im(u).

Exercice 9.

Soit u un endomorphisme de E, un espace vectoriel.

Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes

(i) ker(u) ∩ im(u) = {0E} .
(ii) ker(u) = ker(u ◦ u).
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