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Prétace

Le contenu de ce polycopié est tout a fait conforme au programme d’Introduction a
la topologie destiné aux étudiants de deuxieme année Licence de Mathématiques que j’ai
le privilege de diriger depuis les années universitaires 2016 — 2020 & 1’Université Djilali
Bounaama de Khemis Miliana. Le polycopié se compose de 4 chapitres, chaque chapitre
est soutenu par une variété d’exercices, la plupart d’entre eux sont attachés par une solu-
tion. A la fin de ces chapitres, j’ai inclus également quelques sujets d’examen des années
précédentes pour aider les étudiants & mieux se préparer aux épreuves de la fin du se-
mestre. Dans ce modeste manuscrit, j’ai commencé mon cours en fournissant des concepts
généraux sur les espaces topologiques en définissant d’abord les ouverts et fermés en rai-
son de leur importance comme étant des composants de base dans la construction de ce
genre d’espaces, ainsi que les sous-espaces topologiques; ce qui a pour but de transmettre
au lecteur une idée simple sur la construction intuitive des espaces topologiques et la
maniére de traiter leurs ingrédients. Le manuscrit est dans sa version initiale et toute sug-
gestion ou avis des rapporteurs ou des lecteurs est la bienvenue ; Cela m’aidera a améliorer

progressivement mon manuscrit au fil du temps.
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Introduction

De mon humble expérience dans I’enseignement du contenu de la Topologie au niveau
de la deuxiéme année en Licence j’ai eu un apercu des difficultés rencontrées par les
étudiants notamment dans le choix d’éléments utiles de compréhension. Ce fut une grande
motivation pour nous de réaliser ce polycopié. J’espére que ce dernier sera une aide utile
et un bon support pour nos étudiants afin d’améliorer leurs résultats aux examens, et a
briser tous les obstacles qu’ils rencontrent lors de la préparation de leur deuxiéme année
de licence. Le contenu des chapitres est brievement décrit ci-dessous :

Le premier chapitre est congu pour présenter les notions de base d’un espace Topo-
logique comme celles de fermeture, intérieur, frontiére, voisinage, adhérence etc. Dans ce
chapitre la théorie élémentaire des ensembles (en principe acquise dés la premiére année)
contribue de maniére significative & créer la flexibilité nécessaire pour bien appréhender
ces nouveaux concepts. Nous pousuivons par introduire les coceptes de la limite et de la
continuité. L’intérét des espaces topologiques séparés s’éclaircira alors : dans ces espaces,
la lilimite (d’une suite ou d’une fonction, lorsqu’elle existe) est unique. Dans une autre
partie de ce chapitre, nous étudions les propriétés importantes de ’application homéo-
morphisme, avec un premier exemple non trivial selon lequel « tout intervalle ouvert de
R est homéomorphe a R ». Nous étudions aussi les notions de topologie induite et de
topologie produit qui correspondent respectivement a celles d’un sous-espace topologique
et d’un espace topologique produit. Ensuite nous nous concentrons sur la théorie des es-
paces métriques en commencant par expliciter leur lien avec les espaces topologiques (i.e.,
la topologie associée a une distance). Nous réétudions les notions de limite et de continuité
(déja vues au pragraphes précédents) dans le cas des espaces métriques. Nous verrons a
ce moment 1a que ces notions s’obtiennent plus intuitivement sur un espace métrique que
sur un espace topologique général. Nous enchainons avec des notions qui sont propres aux
espaces métriques (i.e., qui n’ont pas lieu sur un espace topologique général), dont celles
de continuité uniforme, application lipschitzienne et isométrie. Nous élargissons aussi la

notion de « distance entre deux points d’un espace métrique » en définissant la « distance



entre deux parties d’'un espace métrique », comme nous définissons par ailleurs la notion
de diameétre d’une partie d’un espace métrique. Nous verrons aussi quelques formulations
séquentielles (i.e., utilisant des suites) qui caractérisent des propriétés d’une partie d’un
espace métrique ou d’une application entre deux espaces métriques. Nous parlons sur des
notions de distance induite et distance produit, qui correspondent respectivement a celles
d’un sous-espace métrique et d’un espace métrique produit, ainsi que les notions de dis-
tances équivalentes et distances topologiquement équivalentes. Nous finissons ce chapitre
par le fait qu’un espace métrique est un espace topologique séparé mais que l'inverse n’a
pas toujours lieu ; ce qui fait que la catégorie des espaces métriques est une sous-catégorie
propre de la catégorie des espaces topologiques.

Dans le deuxiéme chapitre, nous discutons des espaces compacts ot la définition de
ces espaces importants utilise en générale la propriété de Borel-Lebesgue qui, intuitive-
ment, est difficile a définir . Lorsque nos travaux portent par exemple sur des espaces
métriques, d’autres caractérisations plus compréhensibles de la compacité sont possibles ;
Parmi celles-ci, nous donnons la caractérisation de Bolzano-Weierstrass qui stipule
qu’'un espace métrique F est compact si et seulement si toute suite de E possede une
sous-suite convergente de F. Il est aussi important de noter que la compacité est une pro-
priété intrinséque (i.e., une partie compacte d’un espace topologique E reste compacte par
rapport a n’importe quel autre sous-espace topologique de E qui la contient. Nous verrons
par suite le produit d’espaces métriques compacts et parties compactes de la droite réelle
ainsi que les théorémes fondamentaux liant la compacité a la continuité.

Au troisiéme chapitre, nous abordons les espaces complets ol nous commencons par
rappeler la propriété importante d’un espace complet (i.e. toute suite de Cauchy de points
de E converge vers un point de E), puis en montrant d’autres concepts qui est le prolon-
gement d’une application uniformément continue et le théoréme du point fixe de Banach.

Dans le quatriéme chapitre, nous avons traité des espaces connexes. Au début, nous
avons eu l'occasion de définir cet espace de plusieurs maniéres équivalentes, afin de faire
en sorte que le lecteur aborde l'idée d’espace connexe d’une maniére merveilleuse des
le premier contact. Aprés cela, nous avons abordé le concept de sous espace connexe
et localement connexe, et pour que notre idée soit claire, nous avons traité plusieurs
propriétés importantes y compris des exemples. D’une part, tout comme la compacité,
nous montrons que la connexité se conserve aussi par continuité, et d’autre part, nous
généralisons le théoréeme des valeurs intermédiaires.

Au cinquéme chapitre on va parler d’espaces vectoriels normés (sur R ou C) qui sont

considérés comme une structure mathématique qui développe des propriétés géométriques



de distance compatible avec les opérations de I’algébre linéaire. Développée notamment
par David Hilbert et Stefan Banach, cette notion est trés importante en analyse et plus
particuliérement en analyse fonctionnelle avec 'utilisation d’espaces de Banach ( ou les
vecteurs sont des fonctions).

Nous cloturons ce modeste document avec quelques épreuves d’examen des années
précédentes, suivies d'une bibliographie comprenant une variété de références de Topologie

Générale.




Chapitre 1
Espaces Topologiques

Dans cette section, on donne la définition d’espace topologique ainsi que 1’essentiel du

vocabulaire topologique de base.

1.1 Topologie de 'ordre

Définition 1.1 Soit (E,<) un ensemble totalement ordonné. Soient a et b au moins
deux élements de E. Les intervalles ouverts de E sont les parties de l'une des cing formes
suwvantes : E, ¢, la,bl:={x e F|la<xz<b}, {reE|a<b}, {r€Fla<u}.

Les ouverts de & sont les réunions d’intervalles ouverts.

Remarques :
1. Si E = R, les intervalles du deuxiéme et du troisiéme type sont notés | — oo; b| et
Ja; 4+-00[. Mais si £ = la droite réelle achevée R := RU{—o00; +0o} (avec —oo < R < +00),

ils sont égaux & [—oo; b[ et Ja; +o0.

1.2 Espaces topologiques

Définition 1.2 On appelle un espace topologique un ensemble E muni d’une partie T
de Uensemble P(E) des parties de E qui vérifiant les axiomes suivants :

(i).per, Fer.

(ii) . L’intersection de deux éléments de T est un élément de .

(iii) . La réunion (finie ou infinie) d’une famille d’éléments de T est un élément de T.

Appellations et remarques :



1. Les axiomes (i), (ii) et (iii) de la définition précédente s’appellent les axiomes de
Hausdorff en hommage au mathématicien allemand Felix Hausdorff (1868 — 1942) qui

a écrit le premier livre de topologie générale en 1914.

2. Un espace topologique est un couple (F,7) ou E est un ensemble et 7 une

topologie sur E.

3. Etant donné (E, ) un espace topologique, on appelle ouvert de E toute partie de
E appartenant a 7.

De plus les complémentaires de ouverts de E sont appelés les fermés de E. 7 est
parfois appelée la topologie de F.

4. La propriété (ii) d’une topologie s’étend facilement par récurrence comme ceci :
Vn € N VU, Uy, -+ Uy € T ﬁlUi €.
1=

Autrement dit : « Toute intersection finie d’ouverts de E est un ouvert de E ou bien 7
est stable par intersection finie».

5. la propriété (iii) d’une topologie s’exprime littérairement en disant que : les ouverts
sont stables par réunion quelconque et par intersection finie. Les fermés sont stables
par intersection quelconque et par réunion finie.

Cependant, une intersection quelconque d’ouverts n’est pas toujours ouverte et une
réunion quelconque de fermés n’est pas toujours fermée. Pour s’en convaincre, on retiendra

les deux exemples suivants sur (R, 7,) :

mneN}—l 1[: {0} et Upen- {%1} =10,1].

)
n n

Examples :

1. L’espace topologique usuel : Une partie U de R est dite ouverte si, Vo € U, il
existe € > 0 tel que U'intervalle ouvert |z — €, x + €] est contenu dans U. 11 est bien clair que
ceci défini une topologie sur R. Alors R sera toujours muni de cette topologie 7, appelée

topologie usuelle.

2. Sur R, I'ensemble formé de (), R et des intervalles de la forme ]a,b[, n’est pas une

topologie, car la propriété (iii) n’est pas vérifiée.



3. Sur un ensemble FE, il existe toujours deux topologies « extrémes » : la topologie
discréte 74, = P(E) et la topologie grossiére 7, = {¢, E} . Un espace muni de la

topologie discréte (respectivement grossiére) est dit discret (respectivement grossier).

4. Un ensemble & deux éléments £ = {a,b} peut étre muni de quatre topologies

différentes :

Tg:{¢7E}7 71:{¢7{a}’E}a 72:{¢a{b}7E}7 Td:{¢v{a}7{b}7E}'

Exercise 1.1 Soit E un ensemble quelconque. Montrer que la famille formée par l’en-

semble vide et les complémentaires des parties finies de E forment une topologie sur E.

Solution 1.1
e ¢ étant une partie finie E = E ~\ ¢ est un ouvert.

o Soient (E;),.; une famille de parties finies de E. Alors,

UENE)=E~(Ei et((ENE)=E~|JE.
iel iel iel iel
Comme lintersection quelconque d’une famille de parties finies est finie et que la réunion

d’une famille finie de parties finie est finie notre résultat suit.

Exercise 1.2 Montrer que l’ensemble T formé de 0, R et des réunions quelconques d’in-

tervalles de la forme |a, b| est bien une topologie sur R.

Solution 1.2 (i) ¢ € 7 (car ¢ est une réunion vide d’intervalles ouverts de R) etR € T

—+oo . , . . z
car R = U |—n,n[ est bien une réunion d’intervalles ouverts bornés de R | .

n=1
(ii) Soient U,V € 1. On peut écrire (par définition méme de 7) : U = 'Ul]ai,bi[ et
1€
V= .UJ]cj, d;[ avec les a;, b;,cj,d; (i € 1, j € J) sont des réels tels que a; < b; pour tout
je
i € 1 et cj,dj pour tout j € J. D’apres la distributivité de [intersection par rapport a la
réunion, on a :
(g aent) 0 (19, Jenl) = U, QawbInlep sl
jeJ
Puisque l’intersection de deux intervalles ouverts bornés de R est ou bien vide ou bien
égale a un intervalle ouvert borné de R alors cette derniére écriture de U NV montre bien
que UNV e 7.
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(iii) Soit (U;);e; une famille d’éléments de 7. Comme chaque ensemble U; (i € I) est
une réunion d’intervalles ouverts bornés de R alors leur réunion (iLeJIUZ) est une réunion
de réunions d’intervalles ouverts bornés de R ; c’est bien donc une réunion d’intervalles
ouverts bornés de R. D’ou : (iLeJIUi) € 7. Les éléménts de T vérifie bien les trois axiomes de
Hausdorff; elle constitue donc une topologie sur R. Cette topologie T s’appelle la topologie
usuelle de R.

Exercise 1.3 Quelles conditions doivent vérifier deux parties différentes A et B de E

pour que {p, A, B, E'} soit (I’ensemble des ouverts ) une topologie sur E?

Solution 1.3 On pose
T={¢, A B, E}.

Tout d’abord nous avons ¢ et E appartiennent déja a 7. Il nous reste de montré que
[intersection et la réunion des éléments de T est un élément de 7. Il est claire que ¢ N
A oNB, oNE, ANE, BNE sont dans T, mais pas forcement pour AN B et AU B.
Donc, nous constatons les deux cas suivants :

Si AN B # ¢ on obtient que

ANBeTssi AC B ouB C A.
St AN B = ¢, on obtient que

AUB e T ssi A= CgB.

Exercise 1.4 On pose E :=0,400] et pour tout réel positif o, on pose O, :=10,a[. On
considére T la famille de parties de E donnée par 1 ={FE,O,} .
1. Montrer que T constitue une topologie sur E.

2. Déterminer les fermés de [’espace topologique (E, T).

Solution 1.4
(i) ¢ € 7 (car ¢ est Uintervalles ouverts de R obtenir l'orsque o = 0) et E € T.

(ii) Soient o et o' deux réels positifs a et o/ tel que O, = 10,a[ et Oy =10,0/[. On a,
On N Oy =10, min (a, &')] .

Puisque l'intersection de deux intervalles ouverts positifs de R est vide ou bien égale a un

intervalle ouvert positif de R, alors cette derniére écriture de O, N O, montre bien que
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O,NOy € T.

(iii) Soit (Oq,);c; une famille d’éléments de T tels que o, © € I sont des reéls positifs. On

O, _}o max (az){

el

a,

alors la réunion <U0ai> est un intervalles ouverts positif de R. Dot : <U0ai> €T
Les éléménts de Tzeifém'ﬁe bien les trois axiomes de Hausdorff; elle constigzle donc une
topologie sur E.

2. Les fermés de l’espace topologique (F,T) sont les complémontaires par rapport a E aux

intervalles O, = |0, ot o > 0 c-a-d les intervalles de la forme

[, 00 a>0.

1.3 Voisinage d’un point ou d’une partie

Définition 1.3 Une partie V' d’un espace topologique E est un voisinage d’un point a de
E si V' contient un ouvert contenant a. L’ensemble des voisinages de a est noté V(a). Plus
généralement, on appelle voisinage d’une partie A de F, toute partie V de E qui contient
un ouvert, lequel contient A. On note par V(A) l'ensemble de tous les voisinages d’une
partie A de E.

Par le symbolisme mathématique, on a donc pour tout a € E et tout A C E :

Ve V)& 30er: acocv
Ve vi) &L 30er: AcocV

Exemple 1.1 Dans l’espace topologique R, un voisinage de a est une partie de R qui

contient un intervalle ouvert de la forme |a — e, a+ €[, € > 0.

Exemple 1.2 Dans l’espace topologique définit sur I’ensemble E = {a, b, c}, les voisinage
de a sont : {a}, {a,b}, {a,c}, {a,b,c}.

Remarque 1.1 1. Tout voisinage de a contient a.
2. Tout surensemble d’un voisinage de a est un voisinage de a.
3. Toute intersection finie de voisinages de a est un voisinage de a.

4. Tout ouvert contenant a est un voisinage de a.
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Théoréme 1.1 Une partie U de E est un ouvert si et seulement si U est voisinage de

chacun de ses points.

Preuve. Pour tout ouvert U et tout élément a de U, U est un voisinage de a puisqu’il
contient un ouvert (U lui-méme) contenant a. Réciproquement, soit U une partie de F
telle que pour tout a € U, U est un voisinage de a. Il existe alors, pour chaque a € U, un
ouvert O, contenant a et inclus dans U. La réunion O de ces ouverts est un ouvert, et U
est égal a cet ouvert : O C U car les O, sont inclus dans U, et U C O car Va € U, a € O,
et O, C O.

Exercise 1.5 Montrer que dans NU{+oo} muni de la topologie de l’ordre, les voisinages

de +00 sont les parties contenant +oo et tous les entiers a partir d’un certain rang.

1.4 Base d’ouverts, base de voisinages

Définition 1.4 Soient (F;7) un espace topologique et B un ensemble de parties de E.
On dit que B est une base de la topologie T (ou une base d’ouverts de l’espace) si
l'une des trois conditions équivalentes est vérifée (donc les trois) :

e les ouverts de T sont exactement les réunions d’éléments de B ;

e B C 7 et tout ouvert de T est une réunion d’ouverts de B ;

o B C 71 et pour tout U C 7 et tout point x € U, U contient un élément de B contenant

x.

(L’équivalence entre les deux premiéres propriétés et la troisiéme se démontre comme

le théoréme 1.1.)

Remarque 1.2 7 clle-méme est une base de 7, mais on cherche en général a décrire
T par des bases plus économiques, 1.e. “petites” . Par exemple : les intervalles ouverts

forment une base de la topologie de I’ordre sur R.

Exemple 1.3 La famille ]r — %,r + %[ (r € Q;n € N*) constitue une base pour la to-
pologie usuelle de R (pour le montrer, utiliser la densité de Q dans R ainsi que l’axiome
d’Archimeéde). Remarquer que cette base est dénombrable ; on dira que l’espace topologique

R est a base dénombrable.

Définition 1.5 (SFV) On appelle systéme fondamental de voisinages (ou base de

voisinages) d’un élément a de E, toute famille B (a) de voisinages de a telle que :

YV eV(a),aW € B(a): W C V.
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Exemple 1.4 Pour tout a € R, la famille des intervalles de la forme [a— %,a—i— ﬂ
avec n € N*| est une base dénombrable de voisinages de a. Cet exemple rappelle que les
voisinages - en particulier les éléments d’une base de voisinages - ne sont pas forcément

des ouverts. Il est cependant courant de les choisir tels, en utilisant la proposition suivante.

Proposition 1.1 Pour tout espace topologique E, un ensemble B de parties de E est une
base d’ouverts si et seulement si, pour tout point a de E, la famille des éléments de B qui

contiennent a est une base de voisinages de a.

Preuve. Pour tout a € E, notons F, = {W € B |ac W} .

(=) Supposons que B est une base d’ouverts et fixons a € E : Pour toute partie V' de E,
V' est un voisinage de a si et seulement s’il contient un ouvert contenant a, c’est a dire une
réunion, contenant a, d’éléments de B, autrement dit si V' contient un W € B contenant
a. Les voisinages de a sont donc exactement les parties de E contenant un W € F,, ce
qui prouve que JF, est une base de voisinages de a.

(<=) Supposons que pour tout a € E, F, est une base de voisinages de a. Pour toute partie
U de E, U est ouvert si et seulement s’il est voisinage de chacun de ses points c’est-a-dire :
Va € U; 3W € F,; W C U, ou encore : Ya € U, U contient un W € B qui contient a,
autrement dit comme dans la preuve du théoréeme 1.1 si U est une réunion d’éléments de
B. Les ouverts sont donc exactement les réunions d’éléments de B, ce qui prouve que B

est une base d’ouverts.

Exercise 1.6 Montrer que L’ensemble B = {[a,b[; (a,b) € R?, a < b}U¢ est une base de
topologie sur R.

Solution 1.5 On a pour tout réel a est contenu dans ’élément [a,a + 1] € B et Uinter-
section de deuz éléments de B est un élément de B. de plus tout intervalle ouvert |a,blest
la réunion d’éléments de B (@ savoir Ja, bl = U,sn, [a + 2, b[, avec ng assez grand), donc

B est une base.

1.5 Intérieur et adhérence

1.5.1 Adhérence

Définition 1.6 Dans un espace topologique E, un point x est dit adhérent a une partie

A si tout voisinage de x rencontre A; c’est-a-dire si :
YWV eV(z): VNA#og.

L’ensemble des points adhérents o A est appelé ’adhérence de A et noté A.
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Remarque 1.3 Tout élément = de A est adhérent aA (puisque tout voisinage de x
contient ), donc A C A.

On peut distinguer deux types de points adhérents :

Définition 1.7 Un point x adhérent a A est :

e point isolé de A s’il existe un voisinage V' de x tel que ANV = {x}, autrement dit si
x € A et {x} est ouvert dans A (pour la topologie induite).

e point d’accumulation de Asi tout voisinage de x rencontre AN{x} (ce qui ne nécessite

pas que x appartienne a A), autrement dit si x est adhérent a A~ {z}.

Remarques.

1. Il est évident qu'un point ne peut pas étre a la fois point isolé et point d’accumulation
de A, et que §’il est 'un ou l'autre alors il est adhérent & A. Et ce sont les seuls types
possibles de points adhérent, car si un point adhérent x n’est pas isolé alors, pour tout
voisinage V de z, ANV ¢ {xz}.

2. Un point d’accumulation d’une partie d’un espace topologique est clairement un
point adhérent a cette partie. Cependant, I'inverse est (généralement) faux.

3. L’ensemble de tous les points d’accumulation d’une partie A d’un espace topolo-
gique s’appelle ’ensemble dérivé de A et se note A’. Cette notion a été introduite par le
mathématicien allemand Georg CANTOR (1845 — 1918) qui I’a étudié pour la premiére

fois sur ’ensemble des nombres réels.

Exemple 1.5 1. Dans R, l'adhérence de ]O; \/§[ U {3} a 3 come point isolé et [O; \/ﬂ
comme ensemble de points d’accumulation.
2. L’adhérence de {% |n € N*} contient tous les % comme points isolés et 0 comme point

d’accumulation.

Exemple 1.6 Si (E;7) = (R; topologie usuelle) et A =]a,b[, alors A = [a,b]. En effet,
[a,b] est un fermé de R qui contient |a,b[ et donc ]a,b] C A C [a,b]. A ne peut donc étre

égal qu’a |a,b[,]a,b],[a,b], [a,b] Comme seul le dernier de ces intervalle est fermé, on a

la,b] = [a,b].

Proposition 1.2 L’adhérence d’une partie A est le plus petit fermé contenant A. En

particulier, A est un fermé si et seulement si A = A.
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Preuve. Ce plus petit fermé pour l'inclusion existe : c’est 'intersection de la famille des
fermés contenant A (cette famille est bien non vide car E est un tel fermé). Il s’agit donc
de montrer que a est adhérent & A si et seulement s’il appartient & tous ces fermés. Or
a est adhérent a A si tout ouvert contenant a rencontre A c’est-a-dire, par passage au
complémentaire, si tout fermé ne contenant pas a ne contient pas A tout entier, ou encore,

par contraposée, si tout fermé contenant A contient a.

Exercise 1.7 Soit O une partie ouverte de l’espace topologique (F;T). Démontrer que

pour toute partie A de E on a :

ANO=¢p <<= ANO = ¢.

1.5.2 Intérieur

Définition 1.8 Pour une partie B d’un espace topologique E, On appelle intérieur de

B, que l'on note B, le plus grand ouvert de E qui est contenu dans B.

o

a linclusion A C A, on a I'inclusion (tout aussi immédiate) B C B.

9

“Dualemen

Corollaire 1.1 1. Lintérieur de B, est [’ensemble des points dont B est voisinage.
2. L’intérieur de B est la réunion de tous les ouverts contenus (inclus) dans B (elle existe,
puisque ¢ est ouvert, mais peut étre vide). On a alors

B= U O.

Oer
OcCB

3. Une partie B de E est un ouvert si et seulement s B = B.

Théoréme 1.2 Soit B une partie de E. Un point b de E est a Uintérieur de B (c’est-a-

dire appartient o B) si et seulement si B est un voisinage de b.

Preuve. Soit b € E.

(=) : Supposons que b € B. Comme (par définition méme) B est un ouvert et que
é C B alors B est un voisinage de b.

(<=) : Supposons que B est un voisinage de b Donc 40 € 1 tel que b € O C B. Ce qui
entraine que O C B D’ou, en particulier, b € B

Proposition 1.3 Soient ' un espace topologique et A et B deux parties de E. Alors :

(i) Si A et B sont complémentaires alors B et A sont complémentaires.
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(i) SiAC B, ACB et

(iii) AUB=AUB et A

o:bo
N
el

— ANnB.

D
Sy

Preuve. 1. Pour la la premiére propriété (i) on a x ¢ 23 <= B n’est pas un voisinage de
r <= B ne contient aucun voisinage de z <= tout voisinage de x rencontre A <= x € A.
2. Montrons par exemple la premiére égalité du (iii) . L’inclusion AU B C AU B provient
du (ii) ;d’autre part AUB C AU B.

Remarque 1.4 On notera que, en général, on a seulement les relations ANB C ANB

et AUBD AUB et pas des égalités.

o o

Exemple 1.7 §i A= [0;1] et B =[1;2], alors on a AUB = [0;2] = ]0;2[. Or AUB =
10; 1[U]1;2[ =]0;2[ ~ {1} . Inversement, si A =10;1[ et B =]1;2[, alors ANB = ¢ = ¢

(car ¢ est fermé). Or AN B = [0;1]N[1;2] = {1}.

Définition 1.9 Soit A une partie d’un espace topologique E. la frontiére d’une partie
A, définie par
Fr(d) =ANA=ANE\ A,

est égale a la frontiére du complémentaire de A.

Exemple 1.8 Si E = R est muni de la topologie de l'ordre et si A = [0,1], on vérifie
que A =1[0;1], A=10;1[ et Fr(A) = {0,1}.

Exercise 1.8 Soit ' un espace topologique, A, B des sous-ensembles de E.

o

1. Montrer que A€ = (A) et que A° = (A°).

2. Montrer que

ABCANB, AUB=AUB, AAB=ANB.

N

3. Que peut on dire de :21 U é?

4. On note u (A) :i et v (A) — A

(a) Calculer u (A) et v (A) pour E =R (avec la topologie usuelle) et A =10,2] et A= Q.
(b) Comparer A, :Zl, u(A) etv(A).
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Solution 1.6

1. Rappelons que si (X;) est une famille de parties de E, le complémentah;e de la réunion
des X; est l'intersection des complémentaires des X;. Par définition, ;1 est le complé-
mentaire de la réunion de tous les ouverts contenus dans A, c’est donc l'intersection de
tous les fermés contenant AC, ¢’est-a-dire AC. La deuzieme égalité se déduit de la premiére
en remplacant A par son complémentaire.

2. On a clairement ANB C Aet ANB C B, donc ANB C Aet ANB C B, dou
Vinclusion : AN B C AN B.

Comme on a A C AUB et BC AUB, ona aussi A C AUB et B C AUB. Donc
AUB C AU B. D’autre part, on a AU B C AU B. Ce dernier ensemble étant fermé,
comme réunion de deux fermés, il contient AU B. On a donc bien AUB = AU B.

Par passage au complémentaire, et en utilisant la question précédente on obtient

AAB = ANB.

L’inclusion ANB C AN B est fausse en général : prenons dans R, A = [4,5] et B =5, 7).
AN B est alors vide, donc son adhérence aussi, mais A = [4,5] et B = [5,7] d’ou
ANB = {5}.

3. On a ;1 U é est un ouvert inclus dans AU B, donc inclus dnas le plus grand ouvert
de AU B. Il suit que ;1 U é c AU B. Uinclusion inverse est fausse come on le voit en

constdérant les complémentaires pour le contre-exemple de la question précédente 2.

4. a) u(]0,2]) :[0,5] =10,2[ et v (]0,2]) =1]0,2[ =[0,2]. On a u(Q) = R et v (Q) = 0.

b) On a pour tout ensemble )O( C X c X. De plus X = X et )O( = ;( 1l suit que
ACu(A) C Aetdem emeACv(A) C A. Enrevanche, on ne peut pas comparer u (A)

et v (A) en général car pour A = Q on a v (A) est strictement inclus dans u (A) et pour

une boule ouverte dans R™, c’est le contraire.

Exercise 1.9 On considére R? muni de sa topologie usuelle. Déterminer lintérieur et

l'adhérence des sous-ensembles suivants :

A = {(z,y) eR*|2c >y +1} B={(z,y) eR*|0<z<2et0<y<1}
C = {(z,y) eR?|0<s®+y* <1} D={(z,y) eR? | 2® +y*> >4} NQ?

Solution 1.7 L’ensemble A est ouvert. En effet A = (2p; — p2) ™" (J1,400|) 0w py (z,y) =
x et py(z,y) = y sont les projections canonique des R? dans R et elles sont conti-

nues. Il suit que A est la pré-image d’un ouwvert par une fonction continue, donc est
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ouvert. Par conséquent A=A Onad= {(z,y) e R?* |2z >y +1}. En effet ce der-
nier ensemble est fermé (méme raisonement que pour A ouvert) et de plus tout point de
{(x,y) € R? | 22 > y + 1} est adhérent a A. En effet si (z,y) € {(z,y) € R? | 22 > y + 1},
la suite (x + %, y) oun € N* est dans A et converge vers (x,y).

Des raisonements analogues montrent que B = {(z,y) e R? |0 <2 <2 et 0 <y <1},
%z{(m,y)ER2|O<x<2 et0<y<1},C=C (C est fermé)

et O = {(x,y) € R? | 0 < 2% +y* < 1} (attention, ici 0 est bien un point intérieur a C).
Comme tout disque ouvert non vide de R? contient des points de Q2, on voit que 'adhé-
rence de D est {(x,y) € R? | 22 + y*> > 4}. Et comme tout ouvert non vide de R* contient

des points a coordonnées irrationnelles, l'intérieur de D est [’ensemble vide.

Exercise 1.10 Soit (E;T) un espace topologique et soient A et B deux parties de E telles
que E = AU B. Montrer qu’on a :

E=AUB.
Exercise 1.11 D’eterminer la frontiére des ensembles de R? suivants :

A = {(z,y) eR*|0< 2’ +y* < 2}.
A2 = QXQ
Ay = ]=2,1[x [0,1].

Solution 1.8 On wvérifie que dA; = {0} U {(z,y) € R? | 22 +y? =2}. En effet A; est
ouvert son adhérence est la boule fermée centrée a lorigine et de rayon /2, donc 9A; =
AN A =1{(0,00}U{(z,y) € R? | 22 + ¢y = 2}.

OnaaA2:@\@2:R2\@:R2.

On a 0As = {—2} x[0,1JU{1} x[0, 1]U[-2,1] x {0}U[-2,1] x {1} car A3 = [-2,1] x[0,1].

Exercise 1.12 Soit 7 ={|—a,a] | @ € [0,400]} .
1. Montrer que T est une topologie sur R.

2. Déterminer 'adhérence, lintérieur et la frontiére d’un singleton {a} puis d’un segment

[a, b)].

Exercise 1.13 Soit (E;T) un espace topologique et soient A et B deux parties de E .

1. Montrer que Fr(AU B) C Fr(A)U Fr(B) et montrer qu’il y a égalité si A et B sont
disjoints.

—Donner un exemple dans R ot cette inclusion est stricte.

- (o]

2. Montrer que Fr(A) C Fr(A) et Fr(B) C Fr(B).
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Exercise 1.14 1. Montrer que A C B = A C B (pour deux parties A et B d’un espace
topologique).

2. En déduire que UjerA; C Uit A; et montrer qu’il y a égalité lorsque I est fini.

3. Donner un exemple dans R ou cette inclusion est stricte.

4. Montrer que NicrA; C MicrA; et donner un exemple dans R ou Uinclusion AN B C
AN B est stricte.

5. Ecrire les résultats correspondants pour les intérieurs.

1.6 Partie dense

Définition 1.10 Soit (E;T) un espace topologique et D une partie de E. D est dite dense
dans E ssi D = E.

La propriété suivante est une caractérisation trés pratique des parties denses.
Proposition 1.4 D est dense dans E ssi tout ouvert non vide de E rencontre D.

Preuve. (<=) :Si D n’est pas dense alors D # E, donc E \. D est un ouvert non vide de
E qui n’intercepte pas D (car D C D).

(=) : Si O € 7 est un ouvert non vide de F tel que O N D = ¢, alors D est inclu dans
le fermé (E \ O), et donc D C (E \ O) # E.

Théoréme 1.3 1. Q est dense dans R (@ = R) . tout intervalle ouvert (non vide) de R
contient une infinité de rationnels.
2. R\ Q est dense dans R (R NQ= R) : tout intervalle ouvert (mon vide) de R contient

une infinité d’irrationnels.

Preuve. On commence par remarquer que tout intervalle ouvert non vide de R contient
un intervalle du type |z, y[,z,y € R. On peut donc supposer que I = |x,y[ par la suite.
1. tout intervalle contient un rationnel.

On commence par montrer I'affirmation :

Ve,ye Rz <y=—3IreQ, x<r<uy.

Donnons d’aboerd l'idée de la preuve. Trouver un tel rationnel r = §, avec p € Z et

g € N*. revient & trouver de tels entiers p et ¢ vérifiant qr < p < qy. Cela revient a
trouver un g € N* tel que l'intervalle ouvert |gx, qy| contient un entier p. Il suffit pour cela

que la longueur qy — gr = q (y — =) de l'intervalle dépasse strictement 1, ce qui équivaut
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aq > ?ﬁ Maintenant posons p = |gz| + 1. Alors p — 1 < gz < p. On en déduit d’une
part x < g, et d’autre part g—% < x, donc g <x+% <x+y—x=1y. Donc 75” €l.0On
a montré 'affirmation.

2. tout intervalle contient un irrationnel.

Partant de x,y réels tels que = < y, on peut appliquer 'imlication de I'affirmation dans
(1) au couple (x —V2,y— \/5) . On en déduit qu’il existe un rationnel r dans l'intervalle
}ZE — V2, Yy — V2 [ et par translation r + V2 est irrationel, car sinon comme les rationnels
sont stables par somme, V2 = —r + r + /2 serait rationnal, ce qui est faux. On a donc

montré que si x < y, U'intervalle I = |z, y[ contient aussi un irrationnel.

Exercise 1.15 On considére R muni de sa topologie usuelle. Déterminer l'intérieur et

l'adhérence de Q et R\ Q.

Solution 1.9 On utilise que Q est dense dans R. Il suit que Q = R. Montrons que Q = ().

En effet sip/q € Q, tout intervalle |a, b| contenant p/q est non-dénombrable, donc contient

des éléments de R . Q. Il suti qu’aucun point de Q est intérieur a Q c’est a dire Q = ().

On montre de méme que R~ Q =R et R/\\Q =0..

Exercise 1.16 Montrer qu’une partie d’un espace topologique est d’intérieur non vide si

et seulement si elle rencontre toute partie dense.

Exercise 1.17 Soit (E;7) un espace topologique et soient A et B deux parties de E qui
sont toutes les deux denses. On suppose de plus que A est un ouvert de E.

Montrer que AN B est dense dans E. (Vous pouvez utiliser la derniére proposition).

1.7 Espace séparé (ou de Hausdorff)

Définition 1.11 Un espace topologique (E;T) est dit séparé ssi pour tout points distincts
(x;y) de E, il existe V€V (x) et W € V (y) tels que VW = ¢.

Exemple 1.9 1. Si E est muni de la topologie discréte alors {z} et {y} sont des ouverts
disjoints si x et y sont distincts, donc E est séparé.

2. Si E est muni de la topologie grossiére et E contient au moins deux éléments distincts,
alors E n'est pas séparé (pour tout x € E, E est le seul voisinage de x).

3. L’ensemble des nombres réels R muni de sa topologie usuelle est un espace séparé.

_ lz—y
= =

|t —r,x+r| ety —r,y+r| sont bien disjoints, le premier étant un voisinage de x et le

Eneffet, pour tous x,y € R, avec x # y, en posant r : les deux intervalles ouverts

second est un voisinage de .
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Proposition 1.5 Si (E; 1) est un espace topologique séparé alors pour tout £ € E, on a
NvevinV = {{}.

Preuve. Si V € V ({) alors £ € V donc £ € Nycye)V. Réciproquement, si y € £~ {¢}
alors il existe V € V (¢) tel que y ¢ V et donc y ¢ Nyey)V. Dot Nyep)V C {£}.

Exercise 1.18 On pose E :=10,400| et pour tout réel positif a, on pose 0, := |a, +00].

On considére T la famille de parties de E donnée par :
T={p,R} U{l,,a € R}.

1. Montrer que T constitue une topologie sur E.

2. Déterminer les fermés de [’espace topologique (E, T).

3. Donner (sans démonstration) A et A dans chacun des cas suivants : A = [4,9], A=
[—2,+0[, A=1{2,3,4}, A=N.

4. Montrer que (E,T) n’est pas séparé.

1.8 Topologie induite, topologie produit

1.8.1 Topologie induite

Soit (E;7) un espace topologique et A un partie de E.
Définition 1.12 La famille T4 de parties de A, définie par :
Ta={0ONA, O€er},

constitue une topologie sur A appelée topologie induite sur Apar la topologie de E. Le

nouvel espace topologique (A, T ) s’appelle un sous-espace topologique de E.

Preuve. Il s’agit de montrer que les axiomes de Hausdorff sont vérifiés pour le couple (A, 74) .
On a

(i) Puisque ¢, E' € 7 (car T est une topologie sur E) alors pNA = ¢ € T4et ENA = A € 74.
(ii) Soient Uy, U, deux parties de A, appartenant a 74, et montrons que U; NUs € 7 4. Par
définition méme de 74, les parties Uy, Us sont de la forme Uy = O1 N A et Uy = Oy N A,

avec 01,0, € 7. D’ou

UlﬂUQZ(OlﬂA)ﬁ(OQOA):(OlﬂOg)ﬁAeA,
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car O N Oy € 7, étant donné que 7 est une topologie sur E.
(iii) Soit (U;),.; une famille de parties de A, appartenant & 74, et montrons que U;e;U; €
7 4. Par définition méme de 74, chaque U; (i € I) s’écrit sous la forme : U; = O; N A, avec
O, € 7. D'ou

UicrUi = Uier (0s N A) = (Uic1O5) N A € T4,

car U;c;O; € 7, étant donné que 7 est une topologie sur F.

Proposition 1.6 1. Soit F est I’ensemble des fermés de E. La famille (F N A) ., est
appelée la famille des fermés de A pour la topologie induite par celle de E.
2. Soit a € A, alors (V N A)Vev(a) est appelée la famille des voisinages de a dans A pour

la topologie induite (ot V (a) est la famille des voisinages de a dans E ).

Preuve. 1. F’ est un fermé de A ssi A~ F’ est un ouvert de A, i.e. ssi il existe O € 7 tel
que AN F'= ANO. Donc F’ est un fermé de A ssi 30 € 7 tel que F/ = AN (AN F') =
AN(ANO)=AN(ENO),ie. ssiil existe F' € F tel que I/ = ANF.

2.S51V € Valors il existe O € 7 tel que a € O C V. Alorsa € ANO C AnVet
donc ANV est un voisinage de a dans A. Réciproquement, si V'’ est un voisinage de a
dans A alors il existe un ouvert AN O de A (ie. O € 7) tel que aa € ANO C V.
Alors V.= O UV’ vérifie a € O C V, donc V est un voisinage de a dans E et on a
VANA=(OUV)INA=0ONAUWV'NA) =V".

Exemple 1.10 L’ntervalle [0, 1] est un ouvert de [0.2] muni de la topologie induite par
Tu( toplogie usuelle), car [0,1][ = |—1,1[N[0.2] et |-1,1] € 7. Noter que [0,1] est aussi
un fermé de [—1,1] muni de la topologie induite par T, car [0,1] = [0.3] N [—1,1[ et [0.3]

est un fermé de (R, 7,). En revanche [0, 1] n’est ni ouvert ni fermé dans (R, 7,).

Proposition 1.7 (transitivité de la topologie induite) Soit (E,7) un espace topo-
logique et B C A C E deux parties de E. La topologie induite sur B par celle de E est la

méme que la topologie induite sur B par la topologie de A induite par celle de E.

Topologie produit
Soient (E7,71) et (Ey, 79) deux espaces topologiques.
Définition 1.13 On appelle ouvert élémentaire de F1 X Ey toute partie w C E1 X Ey de la

formew = Oy x O 01 O1 € 71 et Oy € To. La famille formée par les réunions quelconques

d’ouverts élémentaires définit une topologie sur Ey X Eo appelée topologie produit.
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Remarque 1.5 Comme E; X FEy et ¢ = ¢ X ¢ sont des ouverts élémentaires et que
(01 x O2)N(07 x O4) = (01 N O}) x (02N O4), la famille et bien un topologie sur E1 X Fy.

Définition 1.14 On appelle topologie usuelle sur R™ la topologie obtenue par produit

successif de la topologie usuelle de R.

Exemple 1.11 La topologie usuelle sur R? a pour base d’ouverts les rectangles ouverts .

Proposition 1.8 Soit © = (21, x2) € E1 X Ey alors (Vi X Vl)vleV(xl),VgeV(asg) est un sys-
téme fondamentale de voisinage de x dans Ey X Es. Plus généralement, si B (x1) (resp
B (z3)) est un systéme fondamentale de voisinage de xy1 (resp de x5) dans Ey(resp dans

Es), alors (Vi X Vi)y, v vaev(as) €5t un systéme fondamentale de voisinage de x dans
E1 X Eg.

Exemple 1.12 Soit R? muni de la topologie usuelle et x = (1, 3) .

La famille (Jx1 — e, 21 + €[ X |xg — &, 29 + 5DEGR1 est un SFV de x.
Proposition 1.9 Si E; et Ey sont séparés alors E1 X FEy est séparé.
Exemple 1.13 La topologie usuelle de R™, n € N* est éparée.

Exercise 1.19 Soient (Ey,71) et (F2,7m2) deuz espaces topologiques et E = FE; X Es
l’espace topologique produit. Montrer que E est séparé ssi Fy et Ey sont tous les deux

Séparés.

Exercise 1.20 Adhérence, intérieur et frontiére d’un produit

Soient Ey et Ey deux espaces topologiques, A une partie de Fy, B une partie de Fs, et C
la partie A x B de l’espace produit E = E1 X FEy. Montrer que

1.C=AxB,

2.C'= Ax B,

3. Fr(C) = (Fr(A) x B)U (A x Fr(B)).

1.9 Suites convergentes

Dans toute cette section (E, 7) désigne un espace topologique.
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Définition 1.15 Soient (x,),, . une suite d’éléments de E et £ € E. On dit que (x)

converge vers { (ou tend vers () lorsque n tend vers 400, (n € N) si :

neN

YW eV(),Ing=no(V) eN tel queVn e N:n >ng =z, € V.

St (Tn),en converge vers £, on dit que { est la limite de (1), -

Remarque 1.6 1. Une suite d’un espace topologique peut posséder plusieurs limites. Par
exemple, si T est la topologie grossiére sur E/ alors tout point de E est limite de toute suite
d’éléments de F.

2. les suites convergentes d’un espace discret sont les suites stationnaires

Théoréme 1.4 Dans un espace topologique séparé, la limite de toute suite (si elle existe)

est unique.

Preuve. Procédons par I’absurde en supposant qu’il existe une suite (z,,) d’un espace

neN
topologique séparé (F, 7) qui posséde deux limites différentes ¢; et ¢ ({1, 05 € E). Comme
Uy # Uy et E est séparé alors il existe V € V({1) et W € V({y) tels que VN W = ¢.

D’autre part, comme ¢; est une limite de (z,,),oy alors il existe n; = ny (V) € N tel que :
VneN:n>2n =zx,€V.

De méme, comme {5 est une limite de (x,,),, .y alors il existe ny = ny (W) € N tel que :
VneN:n>2ny =z, €W

Il en résulte donc que pour n € N vérifiant n = max (ny,n2), on a x, € V et x,, € W,
c’est-a-dire z,, € VN W. Ce qui est absurde puisque V NW = ¢.

Définition 1.16 une suite (x,,) _y d’un espace topologique E est convergente (dans E)

neN
sl existe { € E tel que x, — { lorsque n — +oo,n € N; on dit que { est un point

limite de (), .y dans E.

Remarque 1.7 si (y,), .y C A C E, et si (Yn),en converge vers £ alors nécessairement
(e A

Définition 1.17 St v : N — FE est une suite d’un espace topologique E, une sous-suite
(ou suite extraite) de u est une suite de la forme uop ou ¢ est une application strictement

croissante de N dans N.

Proposition 1.10 si une suite (:Un)neN d’un espace topologique E converge vers un point

limite €, alors toute sous-suite de (x,), .y converge vers ce méme point limite (.
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1.9.1 Valeurs d’adhérence d’une suite

Définition 1.18 Soit (x,), . une suite d’un espace topologique E. Un élément { de E

est une valeur d’adhérence de la suite (z,,), oy S0 -
YV eV(),Ing=ne(V)eNtel quevVn e N:n>ng=z, € V.

En particulier, tout point limite d’une suite en est une valeur d’adhérence (réciproque

fausse).

Exemple 1.14 Dans R, 1 est un point isolé de la paire {—1,1}, mais est une valeur

d’adhérence de la suite (—1)"

Exemple 1.15 Sion aug =0, uy = 1, et pour tout n > 1, u,, = 2(—1)", on peut prendre
E =1{0,1,2, -2} et les valeurs d’adhérence de (uy),, oy sont 2 et —2.

Proposition 1.11 L’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite u: N — N est égal a
ﬂNeN{un | n 2 N}

Preuve. ¢ est une valeur d’adhérence de la suite u si et seulement si pour tout voisi-
nage V de /£, Uensemble u~* (V') est infini, c’est-a-dire s’il contient des entiers naturels

arbitrairement grands, ce qui s’écrit :
YWeV),VNeN, {u, | n=>2N}NV #¢
ou encore (aprés interversion des deux V)

VN eN, le{u,|n> N}

Proposition 1.12 Soit (v,),.y une suite d’un espace topologique E. S’il en existe une
sous-suite (ac@(n))n oy qui converge vers {, alors { est une valeur d’adhérence de (), oy -

(réciproque fausse)

Exercise 1.21 Soit (uy), oy une suite de réels bornée. Démontrer que (un), oy converge

si et seulement si elle admet une unique valeur d’adhérence.
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Solution 1.10 Le sens direct est clair. Réciproquement supposons que ¢ soit la seule
valeur d’adhérence de (u,) et que (u,) ne converge pas vers L. Alors il existe ¢ > 0 tel
que, pour tout N € N, on peut trouver p > N avec |u, —{| > €. On construit alors
par récurrence une sous-suite (uw(k)) de (uy,) telle que, pour tout n € N, ‘uw(k)‘ > (. En
effet, pour construire ¢ (0), on applique la propriété précédente avec N = 0. Supposons
©(0), - ,p(n) déja construits. Alors on applique la propriété avec N = ¢ (n) + 1 qui
nous donne un p > ¢ (n) tel que |u, — €| > €. On pose alors ¢ (n+1) = p. La suite
(uw(n)) , suite extraite d’une suite bornée, est elle-méme une suite bornée. Elle admet, par
le théoréme de Bolzano-Weierstrass, une sous-suite convergente, qui bien sir ne peut pas
converger vers {. Mais cette sous-suite de (uw(n)) est encore une suite extraite de (u,) et

donc on a fabriqué pour (u,) une deuziéme valeur d’adhérence : contradiction!

Exercise 1.22 Déterminer les valeurs d’adhérence de la suite (uy,) définie par

neN

1

un:(_l)n—i_n-f-l.

Solution 1.11 On remarque

1
— 1 etu%“:l—i—

=1
Y2k + 2k + 1 k—+oo

—
2k + 2 k—+oo

Les réels 1 et —1 sont donc des valeurs d’adhérence de la suite.

Inversement, soit (uw(k)) une suite extraite de (uy,,) et { sa limite. La suite (u¢(k)) comporte
au moins une infinité de termes d’indices pairs de la suite (u,) ou une infinité de termes
d’indices impairs. Dans le premier cas, on peut extraire de (ug,(k)) une suite de limite 1
et donc ¢ = 1. Dans le second cas, on parvient & { = —1. La suite (u,) ne posséde donc

pas d’autres valeurs d’adhérence que 1 et —1.

Exercise 1.23 Soit (u,), .y une suite réelle bornée telle que

Up + =U2, — 0.
2 n—-+oo

1. Montrer que si a est une valeur d’adhérence de (u,) alors —2a l’est aussi.
2. En déduire que (u,) converge.

Solution 1.12

1. Posons
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St ugy — a alors

Uzp(k) = 2Ep(k) — 2Upy — —2a.

Ainsi,
a € Adh (u) = —2a € Adh (u).

2. Si (u,) possede une valeur d’adhérence a autre que 0 alors, pour tout k € N, (—=2)*a

est aussi valeur d’adhérence. Or cela est impossible car (u,) est bornée. Puisque (uy,) est
bornée et que O est sa seule valeur d’adhérence possible,

u, — 0.
n—-+o0o

Exercise 1.24
1. Quelles sont les valeurs d’adhérence de la suite (—1)"? de la suite cos (nm/3)?
2. Donner un exemple de suite qui mne converge pas et qui posséde une unique valeur

d’adhérence.

Solution 1.13

1. La suite (—1)" ne prend que les valeurs 1 et —1. Il est clair que toute suite extraite
ne prenant que l'une de ces deux valeurs ne pourra converger que vers 1 ou vers —1.
L’ensemble des valeurs d’adhérence est donc inclus dans {—1,1} . D’autre part, en notant
Uy = (—1)", on a ug, =1 et us, 1 = —1. Ainsi, 1 et —1 sont effectivement des valeurs
d’adhérence de (u,,) . Pour la suite (vy,) définie par v, = cos (nm/3), le méme raisonnement
prouve que les valeurs d’adhérence sont cos (0), cos (w/3), cos(27/3), cos(m) c’est-a-dire
1, 1/2, —1/2, et —1.

2. Posons ug, = 1 et ug, 1 = n. Alors 1 est valeur d’adhérence, et la suite (u,) est diver-
gente. De plus, 1 est l'unique valeur d’adhérence de (u,). En effet, considérons (uw(n))
une suite extraite de (u,). Si @ (n) est un entier impair pour une infinité de termes, alors
(uw(n)) est divergente. Sinon, ¢ (n) est pair sauf pour un nombre fini d’entiers n et (uw(n))

est stationnaire donc convergente vers 1.

Exercise 1.25 Soit u une suite réelle telle que lm (un41 —u,) = 0. Démontrer que

n—-+o0o

lensemble Adh (u) des valeurs d’adhérence de u est un intervalle.

Solution 1.14 Soit a < b deuz valeurs d’adhérence de u, et ¢ € la,b[. On va prouver

que ¢ est ausst une valeur d’adhérence de u. Pour cela, firons € > 0. Il suffit de prouver
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que, pour tout N € N, il existe p > N tel que u, € |c — ¢,c+ ¢[. Pour cela, commengons

par fixer ng > N tel que, si n > ng, alors
[ty — | <&

Ce ng étant fixé, on sait qu’il existe ny > ng tel que u,, € |—o0,c[ car a est valeur
d’adhérence de u. Ensuite, on sait qu’il existe ny > ny tel que u,, € |c,+00| car b est
valeur d’adhérence de u.

Si up, € lc—¢€,c+ €[ alors le probléeme est réglé. Sinon, on a forcément u,, < ¢ — e. Soit
p=min{n > ny;u, ¢ |—oo,c[}. Un tel entier p existe car u,, ¢ |—o00,c — €[. Mais alors,
puisque p > ny > ng, on sait que u, — Up—1 < €. Bt de plus, u,—1 < c—e. On en déduit
que u, < ¢ et comme u, > ¢ — ¢, on a bien construit p > N tel que u, € |c —e,c+ €.

Donc ¢ est bien une valeur d’adhérence de la suite u.

Exercise 1.26 Déterminer l’ensemble des valeurs d’adhérence, dans R puis R des suites

U,V et w :
Vn €N, uy, = (—2)" et ug,11 = \/5, v, =€ " we, =1 et wo,y1 = Nn.

Exercise 1.27 Soient f : R — R une fonction continue et u = (uy), .y une suite
déterminée par

ug € R et uyq = f (u,) pour tout n € N.

On suppose que la suite u posséde une unique valeur d’adhérence a. Montrer que la suite

u converge vers celle-ci.

1.10 Applications continues

Dans toute cette section (E,7) et (E’', ') désignent des espaces topologiques.

1.10.1 limites

Définition 1.19 Soient E et E' deux espaces topologiques, A une partie non vide de
E, f:A— FE,acAecetbc E. On dit que f (z) tend vers b lorsque = tend vers a en

restant dans E (et on écrit lim,_, f(x) = b)ssi :

YW eV (b),3V eV (a) tel que : f(VNA) CW.



29

Remarque 1.8 Dans la définition précédente, on peut remplacer V (b) et V (a) par n’im-
porte quels SFV de b et a.

Définition 1.20 (équivalente a la précédente) Soit f : £ — E' une application et

soienta € E etb € E'. On dit que f (x) tend vers b lorsque x tend vers a (et on écrit lim,_,, f(x) = b)

s et seulements YW € V (b) : f' (W) €V (a).

Théoréme 1.5 Si E' est séparé, la limite, si elle existe, est unique.

Preuve. Supposons que f admet deux limmites b # 0’ de f en a quand x € E. Comme E’
est séparé, il existe des voisinages W € V (b) et W/ € V (V) tels que W N W' = ¢. Or par
hypothese, il existe V € V (a) et V' € V(a) tels que f(VNA) C Wet f(V NA) CW.
On en déduit que f(VNV' NA) CWNW' =g, et donc VNV'NA=¢. Ceci contredit

a € A car VNV’ est un voisinage de a.

Exemple 1.16 Si f : R*T — R est définie par f(x) = 1/xz, f n’a pas de limite au point

0. Si on considére f comme fonction & valeurs dans R, alors lim, o f(x) = +00.

1.10.2 Continuité ponctuelle

Définition 1.21 Soient E et E' deux espaces topologiques, f: FE — E'eta € E. On dit
que [ est continue en a ssi pour tout voisinage W € V (f(a)), il existe V€ V (a) tel que
f(V)yC W, ie. ssilimf(x) = f(a).On dit que [ est continue (sur E) si elle est continue
en tout point de E.xﬁa

Exemple 1.17 1. Toute application constante de E dans E' est continue en tout point
de E.

2. Si E est discret, toute application de E dans E' est continue en tout point de E.

3. La fonction caractéristique 1g est discontinue en tout point de R.

4. La fonction 1g+ est continue en tout point x € R* mais n’est pas continue en 0.

Proposition 1.13 f est continue au point a si et seulement si ['image réciproque par f

de tout voisinage de f(a) est un voisinage de a.
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Proposition 1.14 Soient E et E' deux espaces topologiques, [ application de E dans E';
les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Uapplication f est continue ;

2. limage réciproque par [ de tout ouvert de E' est un ouvert de F;

3. ltmage réciproque par f de tout fermé de E'est un fermé de E;

4.YACE, f(A) c f(A);

5.YBC E', f-1(B)c f'(B).

Preuve. ((2) <= (3)) par passage aux complémentaires et la formule :
[ (CeB)=Cpf " (B) (VYBCE.
Dans la suite, on utilisera en permanence I’équivalence
(F(A) CB) < (AC £ (B)).

((1) <= (2)) L’application f est continue si et seulement si, pour tout a € F et tout
ouvert O de E’ contenant f(a), f~* (O) est un voisinage de a, autrement dit si, pour tout
ouvert O de E’, f~1(O) est voisinage de chacun de ses points, c’est-a-dire est ouvert.
((3) = (5)) Si limage réciproque du fermé F = B est fermée alors elle contient non
seulement f~!(B) mais son adhérence.

((5) = (4)) Posons B = f(A). Alors, A C f~!(B) donc sif* (B) contient 'adhérence
de f~(B), il contient celle de A, d’ou f (A4) C B :

((4) = (3)) Soit F un fermé de £’ . Posons A = f~1(F). Comme F est un fermé contenant
f(A), il contient aussi son adhérence donc si celle-ci contient f (A4) alors A C f~'(F),

c’est-a-dire que I'ensemble A = f~1(F) est fermé.

Exemple 1.18 1. Si E est un espace topologique et E' = R, alors si [ est continue, on

a:

I

L, = {z€E|f(z)>a acR} estun ouvert de E, puisqu’il est égale & f~* (Ja, +o0])
I; = {2 €E|f(x)=a, acR} estun fermé de E, puisqu’il est égale & f~' ({a})

2. Pour tout a € R, Uapplication t, de (R,7,) dans (R,7,) définie pour tout x € R
par t, (x) = x + a est continue. En effet, tout ouvert O € T, s’écrit sous la forme O =
Uier |, B;] ,0u, pour touti € I; a;, 5, € R et a; < ;. On a donc

tgl (0) = Uielt(;l (]auﬁz[) = ]ai - a’ﬁi - CL[.

{reEla< f(r) <Boua,B R} estun fermé de E, puisqu’il est égale a f~* ([a, B])
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Ainsi, ;1 (0O) € 7, et t, est continue.

3. On rappelle que la fonction caractéristique d’une partie A de E est notée 14 et que
c’est la fonction définie sur E qui vaut 1 sur A et 0 sur CgA. La fonction caractéristique
Ig+ nlest pas continue : limage réciproque de louvert |1/2,3/2[ est RT, ce n'est pas un

ouwvert de R.

Remarque 1.9 L’image directe d’un ouvert (resp. d’un fermé) par une application conti-

nue n'est pas nécessairement un ouvert (resp. un fermé). Par exemple
sin (]—10,13]) = [-1,1].

Définition 1.22 Une application est dite ouverte (resp. fermée) ssi l'image de tout

ouvert (resp. de tout fermé) est ouverte (resp. fermée).

Exemple 1.19 Soit E; et Ey deux espace topologiques et Fy x Es muni de la topologie
produit (dont les ouverts sont les réunions d’ouverts élémentaires). Soit 11y : By X By —
By définie par 11, (z1, 25) = x1. Alors pour tout owvert O de Ey, 117 (O) = O x Ey qui est
un ouvert élémentaire de Fy x Ey. Donc Iy est continue. Montrons que 11, est ouverte :
Soit O un ouvert de Ey X Fy, alors O = U;c1€2;, ot les §; sont des ouverts élémentaires,
done T11(0) = Ui IT; (). Or Q; = Oy X Oya, ot Oy est un ouwvert de Ey, et II; () =

Oi1, donc I11(O) est un ouvert comme réunion d’ouverts de Fy. 11y est donc bien ouverte.

1.10.3 Composition d’applications continues

La proposition suivante est presque évidente, mais essentielle : la composition préserve

la continuité.

Proposition 1.15 Soient (E,7g),(E',7g) et (E”, Tgr) trois espaces topologiques, f une
application de E dans E' et g une application de E' dans E".

1. 8@ f et g sont continues, la composée g o f est continue.

2. Si f est continue en un point x € E,| et si g est continue au point f(z) € E', la composée

go f est continue au point x.

Preuve. 1. Si O est un ouvert de E”, (go f)" (O) = f~' (g~ (0)) est un ouvert de F,
par continuité de f et g.

2. 11 s’agit de montrer que pour tout V € V((go f)(x) ), ona (go f) (V) € V() .
Soit V e V(g (f(x))) et par continuité de f au point z, (go f)" (V) = f~1 (g7 (V))
est un voisinage de z, puisque g~* (V) est un voisinage de f (z), par continuité¢ de g au
point f (z).
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1.11 Homéomorphisme

Les homéomorphisme sont les isomorphismes de la structeur toplologique, ils per-

mettent d’identifier deux espaces topologiques a priori distincts.

Définition 1.23 Soient (E,7g) et (E',Tp) deux espaces topologiques. Un homéomor-
phisme de E dans E' est une application bijective, continue et dont la réciproque est
continue. On dit que deux espaces sont homéomorphes s’il existe un homéomorphisme

entre eux.

Remarque 1.10 — La relation “homéomorphe a” est une relation d’équivalence sur la
catégorie de tous les espaces topologiques.

— La composée de deux homéomorphismes est un homéomorphisme.

Exemple 1.20 1. Une translation sur R est continue, son inverse est une translation,
donc est aussi continue et donc c’est un homéomorphisme. De méme, les homothéties
de R sont des homéomorphismes. On en déduit que deux intervalles ouverts de R sont
homéomorphes. On verra plus loin que tout intervalle ouvert de R est aussi homéomorphe
aR.

2. L’application identité d’un espace (E,T) dans l’espace (E, ') est un homéomorphisme
si et seulement si T = 1.

3. [ bijection continue # f homéomorphisme. Par exemple, Uapplication f : [0,1[ U
{2} — [0,1], définie par f |jo1= Idpa[ et f(2) = 1, est continue bijective mais son

1verse n’est pas continue en 1.

Définition 1.24 Soit un ensemble A vérifiant une propriété P. On dit que cette propriété
est une notion topologique si I’image de A par un homéomorphisme quelconque vérifie

encore cette propriété P.

Exemple 1.21 Les propriétés suivantes sont des notions topologiques : étre ouvert, fermé
ou voisinage d’un point; étre séparé; étre l’adhérence, l'intérieur ou la frontiére d’un
ensemble.

1.12 Topologie des espaces métriques

E désigne un ensemble non vide.
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Définition 1.25 Une distance sur un ensemble E est une application d : E x E — R*
vérifiant :
(1) Ve e E: d(z,z) =0
(2) Y,y € E: d(z,y) =d(y,z) (symétrie) (en disant que d est symétrique)
(3) Va,y,z € E: d(x,2) <d(z,y) +d(y, z) (inégalité triangulaire)
(4) Ve,y e E: d(z,y) =0= 2=y (aziome de séparation)

— Le nombre d (z,y) s’appelle distance des points = et y. Un ensemble £ muni d’une
distance d s’appelle un espace métrique; on le notera (E;d).

— Si d satisfait les trois premiéres propriétés (1), (2) et (3) mais pas forcément la
quatriéme, on dira que d est une semi-distance sur E et dans ce cas le couple (F;d) est
appelé

espace semi-métrique.

Exemple 1.22 1. La distance usuelle sur R est une application d : RxR — R définie
par :
d(l’,y) = |‘T - y| (vmay € R) :

2. La distance usuelle sur C est une application d : C x C — R définie par :
d(Zl,ZQ): ‘21—22’ (VZl,Zg EC)

3. La distance discréte (triviale) sur un ensemble quelconque E est définie par :

d(x,y>={08?""":y (Vz,y € E).
lsix#y

4. Etant donné n € N*, on appelle distance euclidienne de R", Uapplication d, : R" x
R"™ — Rt définie par :

Z\xi—yif (Ve = (x1,...,20),y = (y1,...,yn) € R").
i=1

Plus généralement, pour tout p € N*| Uapplication d, : R™ x R" — RT définie par :

n 1/p
dp (z,y) = (Z |z — yi|p> (Vo = (z1,...,20), ¥y = (y1,- -, ¥n) €R")

i=1
constitue une distance sur R™ on ['appelle la distance de Holder d’exposant p de

R"™ ( pour p = 2, on remarque que dy = d.). L’inégalité triangulaire pour d, repose sur
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["tnégalité de convexité suivante :
Inégalité de Minkowski : k =R ou C; soit p réel, p > 1, (a1, ...,a,),(by,...,b,) € k"

(Z jai + bi!p) N < (Z \ai!p) N (Z by V’) l/p.

i=1 =1 =1

Lorsque p tend vers l'infint on a

doo (2, y) = max (lz; —y|) (Vo= (21,...,22),y = (Y1, .. ¥) ER").

1<i<n

5. Soient A un ensemble et E un espace métrique. Soit F(A; E) l’ensemble des fonctions
de A dans E. Alors

dy (f,g) = sup{min (1,d (f (x) g (x)))}

€A
est une distance sur F(A; E) appelée la distance de la convergence uniforme sur A .
6. Soit I = [a,b] un segment de R et E = C(I;C) l’ensemble des fonctions continues
sur I. Alors dy (f,g) f |f(x ()| dz est une distance sur E ainsi que dy (f,g) =

(J21£@) — gl dx) "

Proposition 1.16 Soit E un ensemble non vide muni d’une distance d et n un entier
strictement positif.

LY (21,...,2,) € B, d(zy,2,) < S0 d(wi, Tiga)-

2.V (z,y,2) € B3, d(z,y) > |d(z,2) — d(y, )| (deuziéme inégalité triangulaire).

3. VA € R*", \d est une distance.

Preuve. Nous ne prouverons que le deuxiéme point (Les deux autres sont faciles a véri-
fier). Cette inégalité est importante, et est presque aussi utile que I'inégalité triangulaire.
Soient donc z, y et z dans E. L’inégalité triangulaire nous donne d(z, z) < d(z,y)+d(y, 2),
ce qui implique que d(x,y) > d(z, z) — d(y, z). D’autre part, I'inégalité triangulaire nous
donne aussi d(z,y) < d(z,z)+d(x,y), ce qui implique donc que d(z,y) > d(y, z) —d(z, 2);

d’ot le résultat.

Exercise 1.28
1. A quelle condition sur la fonction f : R — R [application définie par d(x,y) =
|f(x) — f(y)| est-elle une distance sur R 7

2. Les applications suivantes définies par :

01(z,y) = [sinw—siny|, dy(z,y) = |22 —y?| , dy(z,y) = |2°—*|, d,(z,y) =log (1+ |z + y|)
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sont-elles des distances sur R 7

3. Montrer que lapplication suivante

x y
dlz,y) = —
(@) 1+ 2] 1+y

définie une distance sur R .

Solution 1.15

1. L’application définie par d(z,y) = |f(x) — f(y)| est une distance sur R si et seulement
si la fonction f est une injective.

2. 01 nest pas une distance car la fonction f définie par f(x) = sinx elle n’est pas injective
sur R. Il en est de méme pour 5o avec f(x) = 2, par contre pour 83 car la fonction f

définie par f(x) = x3 est une injective sur R.

x
3. On suppose f(x) = Tl 1l est facile de voir que f est une fonction monotone
x
continue sur R et cela prouve que d est une distance.
:L‘ —
Exercise 1.29 Démontrer que l’application d(zx,y) = % définie une distance
r—y

sur R.

Solution 1.16 On a clairement d(z,y) = d(y,z) et d(z,y) = 0 <& x = y. La seule
difficulté est de démontrer l'inégalité triangulaire. Prenons donc x,y,z € R. Le point de
départ est de remarquer que la fonction f : [0, +o0o] — [0, 400[ définie par
t
) = ——
f®) 1+t
est croissante. En particulier, en utilisant aussi l'inégalité triangulaire pour la valeur ab-
solue, on a
dz,z) =f(lz=z) < f(lz—yl+ly—z]) (car |z -2 <|z—y|+]y—=z]).
Mais,
[z —yl+ly — 2|
1+ |z —y[+ |y — 2]
|z —y| ly — 2|
Itle—yl+ly—z 1+lz—yl+y—2|
|z —y| ly — 2|
L+le—yl  1+y—2|
d(z,z) +d(y,z).

fz—yl+ly—=2]) =

IN

IN

Ainsi, on a bien démontré que

d(z,z) <d(z,z)+d(y,2).
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Exercise 1.30 Soit (E,d) un espace métrique

1. Montrer que, pour tout o €]0, 1], Uapplication d* définie une distance sur E.
2. Montrer qu’il existe o = a(d) € [1,+00] tel que

- 510 < a<a* alors d* est une distance sur E

- st >, alors d* n’est pas une distance sur E.

3. Déterminer o dans le cas ot d est la distance usuelle sur R, puis la distance discréte.

Solution 1.17
1. On a d* = ¢od, ou ¢(t) =t* Montrons que, pour tout a et b dans R,

(a+b)* <a*+ "

(o) = (0)

A cet effet, on pose f(t) =(1+t)"—(1+1t*),t>0. Ona

ou encore

£ =a (152" — 1)

Comme o —1<0,t <1+t (1+ t)a_l < t* L i bien que f est décroissante. Comme
f(0) =0, f est positive. Donc on peut conclure que d* est une distance sur E.
2. On pose

I'={a>0|d" est une distance dans E'} .

D’aprés la premiére question, on a linclusion 0,1] C I. Montrons que I est un intervalle.
Soit v € I et 0 < 8 < «, il s’agit de prouver que § € I. Puisque d“ est une distance et
puisque B/a < 1 alors d® = (d*)*® est aussi une distance sur E. Donc I est bien un
intervalle et il suffit de poser o = sup I.

3. Dans le premier cas o = 1, dans le deuxiéme cas a* = 400.

Exercise 1.31 Soit (E,d) un espace métrique et ¢ : R, — Ry une application crois-

sante, vérifiant
p(r) =0 x=0c¢et p(a+b) < dla)+ ¢(b),Va,b e Ry.

1. Montrer que d = ¢ od est une distance sur E.
2. Montrer que

dl = d2 = log(l + d)

14+d’
sont des distances sur E.
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Solution 1.18

1. Posons d = ¢od. On a

e d(z,y) =0 ¢(d(z,y) =0d(z,y) =0z =y.

o d'(z,y) = (d(z,y) = ¢ (d(y,2)) =d (y,x).

e Puisque d(x,z) < d(x,y)+d(y,z), on en déduit facilement que

d (z,2) <d (z,y)+d (y,2).
Ainsi, d' est une distance sur E.

2. On ady = ¢, od, avec ¢y (t) =1t/ (1 +1t). On a pour tous a,b € R,

a b
flatd) = T Y T aro
< ¢y(a) + ¢1(b).

De plus, ¢, est croissante et injective. Ce la montre alors que dy est une distance. De
meéme, dy = ¢y 0 d, avec ¢, (t) = log(1 + t). On vérifie facilement que ¢, est croissante,
mjective et que

by(a +b) < go(a) + ¢o(b), a,b € Ry.

D’apreés la premiére question, ds est aussi une distance sur E.

1.12.1 Boules, sphére

Définition 1.26 Soit (E,d) un espace métrique. Soit x € E et r > 0. L’ensemble
B(z,r)={ye E:d(x,y) <r}

s’appelle boule ouverte de centre x et de rayon r. L’ensemble
B(x,r)={y € E:d(x,y) <r}

s’appelle boule fermée de centre x et de rayon r. L’ensemble
S(x,r)={y € E:d(x,y)=r}

s’appelle sphére de centre x et de rayon r.

Exemple 1.23

1. Soit R muni de la distance usuelle. Pour tout x € R et tout r > 0, on a B(x,r) =

€E:|lv—r|<r}=]z—ra+r]. Réciproquement, pour tout (a,b) € R, on ala,b| =
Y prog p
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B (“TH’, “T*b) (et le centre et le rayon sont uniques). Donc les boules ouvertes de R sont
exactement les intervalles ouverts et bornés de R. De méme ’ensemble des boules fermées
coincide avec les intervalles fermés et bornés de R.

2. Soit R, muni de la distance d (z,y) = |arctan () — arctan (y)|. Les boules ouvertes de
R sont les ensembles suivants ]a,b[,]a, +oo[,]a, +o0], |—00,a[,[—0c0,a[,R et R (ot a et
b sont des réels). Notez que pour les ensembles |a,+0o| et [—oo,al il n’y pas unicité du
centre et du rayon permettant de les écrire comme des boules ouvertes de R.

3. Dans lespace & deux dimensions R?, pour les trois distances qui suivent, les boules de
rayon r > 0 et de centre O (0,0) correspondantes ont des formes différentes.

- la distance 1 : dy (z,y) = |1 — y1| + |22 — 2|

- la distance euclidienne : ||z||, = \/|x1 — y1|2 + |xe — y2|2

- la distance uniforme : |||, = max (|z1 — 1], |22 — y2|)

FIGURE 1

1.12.2 Caractérisation des voisinages et des ouverts d’un espace
métrique

Définition 1.27 Soit (E,d) un espace métrique. Un ensemble O C E est dit ouvert si
pour tout x € O, il existe r, > 0 tel que B(x,r,) C O.

Proposition 1.17
1. Une boule ouverte de E est toujours un ouvert de E.

2. Une boule fermée de E est toujours un fermé de E.

Preuve. 1. Soit B (x,r) une boule ouverte et y € B (x,r). Alors d(x,y) < r. Soit 7, > 0
tel que r, < r— d(x,y). Alors si z € B(y,r,) on a

d(z,7) < d(z,y) +d(y,x) <7y +d(y,z) < (r —d(x,y)) +d(y,x) =

Donc z € B (z,r). Ainsi B (y,r,) C B (x,r).
2. Soit y € E ~\ B(x,r), alors d(x,y) > r. Soit § = d(z,y) —r et 2 € B(y,0) alors,

d(z,y) < 0. En utilisant I'inégalité triangulaire et on obtient

d(z,z) 2d(y,z) —d(z,y) >d(y,x) —0 =r.
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Dot z € E\ B (x,7) et B(y,8) C E~ B(x,r). Ainsi E \ B (z,7) est un ouvert.

Proposition 1.18 Soit (E,d) un espace topologique et soit x € E et V C E. On dit que
V' est un voisinage de x et on note V€ V() si et seulement si il existe r > 0 tel que
B(z,r)CcV .

Preuve. Si V est un voisinage de z € F, il existe un ouvert O tel que z € O C V. Par
définition des ouverts des espaces métriques, il existe r > 0 tel que B (z,7) C O. Dans le

sens inverse si B (z,7) C V, alors on prend O = B (z,r).

Proposition 1.19 Si (E,d) est un espace métrique alors on a :

1. Tout point x € E admet une base dénombrable de voisinages

1
{B <x,—>, nEN*}.
n
2. {B (x, %) , neN e E} est une base d’ouverts de (F,d).

Exercise 1.32 Soit E un ensemble. On définit d sur E X E par :

d(z.y) Ostx=y
T,y) = :
Y lsiz#y

1. Démontrer que d est une distance.
2. Déterminer B (z,r) ovx € E et r > 0.
3. En déduire les ouverts et les fermés de (E,d).

Solution 1.19

1. On vérifie simplement les trois ariomes :

d(z,y) =d(y,z).

d(z,y) =0z =y.

Six=zalorsd(z,z) =0 <d(z,y)+d(y,2). Six # z alorsonax £y ouz#vy et
donc d(x,z)=1<d(z,y)+d(y,z).

2. Sir > 1, alors on a pour tout y € E, d(x,y) < r. Dans ce cas,

B (z,r) = E.
Sir€]0,1], alors on a d(z,y) <r < d(x,y) =0« = =y. Dans ce cas,

B (z,r) ={z}.

3. Tous les parties de E sont ouvertes! En effet,si A C F et x € A, alors B (x, }L) C A

Par passage au complémentaire, toutes les parties de E sont également fermées.
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Exercise 1.33 Soit E =]0,400|. Pour z,y € E, on note

d(z,y) = b

11‘

1. Démontere que d est une distance sur E.
2. Déterminer B(1,1) pour cette distance.
3.La partie A =0, 1] est-elle bornée pour cette distance? fermées?

4. Déterminer les boules ouvertes pour cette distance.

Solution 1.20

1. d est une distance. En effet, on a :

d(w,y) = d(y,x)
1 1 1 1 1 1
d(l’,Z): E_; < 5_5 ‘g_; :d(x,y)—l—d(y,z)

d(z,y) =0 si et seulement si x = y.

L’espace (E,d) est donc un espace métrique.

< 1. On résout cette inéquation :

1
2. Soitx > 0. Onax € B(1,1) si et seulement si |— — 1
x

1 1
——1l<l & —-1<--1<«1
xr xT

1
& 0<—-—<2
T

& x> 2.

On a donc
B(1,1) =12, +00[.

3. La partie A n’est pas bornée. Fixons en effet a > 0 et remarquons que, pour n > 2,

1
1
d (a,—) =
n

— € A. Mais,

n

1

Ainsi, A n’est contenue dans aucune boule B (c, ) et donc A n’est pas bornée. Démontrons

——n
a

— 400 lorsque n — +00.

ensuite que A est fermée. Soit (x,) une suite de A qui converge, pour la distance d, vers
¢ > 0. Ceci signifie que la suite (1/x,,) tend vers 1/¢ pour la notion usuelle de convergence.
Par passage a Uinverse, la suite (x,) tend vers £ et donc, puisque x,, € |0, 1] pour tout n,

c’est aussi le cas de {. Comme de plus { # 0, on a bien £ € A.
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4. Soient xo un élément fixé de E et r > 0. Déterminons la boule ouverte B (xg,7). On a

1 1
x € B(xg,1) & el I
0
1 1 1
& ——r<=—<—+r
i) T Zo

On veut passer a linverse, mais on doit prendre garde & ce que tout soit positif et on
doit donc distinguer deux cas. Le premier cas est celui o r > x—lo L’inégalité de gauche

n’apporte pas d’informations puisque ’on sait que x > 0. On a donc

xr € B(xg,7) & x>

Si maintenant r < %, alors

1 1
r € B(xg,1r) & S <r <5
—_ + r —_
x0 T
To Zo
T
14+ rzg 1—rz
En résumé, on a prouvé que
xo . 1
B B Hmo,—l—oo[, SLT 2 o
(l’o, 7”) - xo xo - 1
14+rxzg’ 1—rxg | ? st < %

1.12.3 Topologie associée a une distance

Proposition 1.20 Soit (E,d) un espace métrique et O une partie non vide de E. Les
propriétés suivantes sont équivalentes.
1. O est réunion de boules ouvertes,

2. pour tout x € O, il existe r > 0 tel que B(xz,r) C O.

Preuve. (2) = (1) Pour tout z € O, il existe r, > 0 tel que B(z,r,) C O, et donc
UzeoB(z,7,) C O. Comme x € B(z,r,) pour tout = € O, on a aussi O C UyecoB(x,7,).
(1) = (2) Si O = U B(z4, 1;), alors pour tout x € O, il existe ¢ € I tel que x € B(x;, ;).
Pour r =7, —d(z,x;), on a B(x,r) C B(x;,r;) C O.

Théoréme 1.6 L’ensemble des parties de E vérifiant les propriétés (1) ou (2) de la pro-
position précédente, définit une topologie sur E. On [’appelle topologie associée a la

distance d.
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Preuve. Soit 7= {ensembles des parties de E vérifiant (1) ou (2)} . Il s’agit de montrer
que la famille 7, de parties de E satisfait les trois axiomes de Hausdorff.

i. L’ensemble vide peut étre considéré comme une réunion vide de boules ouvertes de E
c-a-d Ujep B(x;, 1) = ¢; ol ¢ € 74. Quant a I'ensemble E, il est la réunion de toutes les
boules ouvertes de E; d'ou E € 74.

ii. Soit (O1,...,04) € 7% et © € Mk O;. 1l existe 7; > 0 tel que B(z,r;) C O;.
Alors B(x, miny<;< (7;)) C Ni<r<xO;. D’apres la proposition précédente on en déduit que
Mi<k<kO; est réunion de boules ouvertes, d’ot la stabilité par intersection finie.

iii. Pour toute famille (0;),_, de parties de E, appartenant a 74, I’ensemble U;c;O; est une
réunion de réunions de boules ouvertes de E; ¢’est donc une réunion de boules ouvertes
de E. D’ou Uic;0; € 74.

Définition 1.28 Un espace topologique (E, T) est dit métrisable s’il existe une métrique

d sur E telle que la topologie associée a d soit égale a T.

Exemple 1.24

1. La topologie associée a la distance triviale est la topologie discréte.

2. La topologie associée a la distance usuelle de R est la topologie usuelles de R. Il existe
d’autres distances sur R dont la topologie associée est la topologie usuelle de R (par exemple

d(x,y) = |arctan z — arctany| ).

1.12.4 Distance d’un point & un ensemble, d’'un ensemble a un

autre, diameétre

Définition 1.29 Soient (E,d) un espace métrique. Soit A et B des sous-ensembles non
vides de E et x un élément de F;

a) on appelle distance de A a B et on note d (A, B) le réel positif défini par

d(A,B)= inf d(a,b);

ac€AbeB

b) on appelle distance de x a A et on note d(z, A) le réel positif défini par

d(z,A) = infd(x,a);

acA

¢) on appelle diamétre de A et on note § (A) I’élément de RT U {400} défini par

d(A) = supd(z,y).

z,yeA


MIHOUB
Textbox


43

On dit que A est borné si et seulement si
J(A) < +o0

et si et seulement si
Vae€ E,3r >0, AC B(a,r).

Remarque 1.11 1. Bien faire attention que, malgré son nom, la distance entre ensembles
n'est absolument pas une distance!! Par exemple si on prend A = {2} C R et B =
{%ﬂ +2,n€ N} C R on a d(A, B) =0 tandis que A # B.

2. le diamétre d’une boule B(a,r) est majoré par 2r.

3. On a aussi d(A,B) = infyead(z, B) = inf,cpd(y, A).

Proposition 1.21 Soient A et B deux parties d’un espace métrique. Alors, on a :
1.ACB=46(A) Cd(B).
2. 5(A) =5 (4).

Définition 1.30 Soient A un ensemble non vide,(E, d) un espace métrique et f : A — FE
une application. On dit que f est bornée si son image f (A\) est une partie bornée de l’espace

métrique F.

1.12.5 Applications lipschitziennes et Applications contractantes

Définition 1.31 Soient (E.d) et (E',d') deux espaces métriques. Une application f :
E — E' entre deux espaces métriques est dite k—lipschitzienne, pour un certain réel
k>0, si

Ve,y € B, d'(f (x), f(y) < kd(z,y).

S’il existe de tels k alors le plus petit d’entre eux existe et est appelé la constante de Lip-
schitz de f (ou rapport de Lipschitz de f) .

- On dit que f est bilipschitzienne si elle est bijective et chacune des deux applications
f et f=1 est lipschitzienne.

- On dit que [ est contractante si elle est lipschitzienne de rapport inférieur strictement

al.
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Définition 1.32 (Isométries) Soient (E,d) et (E',d') deur espaces métriques et f :

E — E’ une application. On dit que [ est une isométrie si :

Vo,y € E, d (f (v), f(y) =d(z,y).

En d’autre termes : une isométrie est une application qui conserve les distances.
— toute application isométrique (c’est-a-dire vérifiant d' (f (z), f(y)) = d(x,y)) est
1—lipschitzienne, donc toute isométrie (c’est-a- dire toute bijection ou surjection isomé-

trique) est un homéomorphisme.

Exemple 1.25 Si C est muni de la distance usuelle et R? est muni de la distanceds, alors

Uapplication f (x,y) = x + iy est une isométrie de R? sur C.

Proposition 1.22 L’application distance d’un point a une partie A non vide, définie de
E dans R par
x+—d(x,A) = inf d(x,a)

acA

est 1—Ilipschitzienne, c’est-a-dire que
Preuve. Pour z,y fixés de E, soient f,g: A — R définies par

fla)=d(z,a) et g(a) =d(z,y) +d(y,a).

De f < g on en déduit que inf,cs f(a) < inf,ca g(a), cest-a-dire d(x, A) < d(z,y) +
d(y, A). Méme chose en échangeant x et y, autrement dit : d (z,y) majore a la fois la

difiérence d (z, A) — d (y, A) et son opposée. Il majore donc la valeur absolue.

1.12.6 Distances topologiquement équivalentes, distances équi-

valentes

Définition 1.33 - Soit E' un ensemble, d et d' deux distances sur E. On dit que d et d’
sont topologiquement équivalentes si et seulement si les topologies associées a d et d’
coincident (si elles définissent la méme topologie ; c’est-a-dire si Tq = Tq ).

- On dit que deux distances d et d' sont métriquement équivalentes ou équivalentes
si et seulement si il existe o > 0 et B > 0 tels que ad' (x,y) < d(z,y) < Bd (z,y) pour
tout x,y € F.
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Remarque 1.12 -Des distances d et d métriquement équivalentes sont topologiquement
équivalentes.
-La réciproque est fausse : on peut trouver des distances d et d' topologiquement équiva-

lentes qui ne sont pas métriquement équivalentes

Proposition 1.23 Soit E un ensemble non vide et soient d et d' deux distances sur E.
Alors d et d' sont équivalentes si et seulement si lapplication identité 1dg : (E,d) —
(E,d") est bilipschitzienne. Aussi, d et d' sont topologiquement équivalentes si et seulement

st Uapplication identité Idg : (E,d) — (E,d’) est un homéomorphisme.

Preuve. Nous vérifions la premiére assertion de la proposition. L’application Idg : (E,d) —

(E,d’) est lipschitzienne équivaut a l’existence d’'un k > 0 tel que :
d (z,y) < kd (2,y).

De méme, son application inverse Id;' : (E,d’) — (F,d) est lipschitzienne équivaut a

Pexistence d'un £’ > 0 tel que :
d(z,y) <Kd (z,y).

On obtient que Papplication Idg : (E,d) — (F,d’') est bilipschitzienne si et seulement
s’il existe k, k' > 0 tels que :

Ce qui équivaut au fait que d et d’ sont équivalentes.

Maintenant la seconde assertion de la proposition. L’application Idg : (E,d) — (E,d)
est continue si et seulement si I'image réciproque de tout ouvert de (E,d’) est un ouvert
de (F,d); ce qui revient simplement & dire (puisque Idg est l'identité) que 74 C 74. On
montre de la méme fagon que I’application inverse de Idg : (E,d) — (E,d’) est continue
ssi 74 C T4. En regroupons les deux inclusions, on obtient que Idg : (E,d) — (E,d’) est

un homéomorphisme ssi 74 = 74 ; ¢’est-a-dire ssi d et d’ sont topologiquement équivalentes.

Exemple 1.26 Soit (E,d) est un espace métrique, alors

d(z,y)

& (@,y) = 1+d(x,y)

est une distance sur E, bornée et topologiquement équivalente a d.
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Exemple 1.27 Soit p un entier > 1; on définit les trois distances dyi,ds et dy sur kP

par :

1/2
Va,y € kP : dy (z,y) Z!mz vi| de (z,9) <Z|:CZ yl> , deo (x,y) = max |x; —

1<i<p

alors les distances dy, d2 et do définies sur kP vérifient

Vo, y € kP, do (2,y) < di (2,y) < /pda (2,y) < pdo (2, 7).

Ainsi les distances dy,dy et dy, sont équivalentes donc topologiquement équivalentes.
Indication : pour montrer que dy (x,y) < /pda (x,y), on utilise linégalité de Cauchy-

Schwarz, on a
» 1/2
i=1

1.12.7 Caractérisations séquentielles
Limite d’une suite

Soit (E, d) un espace métrique. Rappelons que pour tout « € E, la famille B (¢, ¢€) ., est
un SFV de z dans E, on peut réécrire la définition de la limite d’une suite dans un espace

métrique.

Proposition 1.24 Soit (E,d) un espace métrique et (x,), oy une suite d’éléments de E.

Alors (xn,),,cn tend vers ( si et seulement si
Ve>0,AN €N, VneN: n> N = d(z,,0) <e.

Preuve. = / Supposons que / est une limite de (x,),,.y. D’apres la définition d’une suite
convergente au dessus, pour tout € > 0 la boule ouverte B (¢, ¢€) est une voisinage de /,
alors il existe N, € N tel que : Vn > N, z, € B ({,¢). C-a-d

Ve>0,dN. € N, Vn e N: n > N, = d(z,,0) < e.

< / Supposons que pour tout € > 0 il existe N, € N tel que : Vn > N, d(x,,¢) < e. On
suppose que V' un voisinage de ¢ (V' € V (£)). Alors il existe un ouvert B ({,r) ., C V .
On prend par exemple € = r/2, Par hypotheése, facilement nous pouvons trouver N € N

tel que : Vn > N; d(x,,¢) < e. Donc on a trouvé N € N tel que
Vn>=N, x, € B(l,e) C B({,1),.,CV,

ce dernier est vrai pour chaque voisinage de V' € V (¢) et prouve que ¢ est une limite de
(25),,cn -Comme un espace métrique est séparé, la limite d’une suite est unique quand elle

existe.

yi!
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Points adhérents, parties fermées

Définition 1.34 Soit A C E et a € E. On dit que a est adhérent o A si et seulement
St :

Ve >0, B(a,e)NA# o,

ou

Ve > 0,3z € A,d(z,a) <.

Exemple 1.28 Par exemple, pour A =10,1] C R ou R est muni de la topologie usuelle,
on a0 et 1 qui sont dans A. Car pour tout € > 0,les deuz boules B (0,¢) = ]—e¢, +€]
, B(l,e) =1 —¢€,1+ €] rencontrent A.

Proposition 1.25 Soient (E;d) un espace métrique, A un sous-ensemble non vide de E
et © un élément de E. Alors les trois conditions suivantes sont équivalentes :

1. v € A;

2. d(z,A) =0;

3. il existe une suite (a,), oy d’éléments de A qui converge vers x.

Preuve. Pour vérifier ’équivalence entre les trois assertions, il suffit de montrer que
1H)=2)=03)=01).

(1) = (2) Si z € A, alors pour tout entier n > 1, la boule ouverte B (z, 1) rencontre A,
i.e il existe a € A tel que d(z,a) < %, donc d(z, A) < % pour tout n > 1, on en déduit
d(x,A) = 0 lorsque n tend vers +o00.

(2) = (3) Si d(z,A) = 0, alors pour tout entier n > 1, la boule ouverte B (x, %) étant
un voisinage de z, il intercepte A. Soit a, € AN B (z,1). Alors (ay),,cy est une suite de
points de A telle que d(z, a,) < % , 1.e. une suite de points de A qui tend vers z.

(3) = (1) On suppose que (ay),,cy est une suite de points de A telle que lim,, ., a, = ;
alors par définition on en déduit que Ve > 0, AN € N tel que Vn > N = d (a,,x) < €,
d’ou Ve > 0, IN € N tel que ¥n > N = a, € B (z,¢). En particulier B (z,e) N A # ¢

pour tout € > 0 et ce la montre que = € A.

Remarque 1.13 Il est possible (et facile) de montrer que les points adhérents a A peuvent
étre classés en deux types différents :

1. On dit que x € E est un point d’accumulation de A si pour tout r > 0, ’ensemble
B(z,r)NA# ¢.

2. On dit que zest un point isolé de A s’il existe r > 0, tel que B (z,7) N A = {z}.
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Proposition 1.26 Soit (E;d) un espace métrique, A une partie de E. A est fermée si
et seulement si pour toute suite (a,), oy d’éléments de A, si (a,) converge dans E alors

(ayn) converge dans A. Autrement dit

A est un ferme de E <= (V (an),eny € AN, lim a, =z € A) :
n—-—+00
Preuve. = / Si A est fermé alors A C A. Si (an),en €St une suite de points de A qui
converge vers un point z € I, alors d’aprés la proposition précédénte x € A, donc z € A.

< / Réciproquement, si z € A, alors z est limite d'une suite (an),ey de points de A donc
d(z,A) =0. Dotz € A, ie A= A.

Exercise 1.34 Soit ' une partie fermée d’un espace métrique E. On suppose que d (x, F') =

0. Démontrer que x € F.

Solution 1.21

Puisque d (z, F) = 0, pour tout € > 0, il existe { € F tel que d(z,0) < e. Pour ¢ = %,
n > 1, notons x,, € F tel que

1

d(z,x,)

Alors (x,) est une suite d’éléments de F qui converge vers . Comme F' est fermé, on en
déduit que ¢ € F.

1.12.8 Continuité uniforme

Définition 1.35 Soient (E,d) et (E',0) des espaces métriques et f : E — E' une
application.

On dit que f est continue en un point xo de F si :

Ve >0,9n>0,Vr € E:d(x,z0) <n=0(f(z),f(x)) <e.

Définition 1.36 Soient (E,d) et (E',0) des espaces métriques ; une application f de

E dans E'est uniformément continue sur F si :
Ve>0,3n>0,Vz, 2’ € E:d(x,2)<n=0(f(z),f(2)) <e

Une application uniformémenr continue sur F est continue en tout point de E; la réci-
proque est fausse : ainsi les seules fonctions polynomiales réelles uniformément continues

sur R sont les fonctions affines.
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2

Exemple 1.29 1. lapplication f : R — R définie par f (x) = x* n’est pas uniformément

continue malgré sa continuitée usuelle.
2. une application f : (E,d) — (FE',9) lipschitzienne sur E est uniformément continue

sur .

Proposition 1.27 Soient (E,d), (E',d") et (E”,d") trois espaces métriques et soient
f:E— FE etg:E — E" deuzx applications. Si [ est uniformément continue sur F

et g est uniformément continue sur E' alors g o f est uniformément continue sur E.
La démonstration est un exercice facile laissé au soin du lecteur!

Exercise 1.35 Si f est uniformément continue de l’espace métrique E dans [’espace mé-
trique F, montrer que toute suite de Cauchy de E est transformée par [ en une suite de

Cauchy de F.

Solution 1.22 Soit (z,,), une suite de Cauchy de E et soit € > 0. Puisque f est unifor-

mément continue, il existe § > 0 tel que pour tous x, o € K
d(z, v9) < 0= d(f (z),(x0)) <e.
Et puisque (z,,),, est une suite de Cauchy, il existe N € N tel que pour tous n,p € N

n, p>N=d(z,, x,) <6=d(f(x,),(xp)) <&

Donc (f (xy,)),, est une suite de Cauchy de F.

1.13 Espaces métriques séparables

Définition 1.37 On dit qu'un espace métrique (E,d) est séparé si pour tout couple de

points x,y € E distincts, x # y, s’il existe deux réels r,r'strictement positifs tels que

B(xz,r)N B (y,r") = ¢.

Proposition 1.28 Un espace métrique est séparé.

Preuve. Soit (F,d) un espace métrique. Soit x,y deux points distincts de £. On pose
T:d(l',y) >07 VZB(CE,%) etW:B(y’g)
SizeVNW, alors on a

r=d(r,y) <d(z,z)+d(zy) <

r
3
ce qui est impossible pour » > 0. On a donc B (:L‘, z) NnB (y, z) = 0.
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Proposition 1.29 Si(E,d) est un espace topologique séparé toute suite (uy), .y @ au plus
une limite. Si une telle limite { € E existe, on dit que { est la limite de la suite (un), oy

(ou que la suite (uy), .y converge vers £) lorsque n tend vers linfini.

Preuve. On raison par I’absurde, supposons que la suite (u, ),y ait deux limites distinctes
¢ # 0. Comme (E,d) est séparé¢, il existe B (¢,r) € V ({) et B(¢',r") € V (¢') tels que
B, r)NB (¢',r") = ¢. D’aprés la proposition 1.24, il existe deux entiers n; et ny tels que

Ve > 0,Yn >nq :u, € B({,r) et Ve > 0,Yn = ny:u, € B(¢,1').

Ce dernier implique que Ve > 0,Vn > max (ny,n2) : u, € B({,r)N B ({',1") = ¢ d’ou la

contraduction.

1.13.1 Exercices

Exercise 1.36

Partie 1 : On considére 'espace métrique (R?, dy) tel que pour tout x,y € R?

dy(z,y) = (Z (25 — yi)2)1/2'

1. Montrer que le demi-plan F = {(x,y) € R? | y < 0} est un fermé de R>.

2. Montrer que toute droite de R? est un fermé.

Partie 2 : Montrer que 6(x,y) = max(|z; — yi|) définie une distance sur R? et trouver
les boules ouvertes de centre C(1,1) et rayon r € R.

Partie 3 : Soit l'application O définie par :
0:R?xR? — Rt
2

Montrer que O une distance sur R? et tracer la boule ouverte de centre l’origine O(0,0)

et de rayon 2.

Exercise 1.37 On note par RY l’ensemble des suites réelles. Pour u et v dans RY, on

pose

1 _
d(u,v) = Z [ten — vn|

2y, — 0] + 1
1. Montrer que d est une distance sur RY.
2. Montrer que (RN,CZ) est borné.
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Chapitre 2

Espaces compacts

2.1 Espace topologique compact

Définition 2.1 (recouvrement ouvert, sous-recouvrement fini)

- Un recouvrement ouvert d’un espace topologique E est une famille (O;),., d’ouverts de
E telle que U;c1O; = E.

- Un sous-recouvrement fini de (O;);; est une sous-famille finie (O;), ; fini (J fini C I)

qui est encore un recouvrement (ouvert) de E.

Exemple 2.1 1. La famille des ouverts |—n,n[ ot n parcourt Z est un recouvrement
ouvert de R, muni de la valeur absolue. Il es est de méme pour la famille des ouverts
In—1,n+ 1] ou n parcourt 7. .

2. La famille des ouverts {(:L', y) ER% 2492 <1 %} ou n est un entier naturel non

nul est un recouvrement de la boule unité ouverte, centrée en (0,0) .

Définition 2.2 (espace compact, partie compacte)

- Un espace topologique E est dit compact s’il est séparé et si pour tout recouvrement
ouvert de E, il existe un sous-recouvrement fini.

- Une partie A de E est dite compacte si l’espace topologique A (muni de la topologie

induite) est compact.

Exemple 2.2 1. 5t un ensemble est muni d’une topologie qui ne compte qu’un nombre fini
d’ouverts, alors l’espace topologique correspondant est clairement compact. En particulier,
tout ensemble muni de la topologie triviale est compact de méme que tout ensemble fini

(pour n’importe quelle topologie).

o1
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2. Un ensemble X muni de la topologie discréte est compact si et seulement s’il est fini.
En effet, st X est fini, alors il est compact par l’exemple ci-dessus. Réciproquement, si X
est infini, alors U = {{z},x € X} est un recouvrement ouvert de X qui n’admet pas de

sous-recouvrement fini. Ainsi, X n’est pas compact.

Remarque 2.1 La propriété des recouvrements dans la définition de la compacité s ap-
pelle la propriété de Borel-Lebesgue. Un espace non nécessairement séparé qui la vérifie

est dit quasi-compact.
Proposition 2.1 Toute partie compacte d’un espace séparé est fermée.

Preuve. Soit A une partie compacte d’un espace topologique séparé F ; montrons que A
est fermé, c-a-d que £ . A est un ouvert autrement dit £\ A est un voisinage de chacun
de ses points.

Soit x € '\ A. Puisque E est séparé, pour chaque y € A il existe des voisinages ouverts
disjoints U, et V, respectivement de y et x. La famille (Uy)ye , forment un recouvrement

d’ouverts pour A, dont on peut extraire un sous-recouvrement fini (U,) _, (car A est

yeJ
compact ).

ﬂJV;/ est un voisinage ouvert de z car J est fini.
ye

( N Vy> ﬂ( U Uy) =¢et AC UU,onendéduit que NV, C ExA. Par conséquent
yeJ yeJ yeJ yeJ
E ~\ A est un voisinage de x. Nous avons établi que £ \ A est un voisinage de chacun de

ses points, donc un ouvert, et par conséquent A est fermé.
Proposition 2.2 Toute partie fermée d’un espace compact est compacte.

Preuve. Soient E un espace compact et A une partie fermée de E; montrons que A est
un compact. Soit (O;);.; une famille d’ouverts de £ dont la réunion contient A.
Alors, A étant fermé, (£~ A)U (’UJOi) est un recouvrement de £ par des ouverts.
1€
Puisque E est compact, il existe donc un sous-recouvrement fini de F, autrement dit il

existe alors une partie finie J de [ telle que £ = (E ~\ A)U <.UJOi> , si bien que A C }UIOi.
1€ 1€

Exercise 2.1 Montrer que dans un espace séparé :
1. toute union finie de parties compactes est compacte.

2. toute intersection d’une famille non vide de parties compactes est compacte.
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Solution 2.1 Soit E un espace topologique.

1. Soient Ay, Ay, ..., A, des parties compactes de E et A leur réunion. Soit (O;),c; une
famille d’ouverts de E dont la réunion contient A. Alors, pour tout1 < k <n, A, C iLeJIOi’
donc il existe une partie finie J, C I telle que Ay C ngkOl L’ensemble J = 1§%€J§an est
alors fini, et A C igJOi’ ce qui prouve que A est compact.

2. Supposons E un espace topologique séparé. Soient Fy, Fy, ..., F, une famille non vide
de parties compactes de E, F' = 1<Q< Fy. Dans E, tous les F}, (1 <k <n) sont fermés

(comme parties compactes d’un espace séparé) donc F est fermé.

tel que F C Fy, (1 <k <mn). C’est donc un compact, comme partie fermée d’un compact.

2.2 Espace métrique compact

Définition 2.3

- Un espace métrique (E,d) est appelé précompact s’il vérifie la condition suivante : pour
tout € > 0, il existe un recouvrement fini de E par des ensembles de diamétre inférieure
ae.

- Un espace séquentiellement compact est un espace topologique dans lequel toute suite

posséde au moins une sous-suite convergente.

Théoréme 2.1 (Bolzano-Weierstrass) Un espace métrique E est compact si et seule-

ment si toute suite dans E admet une sous-suite convergente.

Remarque 2.2 Tout espace métrique compact est séquentiellement compact. La réci-

proque, moins évidente, est aussi vraie.
Pour démontrer le théoréme précédent, nous utiliserons les deux lemmes suivants :

Lemme 2.1 St un espace métrique E est séquentiellement compact alors il est précom-
pact, c’est-a-dire que pour tout réel ¢ > 0, E est un réunion d’une famille finie de boules

de rayon €.

Preuve. Par contraposition : si, pour un certain € > 0, aucune union finie de boules
ouvertes de rayon € ne remplit £, alors on peut construire par récurrence une suite (x,,)
telle que

VneN, x, ¢ kL<JnB (g, €) .



o4

Une telle suite vérifie :
V(n,m) € N?, n#m=d(v,,v,) >¢

donc elle n’admet pas de sous-suite de Cauchy donc, ni de sous-suite convergente, ce qui

prouve que F n’est pas séquentiellement compact.

Lemme 2.2 Si un espace métrique E est séquentiellement compact alors, pour tout re-
couvrement ouvert (0;),., de E, il existe un réel v > 0 (appelé nombre de Lebesgue du
recouvrement) tel que toute boule ouverte de rayon r soit incluse dans au moins l'un des
O; oniel.

Preuve. Par Pabsurde : On suppose Vr >0, 32 € E, Vi € I B(x,r) € O, en particulier
VneN, 3z, €E, Vil B(z,,5) ¢ O,

FE est séquentiellement compact donc (x,,) admet une sous-suite convergente (mw(n)) . Alors
il existe 7y € I tel que sa limite, notée x appartient a O;,. Cet ouvert contient alors une
boule ouverte de centre x, et de rayon r > 0. Pour n assez grand, d (:z:w(n),x) + 2% < €.
On a alors B (a:n, 2%) C O;,, ce qui est absurde.

Preuve du Théoréme. Il reste & démontrer que tout espace métrique séquentiellement
compact est compact.

Soient F un espace métrique séquentiellement compact et (O;) ;e U recouvrement ouvert
de E. Soit (d’aprés le lemme 2.2) r > 0 un nombre de Lebesgue de ce recouvrement :
VeeE, Jigel; Bx,r)¢ Oi,y -

D’apres le lemme 2.1, il existe une partie finie F' de F telle que F = UFB (z,r). On en
xe

déduit que la sous-famille finie (Oim) recouvre F.
/) xeF

Exercise 2.2 Montrer que dans un espace métrique compact (E,d), toute suite (z,) qui

ne posséde qu’une seule valeur d’adhérence a, converge vers a.

Solution 2.2 Supposons que a ne soit pas la limite de (x,,) , alors il existerait un nombre
r >0 et une suite (z,(,)) extraite de (x,) dont les points appartiendraient o E . B (a,r).
Par hypothése cette suite extraite a une valeur d’adhérence b, et comme E \ B (a,r) est
fermé, b appartient & E \ B (a,r). La suite (x,) aurait donc deuz valeurs d’adhérences

distinctes, ce qui est contraire & I’hypothése.

Exercise 2.3 Soit (F,d) un espace métrique. Soit (x,) une suite convergente de points

de E et { sa limite. Soit F' ’ensemble F' = {(} U {z,} obtenu en réunissant tous les x,
ne

et leur limite £. On munit F de la topologie induite par celle de E, montrer que I est

compact.
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Solution 2.3 Soit donc un indice ig tel que { € O;,. Puisque { est limite de la suite (z,,)
il existe un entier ng tel que n > ng = x,, € O;,. Soient maintenant :

11 un indice tel que x¢ € Oy,

1o un indice tel que x1 € Oy,

ing un indice tel que v,y 1 € O;,
Posons I = {ig,i1,i2- -+ ,in,}, alors UycrO; est un recouvrement fini de F extrait de

UiesO;.

Exercise 2.4 Soit (E,d) un espace métrique. Montrer que les conditions suivantes sont
équivalentes :
1. E est compact

2. Toute suite décroissante d’ensembles fermés non vides a une intersection non vide.

Solution 2.4 1.1) = 2) Soit (F,,) une suite décroissante de fermés, et soit donc une suite
(x,) avecVn € N, z,, € F,, si E est compact cette suite posséde une valeur d’adhérence (.
Tous les x,, sont dans Fy qui est fermé, donc ¢ est dans Fyy, mais { est aussi une valeur
d’adhérence de la suite (r,41) pour la méme raison donc ¢ € Fy. En définitive ¢ est dans
tous les F,, et l'intersection de cette suite est non vide.

2. 2) = 1) Soit (x,) une suite quelconque de points de E. Posons E,, = {x,, Tpi1,--- } €l
F, = E,. Les F,, forment une suite décroissnte de fermés de E, leur intersection contient

donc un point £. Il est clair que ¢ est une valeur d’adhérence de la suite (x,).

Exercise 2.5 Soit (E,d) un espace métrique et A une partie compacte et bornée de E.
Montrer qu’il existe a et b € A tels que d(a,b) = 6 (A) (diamétre de A).

Solution 2.5 Soient donc (z,,) et (y,) deuz suites de points de A telles que lim d (T, Yn) =
0 (A). Extrayons de (x,) une suite convergente (:Lyp(n)), la limite ¢ d’une tel?e ;Zite est for-
cément un point de A puisque A étant compact est fermé dans E. Fxtrayons de (ycp(n))
une suite convergente (y¢(¢,(n))), la limite ¢ d’une telle suite est forcément un point de
A puisque A étant compact est fermé dans E. Considérons maintenant les deux suites

Up = To(pm)) €t Vn = Ys(on)), la premiére tend vers {, la seconde tend vers I’ et on a
lim d (up,v,) = 6 (A). Or on a d(uy,v,) < d(l,0)+d(up, ) +d (0, v,). faisant tendre n

n—oo

vers oo on obtient 6 (A) < d (¢,0'). Il en résulte que d (¢,0") = 0 (A).
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2.3 Produit d’espaces métriques compacts

2.3.1 Produit d’espaces métriques

Considérons une famille finie d’espaces métriques {(E;, d;)},;,, - Le but de ce para-

graphe est de définir une distance sur le produit cartésien [[ E; = Ey X Ey--- x E, qui
1<i<n

soit compatible avec les distances d;.

Proposition 2.3 Soit {(E;,d;)} <<, une famille d’espaces métrique. Soit E = FE; X

Es--- x E,. Les formules suivantes définissent des métriques sur E :

o1 (z,y) = Z di (i, 1) ,

1<i<n
1/2
52 (l’, y) - ( Z dz (':Uia yz)2> )
1<i<n
ot x = (T1,...,2,) ety = (y1,...,Yn) sont des éléments de E.

Il est aussi possible de définir une métrique produit dans le cas d'un produit dénom-

brable d’espaces métriques.

Proposition 2.4 Soit {(E;,d;)};cn. une famille dénombrable d’espaces métrique. Alors

la formule suivante :

21
=1

définit une distance sur E = ] E;.
ieN*

2.3.2 Produit d’espaces compacts

Théoréme 2.2 (Tychonoff ) Un produit fini d’espaces compacts non vides est com-

pact si et seulement si chaque espace facteur est compact..

Preuve. Soient (E1,d;) et (E1, d1) sont deux espaces metriques compacts. Soit (2, Yn),,¢
une suite d’eléments de F; x E,. La compacite de (Ej,d;) permet d’extraire de la suite
(25),50 , une sous suite (x‘P(”))n>0 qui converge vers z. La compacite de (Es,dy) permet
d’extraire de la suite (y5),,>, , une sous suite (yso(n))n2 , qui converge vers y. En particulier,

(z,y) est une valeur d’adherence de la suite (Zn, Yn),,>-
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Théoréme 2.3 Soit {(E;,d;)},o. une famille dénombrable d’espaces métrique non vides.
min(1, di(mi7yi))>

E = 1] E; est muni de la topologie produit <associée a la distance d (x,y) = > o

1EN* i=1
L’espace E est compact si et seulement si chaque espace facteur E; [’est.

2.4 Parties compactes de la droite réelle

Définition 2.4 Soit A C R. A est un compact de R si de tout recouverment de A par
des intervalles ouverts, on peut extraire un sous recouverment fini de A, plus précisément
si pour toute famille F = (1), q vérifiant :

-V € Q, I est un intervalle ouvert et A C |J I,.
AEQ
-1l eziste A = Ay, Ag, -, N tel que A C Q et AC U L.
AEA

Théoréme 2.4 (Borel Lebesgue) Soit A une partie non vide de R muni de la distance
usuelle. les deux propositions suivantes sont équivalentes :
1. A est compact,

2. A est fermé et borné.

Preuve. Un intervalle fermé et borné est de la forme [a,b] ou a < b. Le cas a = b est
trivial (partie finie). Supposons a < b et soit (0;),.; un recouvrement ouvert de [a, b]. On
note F' la partie de [a, b] définie par :
x € F = 3J, C I, finie; [a,z] C U O;.
j€Ja

Montrons que F' = [a, b].

Il est clair que F' # ¢ puisque a € F. Soit « la borne supérieure de F. Nécessairement
a € [a,b]. Il existe alors un ouvert de la famille du départ, O;,, tel que a € O, et
plus précisemment, un intervalle ]aio, Bio[ tel que a € }o%, B [ Comme « est la borne
supérieure de F| il s’ensuit deux conséquences. D’une part, o € F' puisqu’il existe z, €

FNla,,al et J,, C I tels que

[CL,O&] C Oio U U Oj

J€Jzq

D’autre part, si o # b, alors a < b et dans ce cas, il existe y;, € F'N ]a, ﬁio} tel que

[avyio] C U Oj )

jeJﬂCa

ce qui contredirait la qualité de borne supérieure o de F.
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Exemple 2.3 On suppose que R est muni de la distance usuelle.
1. A =0, 1] est un compact couvert par la famille d’ouverts it = {}x — %, x4+ % [ 0<xr < 1},
k

pour extraire une famille finie, il suffit de prendre x, = {5 ot 0 < k <9 alors [0,1] C

U4 -1 5141
2. B — {1,2,...,n,n+1,...} est couvert par la famille d’ouverts R = {]n — i,n + H,n > 1}4
Comme chaque intervalle contient un seul entier et que les intervalles sont deuxr & deux
disjoints, on me peut extraire une famille finie de R qui recouvre B. Ainsi B n’est pas
compact. Autre exemple, comme {n} est un overt de B pour la distance induite, alors

B = |J {n} est un recouvvrement d’ouverts de B et on ne peut extraire un recouvrement
n>1

fini.

3. L>J1 [1, 2 — ﬂ = [1,2[ on a une réunion infinie de compacts qui n'est pas un compacts.

Théoréme 2.5 (Heine-Borel généralisésur R") Soit F' un fermé borné de E = R"

muni de ['une des distances usuelles, alors F' est un compact.

Preuve. S’inspirer du cas précédent.

2.5 Applications continues sur un compact

Théoréme 2.6 Si f : X — Y est une application continue avec X compact, alors
f(X) est compact.

Preuve. Soient K un compact de (X,d), (Y,d) un espace métrique et f: X — Y une
application continue de X dans Y. Soit (O;),.; un recouvrement ouvert de f (K) (pour

la métrique induite sur f (K)). On a donc
J(K) = UOi-
i€l

Rappelons que si A et B désignent deux ensembles quelconques de Y alors
fHAuB) C AU FH(B).

Alors
KcCf(K)cf! (UQ) - L_Jff1 (0:) .
el 1€l
Mais f étant continue, chaque f~! (0;) N K est un ouvert de K (pour la métrique induite

de X sur K). Comme K est compact, on peut extraire de la famille (f~! (0;) N K),;.; un
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recouvrement fini de (f~!(0;) N K),_; (ot J est une sous partie finie de ). On a alors,

comime

fAUB) = f(A) U f(B),
fK)C f (U (f7 (0N K)) cUJr((Fo)nk)) cl s (7 00) cl o

ied ieJ i€J i€J
Et donc, du recouvrement initial de f (K'), on a extrait un recouvrement fini, ce qui prouve

que f (K) est compact.

Proposition 2.5 St f: X — Y est une application continue bijective avec X compact

et Y séparé, alors f est un homéomorphisme.

Preuve. On doit vérifier que f~' : Y — X est continue. Par la proposition 1.14, il
suffit de montrer que pour tout F' C X fermé, f (F)) C Y est fermé. Comme F' est fermé
dans X compact, F' est compact par la proposition 2.2. Comme f est continue, f (F') est
compact par le théoréme preédent. Puisque f (F') est compact dans Y séparé, f(F) C Y

est fermé.

Exercise 2.6 On considére ’espace métrique (R, |.|). Soit f : E — R une application
continue de E dans R. Et soit K un compact de E. Montrer que f(K) est bornée dans R

et f atteind ses bornes sur K.

Solution 2.6 Comme f est continue et que K est compact,alors f(K) est compact dans
R. Mais comme tout compact d’un espace métrique est un sous ensemble borné de cet
espace métrique, on en déduit que f(K) est borné dans R. Mais tout ensemble borné de
R posséde une borne supérieur (et une borne inférieur). Notons a sa borne sup. On peut
alors écrire : Ve > 0, do € K; a —e < f(zx) < a. En remplagant ¢ par 1 et ce pout
tout n dans N*, on construit une suite (x,,), oy de K telle que : niqlrmf (xn) = a. Mais
la suite (Tn,),cy, €tant incluse dans un compact, posséde une suite extraite convergente
(Iw(n))n oy €L st nous notons x sa limite, x est élément de K. Par continuité de f, on a
a= lim f(x,) = nirrioof (zom)) = f(z) et donc [ atteind bien son mazimum en un

n—--4oo

point de K. On pourrait procéder de méme avec la borne inférieure.

Exercise 2.7 On considére deuz espaces métriques (E,d) et (E',9). On suppose aussi
que E est compact. Soit [ : E — E' une application continue de E dans E'. Montrer

que f est uniformément continue.
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Solution 2.7 Soit f comme dans [’énoncé d’exercice. Supposons que f me soit pas uni-
formément continue sur E (mais seulement continue ). Alors il existe € > 0 tel que
Vo >0, 3(z,y) € EXE; d(z,y) <o etd(f(z), f(y)) > e. En particulier, en remplagant
o par %, on construit deux suites (Tn),cn €t (Yn)nen telles que Vn € N, d (2, y,) < % et
8 (f(xy), f(yn)) > €. Comme E est compact, (Tr),cy € (Yn),en PoSsédent des sous suites
convergentes (x¢(n))nEN et (y¢(n))neN dans E. Soient x et y les limites respectives de ces
deux sous suiles. Par construction des suites (r,),cy €t (Yn),en, 0N peut affirmer que
x =1y. De plus , comme [ est continue et que lapplication 6 : E' x E' — R est continue,
Uapplication g : E' x E' — R définie par g (x,y) = 0 (f(z), f(y)) est continue sur E' x E’
muni de la topologie produit et on peut écrire :

lim & (f(2p(m), £ (Waw)) =0 (f(2), f(y)) =0 (f(2), f(2)) =0>¢

n—-+oo

ce qui est en contradiction avec notre choix de €. Donc, [ est bien uniformément continue.

Exercise 2.8 Soit E un espace normé. Si A et B sont deux parties de E, on note A+ B
Uensemble {a+b, a € A et b€ B}.
1. Montrer que si A est compact et B est fermé, alors A+ B est fermé.

2. Donner un exemple de deuz fermés de R? dont la somme n’est pas fermé.

Solution 2.8 1. Pour montrer que A+ B est fermé, nous allons montrer que toute suite
de A+ B qui converge, converge vers un élément de A+ B. Soit (), un suite de
A+ B qui converge vers x € E. Alors il existe a, € A et b, € B tel que x, = a, + b,.
CommeA est compact on peut extraire une sous-suite (%("))neN qui converge vers a € A.
Alors byny = Ten) — Ggm) est convergente vers v — a. Notons b = x — a comme B est
fermé alors b € B. Maintenant v = a + b donc x € A+ B.

2. Soit A={(a,b) e R? |ab>1 et a >0}, soit B={(a,b) € R? | b <0 et a>0}. Alors
A+ B={(a,b) e R? | a>0}U{0} x [0,400[ qui n'est pas un fermé (ni un ouvert).

2.6 Espaces localement compacts

Définition 2.5 Un espace topologique E est dit localement compact si et seulement s’il
est séparé et tout point de E admet un voisinage compact. Autrement dit, en notant T

l’ensemble des ouverts de E :

Vee B, 3C C E, 30 C 7 tel que {x} C O C C avec C' compact.
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Cette définition implique immédiatement la caractérisation suivante (parfois prise
comme définition) : un espace topologique E est localement compact si et seulement
si tout point de E admet une base de voisinages compacts.

Propriétés :

La premiére propriété des espaces localement compacts, la plus évidente, est que si un
espace F est compact alors il est localement compact. On verra avec les exemples que la
réciproque est fausse ; la compacité locale est donc une notion strictement plus faible que
la compacité (c’est-a-dire moins restrictive).

Comme la plupart des propriétés topologiques, la compacité locale est conservée par

! entre deux espaces topolo-

homéomorphisme : si f : 4 — FEs est un homéomorphisme
giques et si F; est localement compact, alors Fs ’est aussi.
Un sous-espace F' d’un espace localement compact E est lui-méme localement compact
si et seulement s’il peut s’écrire comme la différence de deux fermés de F : F' = F} \ F>.
En particulier tous les ouverts et les fermés d’un espace localement compact E sont
localement compacts :
- Si F est fermé, on écrit F' = F' \ ¢.

- Si O est un ouvert, on écrit O = E ~\ (E \ O) ou E et E \ O sont fermés.

Théoréme 2.7 ( Théoréme de Baire)

Un espace localement compact est un espace de Baire’.

Preuve. Soit (0;),.y. une suite d’ouverts denses dans E localement compact. Soit U un

ouvert quelconque (non vide) ; nous voulons montrer que :

un (o
i>1
Comme E est localement compact, on a cet ouvert est relativement compact (ie d’adhé-
rence compacte). Puisque O; est dense, il rencontre U . Soit 1 € O; N U, ce dernier
ensemble intersection de deux ouverts, est ouvert. Il existe donc un voisinage compact

Cy, C O1NU de 4 ( puisque il existe un systéme fondamental de voisinages compacts) Une

fois V1 choisi, O, ﬂC’l est un ouvert non vide. Il existe donc un compact Cy C Oy ﬂC’l + .

1C’est une bijection continue de 'un dans I’autre, dont la réciproque est continue. Dans ce cas, les

deux espaces topologiques sont dits homéomorphes.
2Un espace topologique est dit de Baire (du nom du mathématicien René Baire) si toute intersection

dénombrable d’ouverts denses est dense.
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En itérant cette construction, on obtient une suite de compacts

C CZ‘C"'CCQC01CC():U,
avec Vi € N¥, Coi'l Z*¢et C; CO;N é’i_l.

Or, (ﬂCZ> C m (O;NCi) CcUnN (ﬂOZ> et I'intersection des C; est non vide.

i>0 i>1 i>1

En effet, les C; sont des parties compactes de Cy = U ; si leur intersection était vide, il en
serait de méme pour une certaine suite finie extraite (propriété de Borel-Lebesgue). Or, les

C; sont une suite décroissante d’ouverts non vides donc cela est impossible. Finalement,

Un (ﬂOl) #+ ¢, d’ou le résultat. |

i>1

Exemple 2.4

1. L’ensemble des nombres réels R, l’ensemble des nombres complexes C, ou les espaces
produit R™ et C", sont les premiers exemples d’espace localement compacts. D’aprés le
théoréme cité plus haut tous leurs ouverts ou leurs fermés le sont aussi. En particulier
Uintervalle 10, 1[ ou le disque ouvert D = {z € C||z| < 1} du plan complexe sont des
exemples typiques d’espaces localement compacts mais pas compacts.

2. L’ensemble des nombres rationnels Q, ou les espaces vectoriels de dimension infinie
rencontrés en analyse fonctionnelle ne sont pas localement compacts.

3. Le " demi-plan ouvert plus un point " : T' = {(0,0)} U {(z,y) € R? | z > 0} c’est-a-
dire les points du plan d’abscisse strictement positive plus l’origine n’est pas localement
compacts (dans ce cas c’est justement lorigine qui pose probléme, car elle n’a aucun

voisinage compact).

Exercise 2.9 Soit (E,d) un espace localement compact et Q0 un ouvert de E. Montrer

que Q) est localement compact.

Solution 2.9 Soit o un point de ) et K un voisinage compact de o. Soit F' est un fermé
de K qui est compact donc F' est compact. Pour chaque x de F' soit V,, un voisinage ouvert
de x et W, un voisinage ouvert de « tels que V, N W, = ¢ (on utilise ici ’hypothése de

séparation de E). F est recouvert par les V. On peut donc trouver x,...,x, tels que

F CV =V, posant alors W = (| W,, on a bien construit des ouverts séparant o et
i=1 i=1
F. Soit alors H un voisinage compact de o alors H = HN (E — V) est un fermé de H,

donc un compact et H C V.
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Chapitre 3

Espaces complets

3.1 Suites de Cauchy

Définition 3.1 Dans un espace métrique (E,d), Une suite (), est dite de Cauchy
81 :

Ve > 0,3ng € N tel que Vp > ng,¥q > no; d(z,,x,) <&,

ce qui revient o dire que
Ve>0,3dng e NNVpeN, (p>n= d(z,,z,) <¢),

ou plus concrétement, si
lim d(xp,z,) =0.

p,q—>+00

Remarque 3.1

1. Si dy et dy sont deux distances Lispchitz-équivalentes sur un espace E, on vérifie qu’une
suite dans E est de Cauchy pour la distance dy si, et seulement si, elle est de Cauchy pour
la distance ds.

2. Limage d’une suite de Cauchy par une application uniformément continue, est de

Cauchy.
Proposition 3.1 Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

Preuve. Soit (z,),. une suite qui converge vers x dans un espace métrique (£, d) . Alors,

Ve >0, dng € N, Vn € N, (n2n0:>d(xn,x)<%).

63
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Alors, par inégalité triangulaire
e €
Vn,m > ng, d(x,, ) < d(@, ) +d(@,, ) < 3 + 53=6
ce qui montre que la suite (x,),, .y est une suite de Cauchy.
Proposition 3.2 Une suite de Cauchy est bornée.

Preuve. Soit (x,), .y une suite de Cauchy. Choisissons € = i. Il existe ng € N tel que

1
Vn,m € N, (n,m2n0:>d(xn,xm) < Z)

En particulier

1
Vn € N, (n >ng = d(Tn, Tny) < Z)

,ce qui montre que

1
vneN, z, € B <xn0,—

1
4> (boule ouverte de centre x,,, et rayon Z_l)’

d’ott suite (x,,),,cy €st bornée.

Proposition 3.3 Soit (x,),.y est une suite de Cauchy de points de E. Toute valeur

d’adhérence de (x,), oy est une limite de (zy,),,cy-

Preuve. Pour tout € > 0, il existe ng € N tel que

VY, m > ng, d (z,, Ty) <

DN ™

Soit  une valeur d’adhérence de la suite (z,), . Il existe une sous-suite ($¢(n))n€N qui

converge vers x. Donc, il existe n; € N tel que

Vn > nq, d ($¢(n), m) <

YRS

Alors,
VYn > max (ng,n1), d(z,,z) <d (xn,x¢(n)) +d (x¢(n),x) < e,

ce qui montre que la suite converge vers sa valeur d’adhérence.
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3.2 Complétude

Définition 3.2 Un espace métrique (F,d) est dit complet si toute suite de Cauchy de

points de E converge vers un point de E.

Remarque 3.2

1. La complétude est une propriété qui dépend de la distance et pas seulement de la topo-
logie sur l’ensemble E.

2. Si dy et dy sont des distances Lipschitz-équivalentes sur un ensemble E, on vérifie que

(E,dy) est complet si, et seulement si, (E,dy) l’est.

Proposition 3.4 Si un sous-espace (F,d) d’un espace métrique (E,d) est complet, F est

fermé dans E.

Preuve. Supposons que (F,d) est complet. Si (x,), .y est une suite d’éléments de F' qui
converge dans (F, d), alors c’est une suite de Cauchy dans (F, d). Elle converge donc dans
F et par conséquent F' est fermé. Soit (x,,),,.y une suite de Cauchy dans (£, d). C’est une
suite de Cauchy dans (F,d) donc elle converge dans (E,d). Si F' est fermé, elle converge

également dans (F, d). Donc (F,d) est complet.

Proposition 3.5 Le produit de deux espaces métriques complets (E;,d;) i = 1,2 muni

de la distance somme ou de la distance produit est un espace métrique complet.

Preuve. Si (z,,, yn),,oy st une suite de Cauchy dans (Ey x Es, d,), alors les suites (x,),, .y
et (Yn),en sont des suites de Cauchy dans (E;,d;) i = 1,2. Elles convergent donc vers
une limite notée x et y. On vérifie que la suite (2, ), o converge vers (x,y) , aussi bien

pour la distance somme que pour la distance produit.
Proposition 3.6 Un espace métrique compact est complet.
Preuve. Cela résulte d’exercice 2.2 et de la définition d’un espace compact.

Exercise 3.1 Montrer que la droite réelle R, munie de la distance usuelle est un espace

métrique complet.

Proposition 3.7 Solution 3.1 La solution est fondée sur l'un des deux résultats sui-
vants équivalents :

- Toute suite décroissante d’intervalles emboités de R a une intersection non vide.
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- Toute suite bornée de points de R posséde une borne supérieure et une borne inférieure.
On raisonne alors ainsi. Une suite de Cauchy (z,),oy de réels est nécessairement bor-
née donc contenue dans un intervalle |cv, B]. On peut évidemment négliger le cas ou
a = B, la suite étant alors constante donc évidemment convergente. On construit alors
une suite d’intervalles emboités de la fagon suivante. Iy = |« B] parmi les deuz intervalles
la, (a+ ) /2], [(a+ B) /2, 5] 'un au moins contient des x,, pour une infinité de valeurs
de n. On appelle I cet intervalle C Iy. Puis par récurrence on construit de la méme facon
I,1 a partir de I, de sorte qu’on forme une suite décroissante d’intervalles I, chacun
étant de longueur |b — al| /2". L’intersection de tous les I, est non vide et évidemment
réduite a un seul point, on peut la voir comme la borne supérieure de la suite formée par
les extrémités gauches des I, ou bien la borne inférieure des extrémités droites des I,.
L’unique point a appartenant a tous les I, est, par construction, une valeur d’adhérence
de la suite x,,, c’est donc sa limite.

Deuzxiéme solution : Soit (x,), une suite de Cauchy dans R. La suite (x,),, est bornée :

en effet, il existe un m tel que, pour n et p supérieurs a m on ait
|z, — x| < 1.
On en déduit que, pour tout n on a

|z,| < M =1+ max (|z;|) < +oo
j>m+1

et puisque [—M, M| est compact, la suite de Cauchy (x,), a au moins une valeur d’adhé-

rence, donc est convergente.
Corollaire 3.1 Pour tout entier n, l’espace R™ est complet.

Exercise 3.2 Soit E = )0,+o0[. Pour xz,y € E, on note
1 1‘

d(z,y) = pal

1. Montrer que d est une distance sur E.

2. L’espace métrique (E,d) est-il complet?
Solution 3.2 1. d est une distance sur E. En effet, on a

Voy € E dz,y) =d(y,x).
1 1

Vr,y,z € E d(x,z)=
Tz

<

r oy

;> =d(z,y) + d(y, 2).

1 1‘ ’1 1
_l’_

cd(zyy) = 0=y
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L’espace (E,d) est donc un espace métrique.
2. L’espace métrique (E,d) n’est pas complet. Prenons en effet la suite (v,,), .. définie

par x, = n. Cette suite (), .. st de Cauchy. En effet

1
n—+p

1 2
Vn,p € N1 d(2p, Tpin) < —+ < —.
n n
Cette suite est donc une suite de Cauchy. Elle ne peut converger, car si sa limite était ¢,
on aurait :

lim d(z,,f) =0<«= lim

n—->--400 n— 400

=0
n / ’

1 1‘
ce qui entraine % =0 ce qui est logiquement impossible.

Exercise 3.3 L’espace (R, d) est-il complet si d est l'une des métriques suivantes ?
L d(z,y) =|2° —y°|.

2. d(z,y) =|e* —€Y].

3. d(z,y) =log(1+|z—1yl).

Solution 3.3 1. Soit (z,,) une suite de Cauchy pour d. Donc
Ve >0, dng €N, Vp,q >ng d(z,,z,) = ‘:vf) — a:2| <e.

Donc la suite (x2) est une suite de Cauchy pour la distance usuelle |.|. Comme (R, |.|)

3

est complet alors (x2

) converge pour la valeur absolue, notons « la limite, nous avons

1/3 3
n

|23 — a| qui tend vers 0. Donc pour x = o'/3 nous avons d (v, r) = |22 — 23| = |22 — a
qui tend vers 0, donc un converge vers x pour la distance d. Donc R est complet pour d.
2. Soit (x,,) la suite définie par x,, = —n, n € N. Alors d(x,,x,) = |e P — e~ 4|. Donc pour
e > 0 fixé, soit ng tel que e < g/2, alors pour p,q > ng on a d(xy,x,) = |e? —e 9] <
eP+e 1< 2™ < e Donc (x,) est de Cauchy. Supposons que (z,,) converge, notons
¢ € R sa limite. Alors d (z,,0) = ‘e*” — ez‘ tend vers 0 d’une part et vers €' d’autre part.
Donc e =0 ce qui est absurde pour { € R.

3. La fonction In (1 + z) est continue et ne s’annule qu’en x = 0. Donc pour In (1 + x)
suffisamment petit nous avons x suffisamment petit et donc (par la relation In (1 + z) =
z + 0(x)) nous avons 3z < In(1+ ) < 2z. Donc pour (z,) une suite de Cauchy pour
la distance d, la premiére inégalité o droite prouve que (x,) est une suite de Cauchy pour
|.| . Donc elle converge pour |.|. La deuziéme inégalité a gauche montre que (x,) converge

pour d. Donc lespace (E,d) est complet.
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Exercise 3.4 Soit E = {x, | n € N*} un ensemble dénombrable. On pose, pour tout n et
m dans N¥,
{ d(zn,z,) =0

d(xp,xm) =14+L+ L n#£m.

1. Vérifier que d est une distance sur E.

2. Montrer que (E,d) est complet.

Solution 3.4 1. Il est facile de voir que d est une distance sur E.
2. Montrons que (E,d) est complet. Soit (z,), une suite de Cauchy dans E, il existe
N € N* tel que

Ym >n

v

N, d(zp,xm) <1
si bien que x, = x,, pour m > n > N.(car si x, # T, forcement n # m et donc
d(Tp, xm) =14+++L>1)

Ainst, la suite (z,,), est donc stationnaire et par suite convergente dans E.

Exercise 3.5 On considére l’espace des fonctions continues E = C ([a,b]). Soit h € E
une fonction qui ne s’annule pas sur |a,b]. Posons

dn (f,9) = sup [h(t) (f(t) = g(t))]-

te[a,b]

L’espace (E,dy,) est-il complet ¢

Solution 3.5 Pour montrons que (E,d)) est complet on considére (f,), une suite de
Cauchy pour la distance dy,. Alors pour chaque t € [a,b], (f, (1)), est une suite de Cauchy
pour (R,|.|). Comme R est complet alors cette suite converge, notons f(t) sa limite. Il
faut montrer d’abord que (f,), converge vers une fonction f pour la distance considérée
et deuxiémement on démontre que f € E.

Comme (f,,) est une suite de Cauchy on a
Ve >0, In>0tgVp >0, dy(fn, foip) <e.

Done

sup |A(t) (fu(t) = fasp(t))] <&

t€la,b]

On fait tendre p vers +o0o et on obtient :

sup |h(t) (fu(t) = f())] <e.

te[a,b]
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Donce (f,) converge vers [ pour la distance dj,.
Maintenant comme h est une fonction non nulle sur le compact [a,b], donc il existe X > 0
tel que h(t) > X\ pour tout t € [a,b]. On en déduit que

sup |(fa(t) — f(1))] < % sup |A(t) (fa(t) = f()] = dn (fu; f)

tela,b) t€[a,b]
Comme dy, (fn, f) tend vers 0 alors f,, converge vers f pour ds. Donc f est continue c-a-d
f €C([a,b]). Dou (E,dy) est complet.

3.3 Prolongement d’une application uniformément conti-

nue

Théoréme 3.1 Soient E et F deux espaces métriques, avec F' complet. Soient 0 une
partie dense de E et f une application uniformément continue de ) dans F. Il existe

alors une unique application continue f de E dans F' prolongeant f.

Preuve. La démonstration du théoréme repose sur deux étapes : L’existence ensuite
I'unicité de 'appliction.

1. L’existence : Soit a € E, comme () est dense dans E il existe une suite (o), de
points de €) qui converge vers a. Si fest une fonction continue sur F qui prolonge f, on

doit avoir :
lim f(on) = lim f(an).

n—s+oo n—s+oo
Pour prouver I'existence de f on doit montrer que toute suite (c,), de €2 qui converge
vers un point @ de F a une image par f qui converge dans F' et que cette limite ne dépend
que de a.

En effet si la suite (), de © converge vers a € E alors c’est une suite de Cauchy de
Q). Elle est donc transformée par I'application uniformément continue f en une suite de
Cauchy de ’espace complet F, donc en une suite convergente.

Si nous supposons maintenat que (), et (3,), sont deux suites de Q2 convergeant vers

Yon = Qn
Yont1 = P
converge aussi vers a. On considére que (3 est la limite de la suite (f (v,,)),, on a,

lim f(a,) = lm f(y,,)=0

n—-—+00 n—-s-—4o00

lim f(B8,) = lim f (72n+1) =p

n—---+00 n—--400

«, alors la suite (v,,), définie par :
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ce qui donne que les deux suites (f (o)), et (f(5,)), ont la méme limite qu’on notera
fla).
Pour prouver la continuité de f on va montrer qu’élle est uniformément continue. Puisque

f est une application uniformément continue de €2 dans F, on a alors
Ve >0, 30 > 0 tel que pour tous z,y € Q: d(z,y) <d = d(f(z), f(y)) <e.

Soient alors v, o/ € E tels que d(a, o) < 0. Il existe (av,),, et (3,), deux suites de points
de Q convergeant respectivement vers « et o’. Puisque pour tout n € N

d(an, B3,) <d(ap,a)+d(a, ") +d(,8,) — d(a,a’) <o0.

n—--—+00

On a pour n assez grand :

d(an,B,) <0

ce qui implique
d(f(om), f(B,)) <e

et donc par continuité de d et lorsque n tend vers +oc :
a(f(e), F(a)) <e.

Ce qui montre que f est uniformément continue.

2. L’unicité : Si fl et f; sont deux prolongements continus de f a E 'application

t=fixfy: E—FxF
o (fi(@).fa(x))

est continue. L’ensemble A des points de F ou fl et f; coincident est I'image réciproque
de la diagonale de F' x F, donc est fermé, et contient {2 puisque les restrictions de fl et
]72 a ) sont égales & f. On en déduit que A = F puisque €2 est dense dans E (et A est un

fermé). Ainsi J?l = f;, ce qui prouve I'unicité d’un éventuel prolongement.

Exercise 3.6 Soit n — ¢ (n) une bijection de N sur l’ensemble (dénombrable) des
nombres rationnels de l'intervalle E = [0,1]. Définissons une fonction f sur E espace

métrique avec la métrique usuelle héritée de celle de R et a valeurs dans R par f () =

1
Y. oo la somme (infinie) étant étendue seulement auz indices n tels que ¢ (n) < z.
p(n)<z
Montrer que la restriction de f a l’ensemble §2 de tous les nombres irrationnels de E est

continue, mais qu’elle ne peut étre prolongée en une fonction continue sur E.
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Solution 3.6 Soient x| et x5 deux éléments de §2, on suppose que x1 < x. La fonction
f étant croissante on a
1
[f (@) = fla)l = flm) = fla) = > o

2n
p(n)€lz1,z2|

Tout revient donc a montrer que si xo est suffisamment proche de x1 le membre de droite

de cette éqalité est aussi petit qu’on veut. On remarque que la suite s, = Y — est une

k
suite convergente, donc de Cauchy. Donc pour tout € > 0, il existe un enfz’:e(fno tel que
pour tout n > ng
|Sn = Sng| = Sn — Sny = Z 2% <e.
n>ng
Considérons maintenant les rationnels ¢ (0), ¢ (1),...,¢©(ng), ils sont en nombre fini
(no 4+ 1). On peut choisir xo suffisamment voisin de x1 pour que l'intervalle |xq, x| ne

contienne aucun d’euzr. Dans ces conditions on a forcément 3, - <& ce qui assure
e(n)€lz1,za|
la continuité de f sur €.

Maintenant si b est un rationnel de E, alors b = ¢ (m) pour un certain entier m. Et si x

1
et o' sont des éléments de Q2 vérifiant x < b < 2', on a toujours f (z') > f(x) om> €€
qui prouve que l'oscillation' de f en b relativement a Q n'est pas nulle et que f ne peut

étre prolongée de fagcon continue au point b.

3.4 Points fixes des contractions

3.4.1 Applications contractantes

Définition 3.3 Soit f une application d’un espace métrique (E,d) dans un espace mé-
trique (E',d).

On dit que f est contractante s’il existe k € [0, 1] tel que pour tous x,y € E, on ait :

d (f(z), f(y)) < kd(z,y),

autrement dit, si f est k—lipschitzienne de rapport k € [0, 1].

Remarque 3.3 1. Une application contractante est automatiquement continue.

2. L’application [ est aussi dite k— contractante.

. Si la fonction f est a valeurs réelles, l'oscillation de f noté wys(a) en un point a € Dy est la
différence entre limites supérieure et inférieure de f en a c-a-d wy (a) = limsupf — lim( inf f.
V(a) V(a
- L’oscillation de f en un point a de son domaine est nulle si et seulement si f est continue en a.
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3.4.2 Théoréme du point fixe pour une application contractante

Théoréme 3.2 (théoréme de point fixe de Banach)
Soit (E,d) un espace métrique non vide, complet et soit f une application contractante

de E dans E. Alors, [ posséde un unique point fixe dans E (i.e. il existe un unique v € E
tel que f(r) = x).

Preuve. Soit (E,d) un espace métrique complet non vide et soit f : F — FE une
application k—contractante. Soit xy € E et soit (x,), .y la suite définie par son premier
terme x¢ et la formule récurrente x, 1 = f (z,,) pour tout n € N. Il s’agit d’une suite de
Cauchy de E. En effet,

vn € N*7 d (xn—i—hxn) = d(f (xn) ) f (xn—l)) S kd (l'na l'n—l) y
nous continuons par récurrence et on obtient
Vn € N*, d(xpq1,2,) < kE"d (21, 20) .

On en déduit par application réitérée de I'inégalité triangulaire que pour tous m,n € N*tel

que m >n :

d(Tm,Tn) < d(zpe1,7n) +d(Tpao, Tus1) + oo+ d (T, Trno1)
< (K" + K"+ R d (2, 20)
I

=k
1—k

d (11:1, I‘()) .

Ce dernier membre tend vers zéro quand n tend vers +oo, donc on a bien une suite de
Cauchy. Comme F est complet, cette suite de Cauchy converge vers une limite x. De plus
de 2,41 = f (z,,), on déduit en passant a la limite et en utilisant la continuité de f (car
c’est une application contractante) que x = f (x), ce qui montre l’existence.

Pour démontrer I'unicité du point fixe, nous considérons que f a deux points fixes = et

2. On a alors

0<d(z,2") = d(f(z), f(2)) < kd (z,2).

Et puisque 0 < k < 1, , on a nécessairement d (z,z') =0, , i.e z, 2. |
Exercise 3.7 Soit E =)0, +o0o[. Pour z ety dans E, on pose

6 (z,y) = [logz — logy].

1. Vérifier que ¢ est une distance sur E.

2. Soit d la distance usuelle sur E. Montrer que d et 6 sont deux distances topologiquement
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équivalentes, c’est-a-dire U est un ouwvert de (E,d) si et seulement si U est un ouvert de
(E,0).

3. Montrer que (E,d) n’est pas complet.

4. La suite (1/n),~, , est-elle convergente dans l’espace métrique (E,6)? Est-elle une suite
de Cauchy dans (E,0)?

5. Montrer que l’espace métrique (E,§) est complet.

6. Soit f: E — E telle qu’il existe k € [0, 1] vérifiant, pour tout x € E

z|f ()] < kf (z).

Montrer que f admet un unique point fixe dans E.

Solution 3.7 1. a) pour tout x € E §(z,y) =0 <= x =v.
b) pour tous x,y € E 0(x,y) = d(y, ).
c) pour tous x,y,z € E

d(z,2) = |logz —logz|=|logx —logy + logy — log |
< |logz —logy| + [logy — log 2|
< 6z, y) +6(y, 2).

2. Cela revient & montrer que l’application identité de (E,d) dans (E,0) est un homéomor-
phisme. Soit € > 0, la continuité de la fonction logarithme en un point xo € E montre

qu’il existe o > 0 tel que
|z — 29| < a = |logx —logzy| < ¢

autrement dit
d(z,z0) < o = d(x,x) < €.

Inversement, € > 0 étant donné, la continuité de la fonction exponentielle en un point

Yo € E montre qu’il existe a > 0 tel que
ly —yo| < a = |e¥ — €| < g,
donc pour y = logx et yo = log xy, on obtient

(logx —logzg| < @ = |z — 2| <€) <= (0(z,20) < @ = d (x,x0) < €).
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Ainsi, Uapplication identité est un homéomorphisme de (E,d) dans (E,J).
3. La suite (1/n),-, est une suite de Cauchy dans (E,d) mais ne converge pas dans (E, d).

En effet

. 11 2
Vn,p e N*: d(z,, Tpin) < ﬁ—i_n—i—p < e

Cette suite est donc une suite de Cauchy. Elle ne peut converger, car si sa limite était ¢,

on aurait :

lim d(z,,0) =0<«= lim

n—--4o0o n—---+o00

1

n
ce qui entraine £ =0, mais £ ¢ |0, 4+oo|. Ainsi, (E,d) n’est pas complet.

4. Supposons que la suite (1/n), -, converge dans (E,d). Il existerait £ € E tel que

1
log (—) — logﬁ‘ = |logn +logt¢| — 0
n n—-+oo

Ce qui est impossible. La suite (1/n),, -, diverge donc dans (E,9).

Supposons que (1/n),~, soit une suite de Cauchy dans (E,9) , il vient

1 1
log (—> —log <—> ‘ = |logn —logm| — 0
n m n,m—+00

Cela veut dire que la suite (log n)n21 est de Cauchy dans R et donc converge, ce qui est

absurde.
5. Soit (z,,), une suite de Cauchy de (E,§). On a
llog z,, —logz,,|] — 0

n,m—-+o0o

Cela montre que la suite (logx,),, est de Cauchy dans R. Comme (R,d) est un espace

complet, la suite (log x">n21 converge dans R. Soit ¢ sa limie, alors

log z,, — ¢ log z,, — log e’
(| og T | e 0) (‘ogz oge|n:Oo 0)

c’est-a-dire (x,,), converge vers e* dans (E,0).

6. On a pour 0 < z < vy,

6 (f(x), f(y)) = |logf(x)—log f(y)|
f’(t)dt'
<[

< kllogz —logy| = kd (z,y).

o
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st bien que f est une application contractante de E dans E. Elle admet donc un unique

point fize dans E.



Chapitre 4

Espaces coninexes

4.1 Connexité

Définition 4.1 Soit E un espace topologique. On dira que l’espace topologique E est
connexe s’il vérifie l'une des conditions équivalentes suivantes :

1. 1l n’existe pas de partitions de E en deux ouverts disjoints non vides.

2. Il n’existe pas de partitions de E en deux fermés disjoints non vides.

3. Les seuls ensembles a la fois ouverts et fermés de E sont : E et ¢.

4. Toute fonction continue de E dans {0, 1} est constante.

Définition 4.2 On dira qu’un sous ensemble ) de E est un sous espace connexe de F
( ou un connezxe de E ) si€) est connexe pour la topologie induite de celle de E : autrement

dit, ) est dite connexe ssi elle vérifie une des proprités équivalentes précédentes.

Exemple 4.1

1. Dans le schéma suivant, A représente un espace connexe et B un espace non connexe.

@
09

2. Sur la droite réelle, R* n’est pas connexe, car |—oc,0[ est a la fois un ouvert et un

fermé pour R*.
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3. Un singleton forme une partie connexe dans R mais ni N, ni Z, n’est connexe dans R.
4. Q n’est pas une partie connexe de R. En effet, sir € R\ Q, alors F1 ={q€ Q, ¢ <r}
et F1 = {qe€Q, q>r} sont deux fermés (pour la topologie induite), non vides, et qui
partitionnent Q.

5. Un espace topologique grossier est conneze.

6. Un espace topologique discret n’est connexe que s’il est réduit a un seul élément.

Proposition 4.1 Si A est un ensemble connexe dans un espace topologique (E, ), alors

tout ensemble B tel que A C B C A est conneze.

Preuve. Supposons que B = O, U O tels que O1 N Oy = ¢ et O1, Oy sont deux ouverts
de la topologie induite définie sur B. Alors il existe deux ouverts Uy, U de 7 tels que
OlzBﬂUl etOQZBﬁUQ. On a

ACB=ANB=A=A=An((BnU;)u(BnNUy)),
il vient

A = An[Bn (U3 Ul)]
= (ANB)N(U,Ulh)
= AN (U, ulh)
= (ANnU)U(ANU,).

Nous constatons que ANU; et AN U, sont des ouverts de la topologie induite définie sur
Aet

(ANU)N(ANT,) = AN (UyNUs)
BN (U NUs)
(BNU) N (BNUsy)
= 01N0O,

= ¢

N

Comme A est connexe on en déduit que ANU; = ¢ ou ANUy = ¢.

Si ANU;, = ¢, il vient aussi que ANU; = ¢ et comme B C A on obtient BN U; = ¢
c-a~-d O = ¢.

Si ANU, = ¢, il vient aussi que AN U, = ¢ et comme B C A on obtient BN U, = ¢
c-a-d Oy = ¢.

Donc O; = ¢ ou Oy = ¢, d’ou B est connexe.
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Proposition 4.2 Si A et B sont deux parties connexes d’un espace topologique E, en

général l'union et l'intersection de A et B ne sont pas connexes.

Voici une image représentant les différents cas possibles :

union union

non connexe CONNEXe

intersection intersection
a"'_\

A A A-DB
5 | 9
conﬁsﬂ non connexe

Proposition 4.3 Dans un espace topologique (E,T) , soit (A;),., une famille d’ensembles
connexes ayant une intersection non vide ; alors A = |J A; est conneze.
el

Preuve. Soit z € [ A; et supposons que A = O; U Oy ot O; et Oy sont des ensembles
ouverts non vides (i;ls A tels que O1 N Oy = ¢. Supposons par exemple que = € Oy ; par
hypotheése il existe au moins un o € I tel que Oy N A;, # ¢, alors comme O; N A;, # ¢,
O N A;, et Ox N A,y sont ouverts dans A;, et tels que (O1 N A;,) U (03N A4;,) = A, on
trouve que (01 N A;,) N (02N A;,) = ¢, ce qui est contradictoire avec le fait que A;, est

connexe. |

Proposition 4.4 (Application continue sur un connexe) Soit f une application conti-
nue de (E,7) dans (E',7"). Pour tout sous-ensemble connexe A de E, f (A) est connexe
dans F'.

Preuve. Supposons f (A) = UUV, ou U et V sont des sous-ensembles non vides de f (A4),
ouverts dans f (A) et tels que UNV = ¢. Alors d’apreés cette propriété "l'image réciproque
par f de tout ouvert de E’ est un ouvert de E”, AN f~1(U) et AN f~' (V) seraient
des ensembles non vides, ouverts dans A de plus A = (AN f~H(U)) U (AN f1(V)) et
(AN U)NAN f71(V)) = ¢, ce qui est contradictoire avec le fait que A est connexe.

4.2 Espaces localement connexes

Définition 4.3 Un espace topologique est dit localement connexe lorsque chacun de

ses points admet une base de voisinages connezes.
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Définition 4.4 Soient (E,T) un espace topologique et x un élément E. On appelle com-

posante connexe de x la réunion des sous ensembles connexes de E contenant x.

Exemple 4.2 Soit X = [0,1[U[2,3[ C R. Ses composantes connexes sont les deux inter-

valles [0, 1] et [2,3[. Elles sont fermées dans X, mais aussi ouvertes :
2
0,1[=]-1,1[N X, [2,3[:}5,3%)(.

Proposition 4.5 Soit x un élément de F.
- La composante connexe de x est le plus grand connexe de E contenant x.

- La composante connexe de x est une partie fermée de E.

Preuve. La premiére partie de la proposition est évidente, par définition de la composante
connexe d’un point. La seconde partie s’en déduit aussitot car, rappelons le, si un ensemble
est connexe il en est de méme de son adhérence qui de plus est fermée . Donc si U est le
plus grand connexe de E contenant x, il est nécessairement égale & son adhérence qui est

aussi connexe et qui contient aussi x.

Remarque 4.1 1. La connexité locale n’est pas préservée par image continue.
2. Un espace topologique est localement connexe si et seulement si, pour tout ouvert U, les

composantes connexes de U, sont ouvertes.

Exemple 4.3 1. Les exemples les plus classiques d’espace topologique localement connezes
sont R,C, R™.

2. Un exemple d’espace connexe qui n’est pas localement connexe : dans R? muni de la
topologie usuelle on considére la partie A = ({0} x R) U (R x Q). Alors A est connexe
mais n’est pas localement connexe. En particulier, tout point de A posséde dans A un voi-
sinage connexe (& savoir A lui-méme) mais ne posséde pas forcément de base de voisinages

connexes.

Proposition 4.6 (Parties connexes de R) Les parties connezes de R sont les inter-

valles. En particulier R est connexe et localement connexe.

Preuve. Si A est une partie connexe de R alors A est un intervalle, puisque tout réel a
strictement compris entre deux éléments de A appartient lui aussi & A : sinon, |—oc0, a[N A
et |a, +oo[N A formeraient une partition de A en deux ouverts de A non vides et disjoints.
Si A est un intervalle de R alors A est connexe, puisque toute application continue de A
dans R qui ne prend que les valeurs 0 et 1 est constante, d’apres le théoreme des valeurs
intermédiaires. R est localement compact parce que les intervalles de centre x forment un

systéme fondamental de voisinages de .
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Théoréme 4.1 (Théoréme des valeurs intermédiaires) Si une application f est dé-
finie et continue sur un intervalle |a,b] de R (ot a et b sont des rééls quelconques pouvant
étre égales a respectivement —oo et +00) , et si de plus o et 3 sont des éléments de |a, b|
tel que av < 8 alors pour tout C € |f («), f (B)], il existe ¢ € |a, B] tel que f(c) = C.

Preuve. L’image d’'un connexe par une application continue est connexe. Or, les inter-
valles de R sont les sous ensembles connexes de R . On en déduit donc que I'image de
|a, B[ par f est un intervalle de R . Tout élément de ce dernier posseédant un antécédent

dans |a, 8], D’ou le théoréme est démontré.

Exercise 4.1 Soit (E,d) un espace métrique. Etablir Uéquivalence entre les conditions
suivantes :

1. Les seules parties a la fois ouvertes et fermées de (E,d) sont ¢ et E.

2. E n’est pas réunion de deux ouverts non vides et disjoints de E.

3. E n’est pas réunion de deux fermés non vides et disjoints de E.

4. Il n’existe pas de surjection continue définie sur E & valeurs dans le sous-espace {0, 1}

de R.

Solution 4.1

1 = 2: Supposons 2 non vérifiée, et soient O1, Oy deux ouverts non vides et disjoints de
E tels que E = O1UQO,. 1l est alors clair que O1 = E ~\ Oy est une partie a la fois ouverte
et fermée de E, distincte de ¢ et E. Par suite, 1 n’est pas vérifiée.

2 = 3 : Supposons 3 non vérifiée, et soient Iy, Fy deux fermés non vides et disjoints de
E tels que E = Fy U Fy. Alors Fy = E \ F,, Fy = E~ Fy, donc Fy, Fy sont également
ouverts, et 2 n’est pas vérifiée.

3 = 4: Supposons 4 non vérifiée, et soit f : E — {0, 1} une surjection continue. On a
alors E = f~1({0H)Uf~1 ({1}) avec f~1 ({0}) et f~1 ({1}) disjoints par définition, fermés
par continuité de f, et non vides par surjectivité de f. Par suite, 3 n’est pas vérifiée.

4 = 1: Supposons 1 non vérifiée, et soit A une partie de E, distincte de ¢ et E, a la fois
ouverte et fermée. Par passage au complémentaire, £ . A est également distincte de ¢
et E, et fermée. On définit alors une surjection f : E — {0, 1} en posant f (x) =1 si
re€Aetf(xr)=0size ENA. Et comme f[7'(¢) =09, [1(E)=EF, f/1({0}) = EXA,
fY({1}) = A, Uimage réciproque de tout fermé de {0, 1} par f est un fermé de E, ce

qui prouve que f est continue. En somme, 4 n’est pas vérifiée.

Exercise 4.2 L’ensemble E = {a,b,c} est-il connexe pour les topologies : 11 = {¢,{b},{b,c}, E}

et Ty = {¢7 {b} ) {C} ) {CL, C} ] {bv C} ) E}?

Déterminer les composantes connexes de E pour ces topologies.
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Solution 4.2 Pour la topologie 71 il est clair que le seul recouvrement de E par deuzr ou-
verts correspond au couple (¢, E) . Nous sommes donc dans le cas d’un ensemble connexe
ayant une seule composante connexe E. Pour la topologie 7o on a un recouvrement par
les ouverts {a,c} et {b} qui sont tous deux non vides. L’espace n’est donc pas connexe.
La topologie induite sur {a,c} par to est {¢,{c},{a,c}} cet ensemble est donc conneze.

La composante conneze de a notée C (a) contient donc ¢, mais pas b car alors E serait

connexe. 1l en résulte que C (a) = C (c¢) = {a,c} et donc C (b) = {b}.
Exercise 4.3 Déterminer les parties connexes de

A={(z,y) eR* |z £y} et B={(2,2) € C*| 2 £ '}.
Solution 4.3 1. Dans R? il y a deux composantes connexes

{(z,y) eR* |z >y} et {(z,y) eR* |z <y}.

2. Dans C? il n’y en a qu’une seule
{(z,2) e C* | 2 £ 2}

Exercise 4.4 Soit A et B des parties de l’espace toplologique E. On suppose B connezxe
et que BN A et BN CgA sont non vides. Montrer que B coupe la frontiére de A.

Solution 4.4 Notons la frontiére Fr(A) = A\ ;l Nous avons la partition £ = :21 U
Fr(A)U(E~A). SiBNFr(A) = ¢ alors B cAu (ENA).

De plus, par hypothéses, BNA # ¢ et BNFr(A) = ¢ 07“%01 = AN Fr(A) donc Bﬂ/ol £ .
Comme Fr(A) = Fr(E~A) ona BNFr(E~ A) = ¢. Par hypothése BN (E ~\ A) # ¢
donc BN (E~A) = (BN(ENA)) N (BNFr(E\A))+#¢.

Nous avons montrer que B est inclus dans ['union de deux ouverts disjoints ;1 et £~ A,
d’intersection non vide avec B, donc B n’est pas connexe. Par contraposition, si B est

conneze alors B me rencontre pas la frontiére de A.

Exercise 4.5 Soient X =[0,1] et d: X x X — R définie par :

1 Sinon.

1. Montrer que d définit une distance sur X.
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2. Vérifier que X est borné ( pour la distance d ) et déterminer son diamétre.

3. Déterminer le diameétre de l’intervalle [ﬁ, 20%} )

4. On pose A =10,1]\Q ( les irrationnels de [0, 1] ).

a) Soit (), une suite de A qui converge vers v € X. Montrer que x est irrationnel.
b) En déduire que A est fermé.

5. On pose B =0,1]NQ ( les rationnels de [0,1] ).

a) Soit (In)nzo une suite de B qui converge vers x € X. Montrer que x est rationnel.
b) En déduire que B est fermé.

6. En déduire, de ce qui précéde, que (X, d) n'est pas connexe.

7. Soit f: (X,d) — (R, | |) d’efinie par :

f(:c)—{o’ siz e XNQ,

1, sinon.

Montrer que f est continue.

Solution 4.5

1. Montrons que d définit une distance sur X

o [l est clair que d > 0.

o d(x,y) =0 si est seulement six —y € Q et |v —y| =0 si est seulement si x = y.
od(z,y) =d(y,x) carsiz—y € Q alorsy—xz € Qetd(z,y) =z —y| =y — x| =d(y,x)
etsir—yeRNQualorsy—zr e R\ Qetd(x,y) =1=d(y,x).

e Sizx—z€Qualorsz—y€Qualorsx—yeQetd(z,2)+d(z,y) =z —2|+|z—y| >
|z —yl=d(z,y).

Dans tous les autres cas on a :

d(z,2)+d(z,y) >1>d(z,y).

2. Pour tout (x,y) € X x X on ait d(z,y) < 1, donc X est borné pour la distance d et
son diamétre est< 1. Puisque d (0,1) = 1 alors le diamétre sera égale a 1 (rappelons que
D (X) = maxd (z,y)).
z,yeX

3.0naD ([ﬁ, 20%]) < D (X) =1. De plus, si on prend un rationnel et un irrationnel
de [ﬁ, 20%] alors la distance entre eux est égale o 1. Ainsi D ([ﬁ, Wlm]) = 1.

4. a) Siz est rationnel alors (x,, — x) est irrationnel pour tout n. Ainsi d (z,,x) =1 ce qui
contredit le fait que d (x,,x) — 0 (car (x,),~, une suite de A qui converge vers z € X ).
b) D’aprés la question précédente si (‘T”)nZO u;ze suite de A qui converge vers x € X alors

x € A. Ainsi A est fermé.
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5. a) Si x est irrationnel alors (x, — x) est irrationnel pour tout n. Ainsi d(x,,x) = 1
ce qui contredit le fait que d (z,,7) — 0 (car (v,),5, une suite de B qui converge vers
reX).

b) D’aprées la question précédente si (xn)nzo une suite de B qui converge vers x € X alors
x € B. Ainsi B est fermé.

6. A et le complémentaire de B dans X. Donc, A est un sous-ensemble de X différent de
0 et de X qui est ouvert et fermé a la fois. Ainsi X n’est pas connexe.

7. Soit (x,y) € X. En distinguant les cas x—y € Q et x—y € R\ Q on obtient trivialement

[f () = f )l <d(z,y).

La fonction f est lipschitzienne donc continue.



Chapitre 5

Espaces vectoriels normés

5.1 Normes

Définition 5.1 Soit E un espace vectoriel sur un corp k =R ou C. Une norme sur £
est une application N : E — R vérifiant les proprités suivantes :

1.Vx € E, N (z) > 0. (positivité)

2.Vx € E, N(z)=0<%< z=0. (définie, séparation)

3.V e E, YA€k, N(Ax)=|A N (z). (homogénéité)

4.¥ (z,y) € E?, N(z+y) <N (z)+ N (y). (inégalité triangulaire)

Vocabulaire et notations
— Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel muni d’une norme.
— Pour x € E, N () est appelé norme de z et se note en général ||z|| .
— Un vecteur de norme 1 s’appelle un vecteur unitaire (ou normeé). Pour tout = # O, il
existe au moins deux vecteurs unitaires colinéaires & x : iﬁx.

— On dit alors que (F, ||.||) est un espace vectoriel normé.

Remarque 5.1 (semi-norme) Si N ne vérifie que la positivité, [’homogénéité et l'in-

égalité triangulaire on parle de semi-norme.

Exemple 5.1 (Exemples usuels de normes)
1. Il existe une infinité de normes sur k™; les plus courantes sont notées ||.||; .|y |-l -

et définies sur l’espaces de dimensions finies sur R (k =R). Si x un élément de R™ dont

84
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les composantes (x1,2s,...,x,), on a

n
La norme absolue : ||z||, = > |z;]

" 1/2
La norme euclidienne : ||z, = (Z \:cl|2>

La norme infinie : ||z|| = sup (|z;])
1<i<n

2. Les espaces de fonctions sont de dimension infinie. Considérons l’espace vectoriel des
fonctions continues sur un intervalle I = [a,b] & valeurs réelles ou complexes. Pour f €
C ([a,b] ,k) on a

La norme de la convergence absolue : ||f|, = f |f(t)]dt

La norme de la convergence quadratique : ||z||, = (fa ’f(t>’2 dt)
La norme infinie : ||.||., = sup (|f(¢)])

t€[a,b]

3. Les espaces vectoriels de polynéomes k,, [X] sont de dimension (n+1). Il existe trois

normes usuelles sur k,, [X]. Si P = iaiXi, on a

1Pl = 22 lail

1=0

. 1/2
2

1P, = (z m) |

1Pl = sup (la).

0<i<n
Exercise 5.1 On définit lapplication N sur R? dans R par
|z + ty| )
N(x,y)=sup| — | .
() teﬂg(\/l—i-ﬁ

Montrer que N est une norme sur R2.

Solution 5.1
1. Positivité : V(x,y) € R? on a N (z,y) > 0. (par définition)
2. Homogénéité : ¥(x,y) € R2ZYAER, on a
Az +t(\y)] )
N Az, \y) = sup [ 2X LAY
( y) te%&? ( V1+t?

|x—|—ty|
_ (w
tGR

_ |>\|Sup(])\:v+t()\y)]>
teR V1412
= [Al.N(z,y).
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3. Séparation : si N (x,y) = 0, alors pour tout t, on a x+ty = 0. Choisirt = 0 montre que
lon a x = 0. Ensuite, si on prend t = 1, on obtient également y = 0, et donc (x,y) = 0.

4. L’inégalité triangulaire : pour tous (z,y) et tout (2',y'), on a
(& +2") +t(y +9)| < o+ byl + |2+ /],

donc
(@+a) +tly+y)l  Jettyl o'+ ty]

V1+12 VI 1+

Passant au sup, on obtient

N((z,y) + (@' y)) < N (z,y) + N (2" y).
Exercise 5.2 Dites si la proposition suivante est elle vraie ou fausse :
N (x,y) = |5z + 3y| est une norme sur R?.

Solution 5.2 Posons x = 3 et y = —5. Alors bz + 3y = 0, d’ou N (3,—5) = 0 sans que

(3, —5) ne soit le vecteur nul. N n’est pas une norme!
Exercise 5.3 Soient oy, s, ..., q, des reéls et N : R" — R définie par
N (21,20, ...,2,) = a1 |21 + Qg 22| + ...+ |24 .

Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur les a; 1 < i < n, pour que N

soit une norme sur R™.

Solution 5.3 Notons (e, e, ..., e,) la base canonique de R™. Alors si N est une norme,

on sait que

N(e:) = N(1,0,...,0) =a; >0
N(es) = N(0,1,0,....0) =y >0

N(ek) = qa >0,

et donc il est nécessaire que tous les ay soient strictement positifs. Cette condition est
également suffisante. En effet, N est alors bien a valeurs dans R, il est clair que Y\ €
R* Vx € R",

N (Az) = g | \zy| 4+ g |[Axa| + ... + ap | Az,
= [A[N(z).
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Si,

N(z)=0 = o|r|+ag|z]+...+a,|z,] =0
= Vie{l,2,...,n}, 2; =0

= x=0

puisqu’on somme & gauche des éléments qui sont tous positifs. Leur somme étant nulle,
chacun des éléments doit étre nul. Enfin, l'inégalité triangulaire se prouve simplement

comme pour la valeur absolue |.|. En effet, si x,y € R, on a

N(r+y) = |z +y|+aolzs + 3+ ..+ a2, + Yl

< o (|za] + Jyl) + g (Jzo] + [ya]) + - - 4 an (|2n] + |Yal)
< (e |z] +ag @]+ an |Ta]) + (|| + a2yl + -+ |Yal)
< N(x)+N(y).

5.2 Distance associée a une norme
Définition 5.2 Soit (F,||.|) est un espace vectoriel normé sur un corp k. L’application
d: Ex E — R" définie par d(z,y) = ||z — yl|,

est une distance sur E, appelée la distance associée o la norme ||.||. Elle verifie, en plus

des conditions de la défintion d’une distance, les propriétés suivantes :

(P) @ YAek, V(z,y) € EXE, d(Az,\y) = |\ d(z,y).
(Py) : Vo,y,z€ E, d(ztzytz)=d(z,y).

Proposition 5.1 Soit (E,d) un espace métrique. On suppose que E est un espace vecto-
riel sur k et que la distance d vérifie aussi les deux conditions de la définition précédente
((Py) et (Py)). Alors Uapplication

.|| : E x E — R définie par ||z|| = d(0,z),
est une norme sur E. La distance associée & cette norme est la distance d.

Preuve. 'application ||.|| définie une norme sur E. En effet, on a

1.Vz € E, ||z|| > 0 car 'application d définie une distance sur E.
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2.V ek, Ve € E, ||\z]| =d (0, \x) = d (N0, A\z) = |A\|d(0,2) = |\|||z]].
3.Ve,y € E, ||lx+y||=d(0,2+y) et on a

d0,z+y) <d(0,z)+d(z,x+7y),

de plus
d(z,c+y)=d(x+0,z+y) =d(0,y) (daprés définition 5.2).
Donc
d0,z4+y) < d(0,2)+d(0,y)
< =l + 1yl
d’ou

[z +yll < [l + [lyll -

Remarque 5.2 La distance triviale d : R? — R™ définie par

0stx=
d(z,y) = wr=y (Vz,y € R).
lsix#y

n'est associée & aucune norme sur R car elle ne vérifie pas la condition (Py) .
Exemple 5.2 Soit n € N*. Les applications
s Dl [l s R — R,

définie pour tout v = (1, xs,...,2,) € R" par

n n 1/2
2
|z, = z; 2], |z, = (2} EA ) el = max (i)
1= 1=

sont des normes sur R™. Les distances associées & ces normes sont définies par

n n 1/2
dl (1:73/) = Z |xl - y1|7 d2 ($,y> = (Z |'T’L - yz‘2> 3 doo (I‘,y) = max (|x2 - yl‘) .

1<i<n
i=1 i=1

La distance dy est appelee la distance de Manhattan. La distance dy est appelee la distance

euclidienne usuelle. La distance d, est appelee la distance uniforme.
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Définition 5.3 (Boule, Sphére) Soit (E, || ||) est un espace vectoriel normé sur un corp
k.

1. La boule ouverte de centre xqg € E et de rayon r > 0 est définie par

B(zo,1) = {w € B, |z — o] <7}.

2. La boule fermée de centre xo € E et de rayon r > 0 est définie par

B (zg,r) ={x € E, ||z —xo|| <7}

3. La sphére de centre xog € E et de rayon r > 0 est définie par

S(xg,r)={x € E, ||z — x| =1}

Exemple 5.3 Dans [’espace & deuz dimensions R?, pour les trois normes qui suivent, les
spheéres de rayon 1 correspondantes ont des formes différentes.

~la norme 1 : ||z||, = |x1| + |22
- la norme euclidienne : ||z||, = \/23 + a3

- la norme uniforme : ||z|| = max (Jz1], |22])
ll<lly

—_—— N

Il

AP

lI..,

5.3 Normes équivalentes

Définition 5.4 Soit E est un k—espace vectoriel normé. Soient || ||, et || ||, deux normes
sur E. On dit que || ||, et || ||, equivalentes et on note || ||, ~ || ||, si et seulement si il

existe des constantes o > 0 et § > 0 telles que pour tout x € E on ait

allzfl, < lllly < Bzl -
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Proposition 5.2 La relation || ||, ~ || ||, est une relation d’equivalence (c’est a dire une

relation réflexive, symétrique et transitive) sur l’ensemble des normes sur E.

Preuve. Notons R la relation considérée.
- Soit || || une norme sur E. Soit « = f = 1. a et 3 sont deux réels strictement positifs
tels que pour tout x de F,

allell < Jlz] < Blla]]

Dong, || || est équivalente & || ||. Ceci montre que R est réflexive.
- Soient || ||; et || ||, deux normes sur E. Supposons que || ||, soit équivalente & || ||, . II

existe deux réels strictement positifs o et 3 tels que pour tout = € F,
allzll, < llzlly < Bl
Il vient donc

1 1
lzlly < Bllzlh = Zllzlly < Nzl et elllly < llzll, = izl < 2 ll=ll,-

D’ou
1
3 lzlly < llzlly < = llll, -

. 1 1 . " . .

Puisque 3 et — sont deux réels strictement positifs, || ||, est équivalente & || ||,. Ceci
a

montre que R est symétrique.
- Soient || ||;, || |l et || ||; trois normes sur E. Supposons || ||, équivalente & || ||, et || ||,

équivalente a || ||,. Il existe quatre réels positifs «, 3, et ¢ tels que pour tout z € E,
alzll; < llzlly < Bl et yllzlly < llzll; < 6,
Il s’ensuit, pour tout x € F,
ay [[zlly < vllelly < flzlly <o fllly < Bl -

Puisque oy et 36 sont deux réels strictement positifs, || ||; est équivalente a || ||;. Ceci
montre que R est transitive.

On a montré que R est une relation d’équivalence sur I’ensemble des normes sur F.

Proposition 5.3 Les normes usuelles sur R™ ot n € N* sont des normes deux a deux

équivalentes.
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Preuve.

- Pour tout x = (1, z9,...,2,) € R™,

n n
Izl =) lail < ellee = 1)zl -
i=1 i=1

Inversement, si iy est un indice tel que ||z||_, = max (|xi]) = |=i,|, alors,

[2lloe = T2io| < |2 4o A faig| + -+ 2] = [l -

Donc,
oo < I <7l s -

Ceci montre que || ||; et || ||, sont deux normes équivalentes.
- Pour tout = = (z1,%2,...,2,) € R", Jig € {1,...,n}, tel que Vi € {1,....,.n}, |z;]| <

|z;,| . Donc,

n n

lzlly = | Do a? < ([ D (lzl)’ = vVl -

i=1 =1

Réciproquement, on a ||z = max (|xi]) = |z, |, alors

2 2 2
Jollog < /121 - faig - + foal® = Il

Donc,

M < 1l < VRl o -

Ceci montre que || ||, et || ||, sont deux normes équivalentes.

On a finalement || ||, ~ || || et || [, ~ || ||, - Par transitivité, on en déduit que || ||, ~

-

Exercise 5.4 On considére sur E = C ([0,1],R) les deuz normes définies par

1F1ly :/0 [F @] dt et [|f]l = Sup (1F@I) -

]

Montrer que ces deux normes ne sont pas équivalentes.

Solution 5.4
Pour tout f € E, on a

LIl < 1l -
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Supposons par l'absurde que les deux normes soient équivalentes, il existe alors a > 0 tel
que

VfeE, [fle<alfl.
Soit n € N et f,, la fonction définie sur [0,1] par f (t) =t". On a

1Al = et 1l =

et linégalité

<1<
n+1~ T n+1

Quand n tend vers 400, on obtient 0 <1 < 0 ce qui est impossible.

Exercise 5.5 On considére sur E = C ([0,1],R) les deuz normes définies par

/11y —/0 [f (@)l dt et || £ = |f(0)|+/0 7 (8)] dt.

1. Montrer que || || est une norme sur E.
2. Comparer les normes || ||, et || || et en particulier vérifier que || ||, et || || ne sont pas
équivalentes.

Solution 5.5

l.a) Soit f € E. f' est alors définie et continue sur le segment [0,1]. On en déduit que
| f|l eziste dans R.

b) Soit f € E. || fl = [£(0)[ + fy |/ (#)] dt > 0.

c) Soit f € E.
Ifl=0 = 150I= [ 17 @ld=0
= |f(0)] =0 et Vt e [0,1],|f (t)] =0 (fonction continue, positive, d’intégrale nulle)
= f(0)=0etVtel0,1], f(t)=0
= f(0)=0etVtel0,1], f(t)=f(0)
= f=0.

d) Soient f € E et A € R.

ML = MO+ / A ()] dt

= (o [ 17 o)

= A
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e) Soit(f,g) € E>.
If+9ll = |f(0)+9(0)|+/0 |f" (1) + 4 (t)] dt

< |f(0>!+/0 |f’(t)|dt+|g(0)|+/0 ¢ (b)) dt

< Sl lgll-

On a montré que || || est une norme sur E.
2) Soit f € E. Pour z € [0,1],

(@) = \f<o>+/0””ff<t>dt‘
< FO+ [ 1@l

IA

!f<0)|+/0 (1) de
< 11l

1l s’en suite

Hfo/O \f(w)ldrS/O 1F1l dae = [I.£1]-

On a montré que || ||, < || |-

Pourn € N* et t € [0,1], posons f, (t) = t". Chaque f, est un élément de E tel que

17 = et fl =1
Par 'absurde supposons qu’il existe un réel strictement positif o tel que oc|| || < || ||;- En
particulier,

Vn e NY | ful| < I fully
ou encore

1
Vn e N*, a< )
n+1

Quand n tend vers 400, on obtient 0 < a < 0 ce qui est impossible. Donc, il n’existe pas

un réel strictement positif o tel que || || < || ||,. Ceci montre que les normes || || et || ||,

ne sont pas des normes équivalentes.
Exercise 5.6 On définit sur R? lapplication

N (2,y) — max {Ja] , |22 + y]}
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1. Montrer que N est une norme sur R?. Décrire la boule ouverte de centre a € R? et de
rayon r > 0.
2. Montrer que N est équivalente a la norme || ||, , et trouver des constantes strictement
positives « et (3 telles que

al [y <N <8 |-

3. Décrire lintérieur de
A={(z,y) eR* |2z —y| < 1}.
Solution 5.6
1. VA eR, V(z,y) € R?
N Az, Ay) = max{|A\z|, |2 z + \y|}

= max {|A|[z], |A][22 + ¢}

= AN (z,y).
On a vérifié que N est homogeéne, ainsi N (0,0) = 0. Maintenant, si N (z,y) = 0, alors
|z| = |22 + y| = 0, et donc x =y = 0, d’ou Uapplication N est séparative. Enfin, vérifions
l'inégalité triangulaire : soient (x1,y1) et (v2,y2) deuz éléménts de R?. On a

|71 + 32| <] + [22] < N (21,91) + N (22, 92)
et
2 (21 4+ 32) + (1 +y2)| <[220 + ] + 202 + 42

N (z1,91) + N (2,92)

IN

d’ou 'on déduit que
N (z1+ 22,51 +12) < N (21,91) + N (22,2) -

N est donc une norme sur R2.

La boule ouverte B de centre (zq,y0) € R? et de rayon r > 0 est définie comme suit :
B = {(a:,y) cR*| N (z — 20,y — ¥0) <7’}.
Notons que
|x — x| <7
2(z —20) + (y —wo)| <7
—r+ry<x<r—+x
{ —r—2(x—x0) Fyo<y<r—2(xr—m)+yo

N(z—zo,y —yo) <7 & {
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2. Pour tout (x,y) € R?,

N(z,y) = max{[z], |2z +yl[}
< max{|z|, 2]z + |y[}
< 2(|z] +[yl)
< 2[[(z, )l

tandis que

Iz o)l = o[+ [yl
= |z|+ |22 +y — 2z
< 3lz|+ |2z + y|
< dmax{|z|, |2z + y|}
< 4N (z,y).

Les constantes a = % et B =2 conviennent.
3. On remarque tout d’abord que 'application linéaire définie sur R? & valeurs dans R

(muni de la distance associée & la valeur absolue) par

est continue pour la norme N : en effet pour tout (z,y) € R?

|f (2, 9)] 122 — y|
|4z — (22 + )]

|dzx| + |2z + y|

IA

IN

5max {|z], |2z + y|}
5N (z,y) .

IN

Par conséquent, A = f~1(]—1,1]) est donc ouvert comme image réciproque de l'ouvert

|—1,1[ de R par Uapplication continue f. L’intérieur de A est donc A.



Chapitre 6

Quelques sujets d’examens des

années précédentes

Sujet 1
Exercice 1 : (Distance a une partie)( 3pts)

Soit (F,d) un espace métrique et A une partie non vide de E. Pour z € E. on pose

d(z,A) = jlelgd (x,y) = da (x) = distance de x & A.

1. Soit # € E. Montrer que v € A < d (z, A) = 0.
2. Pour e > 0, on pose : V. (A) = {x € E: d(z,A) < e}. Montrer que A = EQO‘/; (A).
3. Montrer que dy = dg < A = B.
Exercice 2 : ( 3pts)
Soit £ un ensemble et f : F — R une application. On pose d (z,y) = |f (z) — f (¥)|-
1. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur f pour que d soit une distance.
2.0npose E=Ret f:R>x+—— e”. Montrer que d est une distance et trouver les
boules ouvertes.
Exercice 3 : ( 14pts)

On désigne par C ([—1, 1], R) 'espace vectoriel réel des fonctions continues sur le sug-
ment [—1,1].

Pour toute fonction continue f : [-1,1] — R on pose,

+1 +1
I = [ i @ldees 1= [ 1r@rar

1. En déduire que si f : [a,b] — R une fonction continue et telle que fab |f (t)|dt=0

96
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alors
f(x)=0, Yz € [a,}].

2. Montrer que la fonction || ||, : C ([-1,1],R) — R™ est une norme.

3. Montrer que pour tout couple de fonctions continues f et g € C(|—1,1],R) on a
I'inégalité de Cauchy-Shwartz, fjll lf@)g@))dt <|fll;9gll,-

Indication : On pourra utiliser le trinome positif, P (t) = (|[tf — g|,)*, ¥Vt € R,

4. En déduire que la fonction || ||, : C ([—1,1],R) — R* vérifie 'inégalité triangulaire.

5. En utilisant I'inégalité de Cauchy- shwartz (QUEST.3) , montrer que pour toute
fonction continue f € C ([—1,1],R) on a l'inégalité, || f]l, < V2 fll,-

6. Pour tout entier n € N et tout réel x € [—1, 1] on pose f, (r) = z™. Calculer | f,]|;
et || fnll, et en déduire que les deux normes || ||, et || ||, ne sont pas équivalentes sur
C([-1,1],R).

7. Pour tout entier n > 0 on définit une fonction g, : [—1,1] — R par les expressions,

0, size[-1,0]
gn () = nz, siz€]0,2]
1, sizeli 1]
i) En admettant que la suite (g,,) et de Cauchy dans l'espace normé (C ([—1, 1] ,R), || I|,)-
Montrer que cette suite n’a pas de limite dans ’espace normé (C ([-1,1],R), || [|,) -

ii) En déduire que (C ([-1,1],R), || ||,) n’est pas complet.

Sujet 2
Exercicel : Soit f : R, — R une fonction strictement croissante, telle que f(0) = 0,
et telle que f soit sous-additive,i.e.
V(u,v) € Ry X Ry : fu+v) < f(u) + [(v).
Soit (E,d) un espace métrique.
1. Montrer que d’ = f(d) est une distance sur E.
2. Application : montrer que
d=d*(0<a<1)

est une distance sur E.
Exercice2 : (sur 6 points) (question de cours)

On dit qu'un ensemble C' de R? est convexe s'il vérifie

pour tous x ,y € C et pour tout t € [0;1], (1 —t)z+ty € C.
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1. (i) Montrer que tout sous-espace vectoriel de R? est convexe.

(ii) Montrer qu’un intervalle de R est convexe.

2. Soit C' est un ensemble convexe de R,

(i) On suppose que C' contient deux boules (ouvertes) de rayon r > 0 de centres respectifs
x et y.

Montrer alors que C' contient toutes les boules de rayon r > 0 de centre (1 —t)z +ty, t €
[0;1].

(ii) En déduire que 'intérieur de C' est convexe.

3. Montrer que ’adhérence d’un ensemble convexe de R" est aussi convexe.

Exercice3 : Soit F = C°([0,1],R). On définit pour f € F,

Ni(f) = /Ox\fcr)\dw

w() = ([ slsrie)

1. Vérifier que N; et N, définissent des normes sur F.
2. Montrer que pour tout f € E, Ni(f) < %Ng(f) ( c’est- a~dire que Ny domine Ny).
3.Montrer qu’en revanche N; ne domine pas N», et donc que ces deux normes ne sont pas

équivalentes
( Considérer f,, définie par f,(z) =n —n?zsiz € [0;1/n] et f,(z) =0siz € [1/n,1]).

Sujet 3
Exercicel :

1-Par définition, les ouverts sont stables par réunion quelconque et par intersection
finie.Les fermés sont stables par intersection quelconque et par réunion finie. Cependant,
montrer que

Iintersection quelconque d’ouverts n’est pas toujours ouverte et une réunion quel-
conque de fermés n’est pas toujours fermée.

2 -Montrer que U'intervalle |—1, 2] est un ouvert de [—3, 2] muni de la topologie induite
par 7, (topologie usuelle).

3 - Q est il un ouvert de R?( justifier)

4 - Q est il un fermé de R?( justifier)
Exercice2 :

5- Donner la définition de l'intérieure , noté ici A°, d'une partie A, d’un espace topo-
logique (E, T)

6 - Soit A, B des parties d'un espace topologique E. Pour tout ouvert O de E inclus
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dans AN B, démontrer que O conteu dans l'intersection A° N BP.

7 - En déduire (AN B)° = A°N B°.
Exercice3 :

Soit £ un ensemble non vide .On définit une application d sur £ x F par : d(z,y) = 1
six#yetdx,y =0siz=uy.

8 - Montrer que c’est une distance sur E.

9 - Quelles sont les ouverts et les fermés de I’espace métrique (£, d)?

10 - Quelles sont les suites de Cauchy sur E7
Exercice4 :

On considére sur F = C([0,1],R) les deux normes définies par

1
1l = sup 7)) et £, = / o
0<t<1 A

11 - Montrer que ces deux normes ne sont pas équivalentes.(indication f,(x) = 2", n €
N).

Sujet 4
Exercicel :
Soit £ =10,400[. Pour x, y € E, on pose
1 1 ‘

d(z,y) = i K

1. Démontrer que d est une distance sur E.
2. Déterminer la boule ouverte B(1, 1) pour cette distance.
3. La partie A =0, 1] est-elle bornée pour cette distance ?
4. Déterminer les boules ouvertes pour cette distance.
5. L’espace métrique (E, d) est-il complet ?
Exercice2 :
Si A est une partie d’un espace topologique E, la frontiére de A, notée 0A, est 'en-
semble 04 = A — A°.
1. Montrer que OA est un fermé. ( Montrer que dA = ANE \ A)

2. D’eterminer la frontiére des ensembles de R? suivants :
A = {(z,y) eR*|0<2®+y* < 2}.

A, = QxQ.
Ay = ]-2,1[x [0,1].
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Exercice3 :

1. Les ensembles suivants sont-ils dénombrables ?

E, = {2"; n>0}
E2 = NxR

E; = ['ensemble des nombres premiers.

2. Montrer que {n+ 1, n € N} et {3n + 2, n € N} sont équipotons.

3. Montrer que le sous-ensemble R \ Q est dense pour l'ordre dans R.

Sujet 5
Exercice 1. (Questions de cours)Soit (£, d) un espace métrique.

1.Qu’est- ce qu’un ouvert de E?

2. Démontrer qu'une intersection finied’ouverts est ouverte. Donner un exemple d’une
intersections d’ouverts qui n’est pas ouverte.

3. Montrer qu’une suite convergente est toujours une suite de Cauchy.

4. Montrer que toute suite de Cauchy qui admet une valeur d’adhérence ¢, converge
vers cette valeur d’adhérence /.

5. Soit O une partie ouverte de I'espace métrique (E,d). Démontrer que pour toute
partie A de F on a

ANO=¢p = ANO = ¢.

Exercice 2. Soit £ = R [X], l'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels.
Pour P (X) =Y _,axX", on pose :
[P (X))o = max{lac|,-- -, |an|} et ||[P(X)[, =sup{|P(¢)], t €[0,1]}.

1. Montrer que ||.||, est une norme sur E.
2. Montrer que ces deux normes ne sont pas équivalentes.
Indication :On pourra considérer les polynoémes P (X) =1+ X + X2+ ... + X"

Exercice 3. Soit £ = |—1,+o0[. Pour z,y € E, on note
1 1
d(z,y) = -,
@y =107~ 5

1. Démontrer que d est une distance sur F.
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2. Déterminer la boule B (0, 1) pour cette distance.
3. La partie A = |—1, 0] est-elle bornée pour cette distance?
4. Déterminer les boules ouvertes pour cette distance.

5. L’espace métrique (F,d) est-il complet ?

6. Montrer que la fonction, x — est 1—Lipschitzienne sur [0, 1].

T+

Sujet 6

Exercicel :

Soit f: R, — R une fonction strictement croissante, telle que f(0) =0,
et telle que f soit sous-additive,i.e.
V(u,v) € R xRy: f(u+v) < F(u) + (v).
Soit (E,d) un espace métrique.

1. Montrer que d' = f(d) est une distance sur E.

2. Application : montrer que
d=d* 0<a<l)

est une distance sur E.
Exercice?2 :

Soit X un ensemble muni de deux distances dy et dy.On suppose que
V(z,) C Xz, A= Ty B, et que (X,dy) est compact

1. Démontrer que si F' est un fermé dans (X, ds), alors F' est fermé aussi dans (X, dy) .
( On pourra utiliser la caractérisation de l’adhérence d’un ensemble o laide des suites).
2. Démontrer que (X,dy) est compact.

3. Démontrer que si F' est un fermé dans (X,dy), alors F' est fermé aussi dans (X, ds) .
4. Conclure que dy et dy définissent la méme topologie.

Exercice 3 :

Pour x = (x1,...,z,) € R", et p € ]0,+00[, on pose

1
n P
|||, = (Z yxi\p> st ||z, = max {|z;];i=1,...n}.
=0

1. Pour n =2, dessiner B, = {x c R 2], < 1} pour p = 3,2, 00.

2. Montrer que |.|[, n’est pas une norme pour p € 10, 1[.
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8. Montrer que |.||, est une norme pour p € J1,+00].
4. Montrer que pour tout x € R", ||z[|, — [|z||, quand p — +o0.

Sujet 7

Exercicel : Questions de cours et applications

1- Est- ce qu’il existe un espace métrique contenant 8 ouverts et 9 fermés? ( justifier)

2- Montrer que l'intersection quelconque d’ouverts n’est pas toujours ouverte et une
réunion quelconque de fermés n’est pas toujours fermée.

3- Est-ce-que 0 est un point d’accumulation pour {1 | n € N*}? ( justifier)

4- Q est il un ouvert de R?( justifier)

5- Quelles conditions doivent vérifier deux parties différentes A et B de E pour que

{#, A, B, E} soit (I'ensemble des ouverts ) une topologie sur E?

Exercice2 :

Soit f : R — R une fonction définie par f(z) = —2*+5x—6. On introduit les ensembles :

A={zeR: f(z) <0}, B={zeR: f(x)>0}.

1- Montrer que A est ouvert et B est fermé .

2-Si f est la fonction constante égale a zéro( f = 0) , déterminer les ensembles A, B, A, B.

Exercice3 :

On définit une application d sur R x R par : d(z,y) = %
r—y
1- Montrer que d définie une distance sur R.

2- Déterminer la boule ouverte B(—1,3) .
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