Chapitre 2

Analyse de Fourier

2.1 Introduction

2.1.1 Introduction

Une fonction périodique de période T' est égale a une somme de signaux sinusoi-
daux.

L'analyse consiste en la détermination de la suite des coefficients de Fourier.

La syntheése permet de retrouver, en un certain sens, la fonction a I'aide de la suite
de ses coefficients.

T
Une fonction f de période T est égale a sa série de fourier ssi : [ lx()|2dt < oo
0

2.2 Série de Fourier

Théoreme Sous certaines conditions, la fonction x(¢) périodique peut étre ap-

proximée sous une somme infinie de sinusoide :

+00
x(t) = %0 + Z (apcos(nwt)+bysin(nwt))
n=1

ao, a, et b, sont réels et peuvent étre calculés a partir des expressions suivantes :

T
"70 % fo x(t)dt : valeur moyenne du signal.

Q
Il

T
n %f x(t)cos(nwt)de, n > 1
0

T
b, %fo x(t)sin(nwt)dt, n >1
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2.2. SERIE DE FOURIER 23

w=2n/T =2nf
Les fréquences des composantes sinusoidales sont des multiples de la fréquence f
du signal périodique décomposé.
f1=7[ :fréquence fondamentale, harmonique d’ordre 1.

fn=nf : fréquence qui correspond a I’'harmonique d’ordre 7.

2.2.1 Harmonique

La vibration d’'une corde (piano ou guitare) envoie un son caractérisé par la somme
d’'une fréquence fondamentale qui défini la hauteur de la note jouée et d'une fré-
quences appelée harmoniques.

Les différentes formes de la série trigonométrique

La série de Fourier peut étre représentée selon trois forme :

+00

— Réelle : x(t) = 4 + Y (ancos(nwt) + b,sin(nwt))
n=1
+00
— Harmonique : x(¢) = ao + Z A, cos(nwt + ¢pyp),
n=1

+00 .
— Complexe : x(¢) = )_ Cne/™!

n=0
VneNetC,eC

Avec :

— @0
Ag=%

A,=1\/a2+b2,n>1

= bn
bn = arctan(an

2.2.2 Propriétés

Si x(t) est pair alors : b, =0 Vn
+00
x(t)=ag + Z ancos(nwt)
n=1
A, =lapletd,=0,n=>0.

Si x(t) est impair alors a, =0, n > 1

+00 +00 T
b,sin(nwt) = Z b,cos(nwt — =)

n= n= 2

x(t) = Z
1

1
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Sia,=0,b,#0alors ¢, =35 n

tn>1
Sib,=0,a,#0alors¢p,=0n=>1

2.2.3 Relation entre la forme trigonométrique et complexe

e 7% = cos(a) — jsin(a)

e/% = cos(a) + jsin(a)

ja, ,—ja . -ja ja
cos(a) =< e = et sin(a) = %
+00 +00 . .
x(t) = a0+% Z ancos(nwt)+b,sin(nwt) = a0+§ Z (@n—Jbn)e’™ +(ap+jby,)e /™!
n=1 n=1
C() =ao
a,—jb
Cn — C@n 2] n

1

+00 . 5 ]
alors: x(t)= )  C, e/t ou C,, = lf x(t)e /"MW gt

n=—o0 -3
Le coefficient C,, est généralement complexe il sera réécrit sous la forme suivante :

= |Cn|ef‘"g(cn)
Des fréquences négatives et positives interviennent dans la représentation com-

plexe, elles sont introduites par commodité de représentation.

Exemple Soit x(¢) une fonction périodique sous la forme suivante :

Vo si—-L<tg?
x(t)z 4 4

0 sz4<t<3T

Calculer selon le créneau suivant les coefficients complexe de la série de Fourier :
r

C,= %fix(t)e_jm”dt
-7

T
_ W [e—jnwt]Z

- jnwT _%
_ VW efjnn/2_ejnn/2 _ V()
= an 2] o Sing
0 si n=2p
C,=
Vi .
—1)y Yo _
-DP2 si n=2p+1
T
T VO
C()Z%f Vodt = —
_r 2

4

Vo .
_Vo V4 JC2p+wt
H) =g :Zoo( VY eprn
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2.3 Transformée de Fourier

2.3.1 Introduction

Considérons la période T qui tend vers I'infini, ce qui veut dire que f tend vers 0.
La transformée de Fourier est appliquée pour les signaux apériodique ( T' — o0)
dont lequel les harmoniques deviennent infiniment petite ( spectre a infinité d’har-
monique et la séparation entre les fréquences devient plus petite, on passe donc
d’un spectre discret a un spectre continu).

Les coefficients de la série de Fourier deviennent alors de plus en plus faibles cad :

T — oo alors C,, — 0.

2.3.2 Définition

Soit f € LY(R™). On appelle transformée de Fourier de f la fonction :

+00 )
F :R" — C définie par : TF{f(t)} = F(f) :f f(t)e /2™t qt

+00 )
La transformée de Fourier inverse : f(t) = TFHF(f)} = f F(f)e’ 2nftq f

2.3.3 Propriétés de la transformée de Fourier

x1(t) — X1(f)
1. Linéarité : si alors : ax1(t) + Pxa(t) — aX1(f) + pXa(f)

x2(8) — Xo(f)

Démonstration :
+00

TF{axl(t) + ﬁx2(t)} :f (axl(t) + ﬁxz(t))e—jZT[ftdt

—00

+o0 ] +00 ]
:f axl(t)e_J2”ftdt+f ,sz(t)e_ﬂ”ftdt

(e.0]

+00 ) +00 )
=a f x1()e 74t + B f xo()e 7P dt = aX1(F) + BXo(f).

(o.0]

2. Décalage temporel (translation) : si x(t) — X (f) donc : x(¢ — tg) — e /2 Tt X (f)

Démonstration :
+00

TF{x(t —to)} = f x(t —tg)e /2t dt

—00

onposet;=t—1tp:

+00
TF{x(t—to)} = f

—00

x(tl)e_jZ”f(tl—to)dt — f+oox(t1)e—j2nftle—j2nfto _ e—j2nft0X(f)

—00
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3. Décalage fréquentiel (translation sur f ou modulation) : x(¢)e/?™* — X (f - fo)

4. Changement d’échelle : si x(¢) — X (f) alors x(at) — ﬁX (5)

5. Dualité : si x(t) — X (f) alors : X () — x(—f)

.2  _ -a(-f)
donc.aer@m)2 e

at

.omat _, 20
eXp .e a2+(27'[f)2

6. Dérivation : si x(t) — X(f) alors x (2) — J2nfX(f)
Pour la dérivée d’ordre supérieur : x"(t) — (j2nf)* X (f)

si Cg%[F(f)] = (—j)*"TF{t"f(¢)}

7. Produit de convolution (Théoreme de Plancherel) : x(¢) * y(¢) — X(f).Y (f)
x(t).y(t) — X(f) =Y (f)

La convolution de x(¢) et A(t) est définie par :
+00

y(t) = x(t) * h(t) :f x(D)h(E-T1)dT

—00

t
8. Intégration : f

—00

x(7)dT — #X(f) +1/2X(0)6(f)
Jj2nf

9. Conservation de I’énergie (égalité de Parseval ) signaux a énergie finie :

E,= Ix(t)lzdt:EX[X(f)]:f IX(F)I2df

—00 —

X(f) =X (Vs

Re(X(f)) = foo x(t)cos2rft)dt
Im(X(f)):foo x(t)sin2rft)dt

2.4 Transformée de Fourier usuelles

Les fonctions usuelles et leur transformée de Fourier sont représentées dans le
tableau suivant dans le cas ou on utilise la convention la plus fréquente conforme
a la définition mathématique (cf fig.2.1).

1 sit>0
Fonction échelon :u(t) =

0 ailleurs

Fonction sinus cardinal : sinc = £2£
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Dirac 4(t) 1
Constante 1 a(f)
Echelon unité (t) ! +15(f)
nun - T3
chelon unité u 2nf 2
1
Exponentielle e “u(t) T ianf
a+j2n
Exponentielle —alt 20
X ' e a2 & (97 f)2
a? + (2 f)?
Gaussienne et/ ge ™1
Exponentielle Gt 5( f- fo)
complexe
. 1
cosinus cos(2m fyt) 5[5(]‘ — fo) +0(F+ fo)]
s | sin(2rit) L1807~ fo) = 8(5 + fo)
J
Rectangle | poci(t/T) = {(1) ’sti|n<onT/ 2 Tsine(T)
Sinus cardianal sinc(t/T) TRect(fT)

1=t [t|<T|  Tsinc®(TYf)

Triangle Tri(t/T) = {0 |
stnon

o0 1 o0

Peigne de Dirac |  §(t) = Z §(t —nT T Z é(t—n/T) = %@/T(f)

n=—00 n=—00

FIGURE 2.1 — Transformée de Fourier des fonctions usuelles
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2.5 Egalité de Parseval

L'égalité de Parseval revient a exprimer la puissance moyenne du signal par une
somme d’une série numérique basée sur des coefficients de Fourier.
2w 1 >
1 2 2 2 2
Pmoyzﬁ\[0 lf®I"dt = laol +§Z(|an| +1bn1%)
n=1

Théoreme
Si f est continue par morceaux et 27 périodique, alors la série numérique :

27
YIC. 2 et Y (lanl®+1b,]?) converge a %fo If(®)2d¢

n>1

2.6 Causalité et stabilité

On appelle fonction causale toute fonction nulle sur ] —o0o,0[ et continue par mor-
ceaux sur [0, +oo[

La fonction échelon-unité est une fonction causale.

Les systemes causaux ont une réponse impulsionnelle nulle avant I'instant d’im-

pulsion, soit A(¢ <0)=0.

2.7 Systéme linéaire

Un systéme est dit linéaire si la fonction qui le décrit est-elle méme linéaire cad si

cette fonction vérifie le principe de proportionnalité et de superposition.

2.8 Systeme stable

Un systéme est stable si lorsqu’on lui présente une entrée finie, il produit une
sortie finie.
x(t) < Py <00

y(t) < fy <oo
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Proporsionnalité

2t) — > g |y ult) I—__>/\l‘(t)—> st —> ()

Superposition

1 (t) —) st —» W (t)

|—_—{> n(t)+2t)—> sL > ) +n
(t)

FIGURE 2.2 — Systéme linéaire

nt) — s L ®

2.9 Systeme invariant(stationnaire)

Si le comportement d’'un systéme est indépendant de l'origine de temps alors on

dit que le systéeme est invariant.

elt) st e[t~ ) s(t-1y)
— systéme —> ‘)@—)

FIGURE 2.3 — Systéme invariant

Exemple Etudier la linéarité, I'invariance et la stabilité du systéme suivant (cf
figure 2.4) :

1. Linéarité : x(¢) — y(¢)

si x1(2) — y1(¢) etxo(t) — yo(t) alors :

ax1(t) + Bxo(t) — k(x1(2) + Pxa(?)) + A # ay1(t) + By2(2)
Donc ce systéme est non linéaire.

2. Linvariance : si x(¢) — y(t)

x(t—to) — kx(t—tg)+A = y(t—tog)

Donc ce systéeme est invariant dans le temps.

3. Stabilité : On suppose que x(¢) < By
—kx(t)<kPBy—kx(t)+A<kB+A

y(t) < By = ce systéme est stable.
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Systeme

y(t) = kx(t) + A
 E—

FIGURE 2.4 — Systéme non linéaire, invaraint et stable
V4 [}
Sériede TD 2

Exercice 1

Soit x(t) = 2cos(20nt — 7)
1. Tracer x(t)

Solution :

2. Tracer les coefficients de série de Fourier en utilisant la forme harmonique

_?0_2 -0.15 fOI_‘l 0.05 6 O.IOS Oi1 O.I‘IS 0.2
t(s)
FIGURE 2.5 — Signal cosinus déphasé
AA,
fondamental ¢
i - o A[k_f ondamen n
R A
A !
¥ P33 Py 95
A, A, A, A ‘ =
o o0 ot > £ (iiz) 0 10 20 30
0 10 20 30 40 50

> {(Hz)
40 50
FIGURE 2.6 — Spectre de fréquence d’amplitude et de phase
2 f=10Hz
An

0 aileurs

¢1 = /4 car a la fréquence foncdamental le déphasage est de = n/4
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Exercice 2 Soit x(t) une fonction périodique de période 7' = 1s (cf figure 2.7) :

1. Donner la formule x(2).

A (1)

Y

—2

FIGURE 2.7 — signal carré

2. Calculer les coefficients réels de x(t).
2. Construire le spectre de fréquence en amplitude et en phase.
Solution :

Onaa,=0etb, = %(1— COSNT)

1 si n pair 0 si n pair
COSNT = Donc: b, =
-1 si n impair % si n impair
+00
x(t)=)_ bpsinnwot
n=1
Pour A =2
too 8 8 8 8
x(t) = nX::O msin((2n+1)2nf0t) = ;sin(27t(f0t))+ gsin(2n(3f0t))+asin(2n(5fot))+

T

‘A ]

Signal Valeur Fondamental Harmonique 2 Harmonique 3
(De frequence fo) MOYENNe e méme fréquence f, (Defréquence 2f)  (De fréquence 3.f)
que le signal)

Exercice 3 Calculer la transformée de Fourier inverse de : X(f) = ne 2/f!

Solution :

+00 . +00 . 0
x(t) :f X(f)e2Jﬂftdf :f ﬂe—2lf|e2ﬁrftdf — ﬂf

—00

e2nf82jnftdf+n,fooe—2nfe2jnftdf _
0
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Ay Pn

3| oo
[N\CR I

| o — ' o | o >
fo 3fo 5o f(Hz2) fo 3fo 5fo f(Hz)

Q022 g f o o2T2TOf g
0

—00

nf e2nf+2]nftdf+n,f o 2nf2infty nf
-0 0

1

Apres calcul on trouve : x(¢) = 52

Exercice 4
Soit f(t) = t2 sur [-7, ], 27 périodique.
1. Déterminer la série de Fourier de f ().

2. En utilisant le théoréeme de Parseval, calculer :

1
aZ—2

n>1M
1
b. Calculer Z —
n>1 n
Solution :

1. f(¢) est pairdonc: b, =0Vn >0

A F(2)
NN VANV
T — 7T 7T 7T T "

/1
_ 1 2 _
ao =35, _,,t dt = 3

T
an = %f t2cos(2nnt/(2n))dt Yn >0
- 4(-1)
2

T
=2[2sin(nt)/n]} = 73 (Zesen)) 4 1 fo cos(nt)dt = —

2.

a. Vtel-m,x]: f(t)= %2 + Z (4(_;) )cos(nt)
n>1 n
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=0

(-1
Ty

f(O) - n>1 n?

(_1)n _7.[2
Z —

=1 n? 12

1n+1 2
(I)Z( ) T

n>1 n E
car : —(—=1)" = =1 % (-1)* = (-1)(»*D

n>1 n2 12
1)
fO)=%+4Y ( 2) cos(nt)
n>1 n
d 72 (="
onc: f(m)="75+ Z = cos(nm)
n>1
(=1
w=f)=2+4Y (-1"
n>1 n
1
2oy 5
n>1 n
1 2
n>1 n2 6

b. f est continue sur R, donc d’apres la formule de Parseval :

T 1 &
%f FORE = laol+ = 3 (lanl® +1byl?)
0 2,3

T=2n
21 4 0o
1 4 /4 1
= dt=—+— —
2n£ 9 22 4
© 1 4
Alors : Z—4:E—.
nzln 90

Exercice 5

1. Calculer la transformée de Fourier de s(¢) = Rect(¢/T)
2. Tracer S(f) et son module.
Solution :

1 t<Ig
1.s(¢) =

0 ailleurs

+00 .
S(f) = f s(t)e 2 tqy = f
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___1 —j2rnfe1T/2
= —onrle 17
Jnfn_ —jafn sinnfT .
=€ jz;;f = nff =Tsinc(fT).
2.
s
0.4 + + N - >
-6 -4 -2 o} 2 4 6
f
1 ™
{1
I {1
08 [
|II I|
0.6F || II
| |
JE— ] !
—~~ ) 1
\;-;/ 0.4k | II
w0 II| III
0.2F Ia) | 'lI s
-~ f.-’ \ N A~
| av A R R AYaYavaS
-6 -4 -2 1] 2 4 6
f

Exercice 6

1+t si—-1<t<0

Soitx())=41-¢t O0<t<1

0 ailleurs

1. Tracer x(2) .

a .
2.Va,teR calculerf te 2/t gy
0
3. Calculer la transformée de Fourier de x(%)

Solution :

1.

a .
2. On pose : A :f te~ 2t gy
0

Pour f #0 :
‘ -2j -2j
A = [Le af“e J”ftdt:ae Jnfa 1 [fae—2jnftdt]
A0 ) ajnf " —ajnf  2juf Jo o
_ —2jnfa 1 —2jnft _ jae~7la 1 —97 _ jae e -j2nfa_q
A=t S = T - GinprLe e 1] = °

onf 4m2f?2
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A =@

1

Y

Exercice 7

1. On considere le signal x(¢) = x1(¢) + x2(¢)
Avec : x1(¢) = asinc(mat)e/2 0t et x9(8) = asinc(wat)e 7™ ot
Calculer la transformée de Fourier de x(¢), puis tracer son allure.
2. Méme question pour : x(f) =2+ 2cos(2nfot) + 4cos(4dnfot)
Avec : fo =100Hz
Solution :
L. TF{x(8)} = X1(f) + Xo(f) = TF {asinc(rat)(e/2/ot + g=/2nfot)
=TF{2asinc(nat)(w)}
=TF{2asinc(mat).cos2m fyt)}

X(f) = 2rect(L)« L&(f — fo) +8(f + fo))

= rect(%)+rect(%)

Ax(

nlEnal

*%*fn ~fo %*fo *%+f0 fo %+fo f

2. TF{x(t)} = TF{2+2cos2nfot) + 4cos(4n fot)}
X(f)=25(f)+2[5(8(f + fo) + O(f = foll +4.5[8(f = 2f0) + 6(f +2£0)]
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=2fy

Exercice 8

v

fo 2fy f

Soit le signal x(¢) représenté en figure suivante et X(f) est sa transformée de

Fourier. Donner le résultat et justifier avec un minimum de calcul les quantités

N z(t)

suivantes :

1. X(0)

2. _:oX(f)df

3. :oX(f)e2j”fdf

4. f \X(f)I2df

Solution :
+00
1. X(0)= f Wyt =5
+00 -
2. f X(H)df
® too .
x(t) = f X(f)e? g f
%%

x(0) = X(df =1

+oo .
3. f X(He? ™ qf

x(1) = X(f)e2 " T df =2

Y
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4. D’apres le théoreme de Parseval I’énergie temporelle est égale a ’énergie fré-

quentielle.

+00 +00 0 1 2 3 7
f |X(f)|2df:f |x(t)|2dt:f dt+f (t+1)2+f (—t+3)2dt+f dtzg
—00 —00 -1 0 1 2



