CHAPITRE 4

SYSTEMES D’EQUATIONS

Les déterminants fournissent un outil efficace et indispensable pour la discussion des
systemes linéaires : ils permettent d’avoir les conditions de compatibilité sous forme de rela-
tions liant les coefficients et fournissent aussi des formules qui donnent explicitement la solution
(formules de Cramer).

Les notions essentielles abordées dans ce chapitre sont :
— Déterminant.

— Permutations.

— Convention d’écriture.

— Systemes d’équations linéaires

— Définitions et interprétations.

— Expression matricielle et rang d’un systeme.

— Expression vectorielle.

— Interprétation en termes d’applications linéaires.

— Systemes de Cramer.
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Déterminant Chapitre 4. Systemes d’équations

4.1 Déterminant

4.1.1 Permutations

Pour définir le déterminant d’une matrice carrée, nous devons commencer par introduire les

permutations.
Une permutation est une bijection ¢ : S — 5, ou S est un ensemble. Nous dénotons

généralement une permutation sous la forme d’un tableau a deux rangées de sorte que chaque

élément de la rangée du bas représente l'image de 1’élément qui se retrouve immédiatement

s : 123 ,
au-dessus. En utilisant cette notation, o = 51 9 est une permutation telle que o(1) =

3,0(2) =1, et 0(3) = 2. (La notation pour les permutations ne doit pas étre confondue avec
celle des matrices.) L’ensemble de toutes les permutations de ’ensemble {1,2,...,n} est dénoté

par S,. Notons que |S,| = n!. Les éléments de Sy sont
1 2 1 2
et ,
1 2 2 1
1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 23)'\132)'\213)’
1 2 3 1 2 3 ¢ 1 2 3
, , € .
2 31 3 1 2 3 2 1

La permutation o € S, telle que (i) =i pour i = 1,...,n est la permutation identité.

et ceux de S3 sont

Soient o,v € S,. II n’est pas difficile de voir que yo o € 5,,.

1 2 3 1 2 3
o= ety = .
(3 1 2) (32 1)

Exemple 4.1 Soient

Que donne yoo ?

Notons que

(yoo)(1) =7(e(1)) =7(3) =1,
(y00)(2) =7(a(2)) =~(1) =3,
(yoo)B) =7(a(3)) =7(2) =2
. . 1 2 3
Ainsi, v o o est la permutation )
1 3 2
. 1 2 3 . o .
Siy = 5 3 1 | alors yoo est la permutation identité. On appelle v permutation inverse

(ou simplement l'inverse) de 0. Chaque permutation a un inverse.
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Déterminant Chapitre 4. Systemes d’équations

Nous verrons plus tard que la définition du déterminant d’'une matrice A de taille n x n est
une somme de termes, chacun contenant un produit de la forme @) 5(1)a2,5(2) * - * Gn,o(n), POUr
une permutation o € S, ou a; ; dénote I'élément (7, j) de A.

Rappelons que 'on utilise le premier indice pour les lignes et le second pour les colonnes.
Ainsi, le produit a1,,(1)a2,5(2) - * - Gne(n) contient exactement un élément de chacune des lignes

de A. Puisque o(1),...,0(n) est une permutation des nombres 1, ..., n, le produit

41,6(1)A2,0(2) * * * On,o(n)

contient aussi exactement un élément de chacune des colonnes de A.

a b c 1 2 3
A=1|d e f etaz( )

u v ow

Exemple 4.2 Soient

Alors a1,5(1)02,6(2)33,0(3) = @1,302,1432 = cdv

Exercice 4.1 1. Pour chacune des permutations suivantes, donnez la permutation inverse.

a.<1234>b<1234>c<12345>
1 324) \4321) \'5 1423
2. Soit
6 2 3
A=| 0 1 -1
57 4

1 2 3
Soit o0 = ( ) . Quel valeur prend a1 ,(1)02,5(2)03,0(3) ¢

3 21
3 4
2 4
1 3 4
4 3 2 1)
12345
2 4531/

2. a170(1)a270(2)a370(3) = a1,3022031 = 3-1- (—5) = —15. ([

Solution. 1. a. La permutation inverse est

VR
[ —
wW DN

b. La permutation inverse est

[\

c. La permutation inverse est

Avant d’aborder le déterminant, nous devons aussi introduire la notion d’inversion d’une

permutation.
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Déterminant Chapitre 4. Systemes d’équations

Definition 4.1 Soit o € S,. La paire (i, j) est une inversion de o sii < j et o(i) > o(j). (A ne

pas confondre avec la permutation inverse discuté au préalable.) Le nombre total d’inversions

1 2 3
o= .
3 1 2

La paire (1,2) est une inversion de o car on a1 < 2 et 0(1) =3 > 1 = 0(2). L’autre inversion

de o est dénoté par inv(o).

Exemple 4.3 Considérons

est donnée par la paire (1,3). Donc inv(c) = 2.

Exemple 4.4 Soit 0 € S, pour laquelle éxiste i,j5 € {1,...,n},i < j tels que o(i) = j,
o(j) =1, et o(k) = k pour tout les autres indices. Nous voulons déterminer inv(o).

Notons que pour chaque k =1+ 1,...,5 —1,(i, k) est une inversion cari < k et o(i) = j >
k=o(k).

De plus, pour chaque k = 1+ 1,...,j — 1,(k,j) est une inversion car k < j et o(k) =
k>i=0o(j).

Finalement, la paire (7, j) est également une inversion. Ainsi,

inv(e) =2(j—1—-(G+1)+1)+1=2(j—1)—1,

1 2 3 4 5
14 3 2 5
Definition 4.2 St A = (a;;), le déterminant de A, dénoté par det(A), est défini par

Z (_1)inv(a)a17g(1) *lno(n))

O'ESn

qui est toujours impair.
Par exemple, les inversions de

sont (2,3),(3,4) et (2,4).

ot a; j dénote l’élément de la i-ieme ligne et de la j-ieme colonne de A.

Le calcul du déterminant tel que défini requiert la somme de n! termes. Chacun de ces termes
dépend d’une permutation de S,, et du produit de n éléments de A, et le signe dépend de la
parité du nombre d’inversion de la permutation. (La parité d’un entier relatif nous indique si

le nombre est pair ou impair.)
Notons que méme lorsque la taille de la matrice est petite, le nombre de termes a calculer

devient rapidement trop élevé. Par exemple, sin = 5,1l y a déja b x4 x 3 x 2 x 1 = 120 termes.
Fort heureusement, il existe des méthodes efficaces de calcul de déterminant qui ne demandent

pas autant de termes.
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Déterminant Chapitre 4. Systemes d’équations

4.1.2 Déterminant de matrices de petite taille

Dans le cas des matrices de taille 2 x 2 ou 3 x 3, il y a des formules permettant de simplifier

les calculs.
Soient

Les deux permutations de S, sont

1 2 1 2
g1 = et o9 = .
1 2 2 1

Puisque inv (1) = 0 et inv (03) = 1, nous avons

det(A) = (=1)™ a4, 1)a2,0,2) + (1) a1,0,1)a2,0,(2) = ad — be.

Soient
b1 P2 P3
A=lqg ¢ ¢
. Ty T3

Les six permutations de S3 sont énumérées dans le tableau suivant.

i 1 2 3
12 3 12 3 12 3
7i (123) (132) (213)
inv (0;) 0 1 1
(—1)mv(e) 1 1 1
i 4 5 6
12 3 12 3 1
7i (2 3 1) (3 1 2) < )
inv (o;) 2 2 3
(—1)inv(oi) 1 1 —1
Alors

det(A) = 30 (—1)™Day 4. (1)02,0,(2) 03,0,(3)
= P1G273 — P1q3T2 — P2q1Ts + P2Q3T1 + P3qiT2 — P3qaT

4.1.3 Convention d’écriture

Au lieu d’écrire
a b ¢

det d e f|],
p g r
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Déterminant Chapitre 4. Systemes d’équations

on écrit simplement
a b c

d e f
p g r

Exercice 4.2 1. Pour chacune des permutations sutvantes, donnez le nombre d’inversions.

1 2 3 4 b 1 2 3 4 1 2 3 4 5
a. , b. , C.
1 3 2 4 4 3 2 1 5 1 4 2 3

2. Calculez le déterminant de chacune des matrices suivantes :

1 00 0 0 p

2 3

a. , 0.0 a b|l,clqg 00
1 2

0 ¢ d 0 r O

3. Soient A et B des matrices de taille n x n telles que B est obtenue de A en multipliant une

ligne de A par le scalaire a. Démontrer que det(B) = avdet(A).

Solution. 1. a. Le nombre d’inversions est 1, b. Le nombre d’inversions est 6, c. Le nombre
d’inversions est 6.

2.a.1,b. ad — be, c. pgr.

3. Supposons que B soit obtenue de A en multipliant la ¢-ieme ligne par . Alors

det(B) = des (=)™ T bpoir)
= Zaes mvo < pi Tp.o( ) (O‘“i o(i))
~a (zae&x DO o)
= adet(A).

4.1.4 Matrices spéciales
Matrices ayant une ligne ou une colonne nulle

Soit A une matrice carré ayant une ligne ou une colonne nulle. Alors det(A) = 0. En effet, no-
tons que chaque terme de la définition de det(A) est une produit de la forme a1 ,1)a2,0(2) - - * @n,o(n),
pour une permutation o. Ainsi, chaque terme contient exactement un élément de chaque ligne

et de chaque colonne de A, ce qui implique que chaque terme est nul, ce qui implique que
det(A) = 0.
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Déterminant Chapitre 4. Systemes d’équations

Matrices de permutations

Une matrice de permutation de taille n x n est une matrice obtenue de la matrice identité I,

en permutant ses lignes. Par exemple,

o = O O
o O O
_ o O O
o O = O

est une matrice de permutation.

Comme son nom le suggere, une telle matrice permet d’encoder directement une permutation
de I'ensemble {1,...,n}. L’interprétation est la suivante : si o est encodée par la matrice de
permutation, alors ¢(7) est 'indice de la colonne de 1’élément contenant 1 a la i-ieme ligne.

Dans I'exemple ci-dessus, la permutation correspondante est

1 2 3 4
2 41 3

car dans la ligne 1, la colonne 2 contient 1; dans la ligne 2, la colonne 4 contient 1; dans la

ligne 3, la colonne 1 contient 1; dans la ligne 4, la colonne 3 contient 1.

Pour une matrice de permutation P donnée qui encode o, le déterminant de P est tout
simplement (—1)™v(?), A I’exemple ci-dessus, il y a trois inversions. Donc, le déterminant est
(—1)* = —1.

Ce résultat se voit directement a partir de la définition du déterminant : chaque terme de la

inv(

somme contient un facteur (—1) o) qui multiplie le produit de n éléments d’exactement un
élément de chaque ligne et un élément de chaque colonne. La seule facon d’obtenir un terme
non nul est d’utiliser une permutation qui extrait I’élément non nul de chaque ligne. II n’y a

qu'une permutation pour laquelle c’est le cas, celle qui est encodée par o.

Matrices triangulaires

Soit A une matrice carrée triangulaire supérieure (c’est-a-dire que a; ; = 0 pour tout ¢ > j ).
’J

Par exemple, la matrice

o O O =
S O NN
S W ot W
_ J o O

est triangulaire supérieure.
Dans ce cas, det(A) est le produit des éléments sur la diagonale. Ici, le déterminant est
1-2-3-1=6.
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Déterminant Chapitre 4. Systemes d’équations

Voyons pourquoi c’est le cas. Soit ¢ € S,,. On commence par montrer que si ¢ n’est pas la
permutation identité, alors [[;_; a; ») = 0.

Supposons que o (1) # 1. Alors il doit y avoir un 7 > 2 tel que o(i) = 1. Ceci donne a; o(; = 0
puisque A est triangulaire supérieure et i > o(i). Donc, [[}; @;r@) = 0si o(1) # 1.

Supposons que (1) = 1 mais 0(2) # 2. Alors il doit y avoir un i # 2 tel que o(i) = 2. Mais
i # 1 puisque nous avons déja o(1) = 1. Donc, ¢ > 3. Ceci donne encore a; ,;y = 0, puisque
i > 0(i). Donc, [[i; agio) =0sio(l) =1 et o(2) # 2.

Nous pouvons continuer de cette maniere pour montrer que si o (i) =i et o(i+1) # i+1, alors
[T, @i = 0. Ainsi, le seul terme dedet(A) qui étre non nul est celui pour lequel o(i) =4
pour tout i = 1,...,n, ce qui implique que det(A) = a1 1022 - A p-

En utilisant un argument semblable, on peut conclure que le déterminant d’une matrice
triangulaire inférieure (une matrice o tous les éléments au-dessous de la diagonale sont nuls)

est aussi donné par le produit des éléments sur la diagonale.

Exercice 4.3 1. Calculez le déterminant de chacune des matrices suivantes :

2 3 aboc 2_i 0
a.[()z],b. 0 d e etc.[ 311_’_,
00 f '

Solution. a. 4, b. adf,c. (2—14)(1+1i) =3 +1. O

4.1.5 Propriétés fondamentales

Proposition 4.1 Soient A, B € ™", S un anneau. Alors

det(AB) = det(A) det(B)
Une conséquence immeédiate et utile de la proposition précédente est que
det (A*) = det(A)*
pour tout entier naturel k.

Exemple 4.5 Soient A, B € R3*3 telles que det(A) = 3 et det(B) = —2. Alors det(AB) =
det(A)det(B) = —6.
A= [ ! ] .
-1 1

Alors det (A1) = det(A)'0 = (—1)10 = 1.

Exemple 4.6 Soit
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Le déterminant satisfait aussi aux propriétés suivantes :

- Si B est obtenue de A en ajoutant un multiple d’une ligne de A a une autre ligne de A,
alors det(B) = det(A).

- Si B est obtenue de A en échangeant deux lignes det A, alors det(B) = — det(A).

—det (AT) = det(A).

- Si A est inversible, alors det (A™) = det(A) ™.

- Si «v est un scalaire et A est de taille n x n, det(aA) = o™ det(A).

1 2
Exemple 4.7 Soit A = Ll Notons que det(A) = 3.

—det (A7) = det(A) = 3.

- Notons que A est inversible. Donc, det (A™!) = m = %

- det(2A) = 22det(A) = 4 -3 = 12 puisque A est 2 x 2.

-det(—A) =det((—1)A) = (—1)*det(A) = det(A) = 3. Notons que dans ce cas, det(—A) =
det(A).

Exercice 4.4 1. Démontrez que si A est inversible, alors det (A™1) = ———

det(A) -
2. Démontrez que si A € R*, alors det(—A) = det(A).
Solution. 1. Notons que, dans ce cas,
det (A7) det(A) = det (A7'A) = det(I) = 1
d’ott det (A1) = m.
2. det(—A) = det((—1)A) = (—=1)*det(A) = det(A). O

4.1.6 Meéthodes efficaces

En général, on préfere éviter de calculer le déterminant d’une matrice directement a partir
de la définition. Dans cette section, nous étudions deux méthodes efficaces permettant le calcul

du déterminant.

Calculer le déterminant a ’aide des opérations élémentaires sur les lignes.

Soit A € K™*" K un corps. Rappelons que I'ajout d’un multiple d’une ligne de A a une autre
ligne de A n’a aucun effet sur la valeur du déterminant et que I’échange de deux lignes modifie
la valeur du déterminant par un facteur de —1. Si on n’utilise que ces deux types d’opérations
afin de transformer A en une matrice A’ triangulaire supérieure, alors det(A) = (—1)” det (A’),

ou p est le nombre d’échanges et det (A’) est le produit des éléments sur la diagonale de A’.

Université Djilali Boundama Khemis Miliana 86 Polycopié d’Algébre 2 - Dr. M** HOUASNI



Déterminant
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Exemple 4.8
-4 1 1
1 20
-1 11

Méthode des cofacteurs

o = O O = O

[ BUVE CE

(Ll < Ll + 4L2>

(L1 < L1 — 3L2)

Soient A € K™ et 4,5 € {1,...,n}. On définit A(i | j) par la matrice obtenue de A en

enlevant la i-ieme ligne i et la j-ieme colonne de A. La matrice A(i | j) est parfois appelée le

(i, j)-ieme mineur de A.

Exemple 4.9 Soit

Alors

On peut calculer le déterminant d’une matrice A € K"*" en utilisant la formule du cofacteur.
Choisissons n’importe quel i € {1,...,n}. Alors

det(A) = Z(_l)i+jai,j det(A(7 | 5))

J=1
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On dit souvent que le coté droit est I'expansion du cofacteurs selon la i-ieme lignee. (Cette

formule peut étre obtenue directement de la définition originale du déterminant.)
On peut aussi le faire selon la j-ieme colonne :

n

det(A) = Z(_l)i+jai,j det(A(i | j))

i=1
On peut simplifier la notation en utilisant Cs (4, j) pour dénoter (—1)""7 det(A(i | 7)). Le
terme Ca (7, ) est un cofacteur de A.

Ainsi, 'expansion en cofacteurs selon la i-ieme ligne peut s’écrire sous la forme

n

det(A) =Y a;;Cali, ),
j=1
et ’expansion selon la j-ieme colonne sous la forme

n

det(A) = Z a; jCA (4, 7).

i=1
Exemple 4.10 Soit

A_:

N S
co ot N
O O W

On calcule det(A) en effectuant l’expansion en cofacteurs selon la seconde ligne.

det(A) =30 (1) ay; det(A(2 | 5))
2 3 1 3 1 2
8 9 79| |78
— —4(2-9-3-8)+5(1-9-3-7T)—6(1-8—2-7)
=24 —60+36=0

=4 +5 6

Ainsi, A n’est pas inversible.

Exemple 4.11 L’expansion en cofacteurs peut s’avérer tres utile lorqu’une matrice contient
plusieurs éléments nuls. Soit

1 T
A= N
0,-1 B
ova’ ¢ KD B ¢ K=Dx(=1) ¢t 0, _; est le (n—1)-uplet nul. Selon la formule d’expension
en cofacteurs selon la premiere colonne, on obtient

det(A) = (—1)"*ay, det(A(1 | 1)) = 1. det(B) = det(B),

puisque a;1 = 0 pour tout 1 > 2.
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Exercice 4.5 1. Soit

Déterminer Ca(2,3).
2. Calculez le déterminant de

1 0 2
3 4 5
2 -1 -4

en utilisant la méthode des cofacteurs sur la deuzieme colonne.

Solution. 1. Notons que

1 2

Ca(2,3) = (—=1)*3det(A(2] 3)) = — -

= —(8-14) =6.

2. Notons que

0
3 5 1 2
3 4 5 | = (-0 + (=1)*"2(4
IR ] DA E CE VO] B
2 -1 —4
1 2
+(=1)32(~1
U,
= —32+(—1)=-33.
(I
4.2 Systemes d’équations linéaires
4.2.1 Définitions et interprétations
Considérons un systeme linéaire de p équations en n inconnues :
a1y + aako + v + a1, = bl
(4.1)
Ap1T1 + ApaZo + - + Apn Ty, = by
ou les a;; et les b;; appartiennent a un corps K (commutatif).
On appelle solution tout vecteur x = (z1,...,x,) € K™ dont les composantes x; satisfont

toutes les équations. Le systeme est dit compatible s’il admet au moins une solution.
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4.2.2 Interprétation en termes d’applications linéaires

Considérons £ = K" et F' = K? munis de leurs bases canoniques respectives e et f. Soient
u € L(E, F) 'unique application linéaire de £ dans F telle que Mat._,s(u) = A et x le vecteur
de E tel que

Ty
Mat.(z) =
T
On a
(x1,...,2,) € K" est solution de (4.1) <= u(x) =0
Donc :

- Le systéme (4.1) est compatible si et seulement si b € Imu.
- Si u est injective et si le systeme (4.1) est compatible alors I’ensemble des solutions de (4.1)

ne possede qu’un et un seul élément.
- Si u est surjective, le systeme (4.1) est compatible.
- Si u est a la fois surjective et injective alors I'ensemble des solutions de (4.1) ne possede

qu'une et une seule solution.

4.2.3 Expression matricielle et rang d’un systeme

Definition 4.3 Soient :

aix - Qin
A= (ai;) = € M, (K)
ap1 Qpn
by o
B=| : | eMp(K) e X= € M,1(K)
b, Tn

Le systéme (4.1) peut s’écrire sous la forme matricielle :
AX =B

On appelle rang du systeme le rang de la matrice A.
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4.2.4 Expression vectorielle

Notons ¢, . .., ¢, les vecteurs colonnes de la matrice A :

¢, = : e KP ... ¢ = : e K?

GAp1 GQpn,

1121 A1 Ty
r10 = : yeeesTnCy =
ap121 Apn Ty

Si done

le systeme peut s’écrire :

Résoudre le systeme signifie déterminer les coefficients de la décomposition du vecteur be KP
sur les vecteurs {cj, ..., G, } de K : donc, pour que le systeme soit compatible il faut et il suffit

que b appartienne a ’espace engendré par les vecteurs ¢, ..., C,.

4.2.5 Systemes de Cramer

Definition 4.4 On appelle systéme de Cramer un systéme linéaire dont la matrice A est carrée

et inversible.
Il s’agit donc d'un systeme de n équations en n inconnues de rang n :

a1+ -+ a1pTy, = b1
avec  det(A)#0 (4.3)

Ap1T1 + 0 F ATy = bn

Sous forme matricielle, le systeme s’écrit :
AX =8B (4.4)
Comme A est inversible, en multipliant par A~! & gauche, on trouve :
X=A"'B (4.5)

Réciproquement, X = A~!B satisfait 'équation (4.4). Aussi :
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un systeme de Cramer admet toujours une et une seule solution donnée par (4.5).
La solution peut étre exprimée aussi par les formules de Cramer. Considérons I'interprétation
vectorielle du systeme (4.2) ; la solution (z1,...,x,) est telle que :

Or : Pour k # i les déterminants de cette somme sont nuls (deux colonnes égales). 11 reste le
terme avec k = i, c’est-a-dire x; dét A. Ainsi :

— > 7o —
detHcl,...,ci_l,b,ci+1,...,cn =x;det A
d’ou :
— L7 —
det Cl’---aci—lab’ci—&—l,---;cn
€T, =
‘ det A

On peut résumer les résultats dans le théoreme suivant :

Théoréme 4.1 (Théoréme de Cramer) Un systéme de Cramer :
anzi + -+ aT, = b
(avec A= (a;;) = ||ci,..., ||, detA#0)
11 + -+ App®y = by

admet toujours une et une seule solution, quel que soit le vecteur b = (b1,...,b,), solution

donnée par les formules de Cramer :

det‘c_l),...,Ei,l,g,Ei+1,...,c_,L>
e det A
det Hgla"wgi—hgagi-‘rla“-)a
= det ||C_1>7--~75i—1aZZ:1$kC_k>75i+1w~-7a||
:ZTkL:lxk det ||C_].>7"'751'—176_]5752'-5—17"'75;”
Exemple 4.12 Soit le systéme :
20 =5y + 22 =7
r4+2y—42=3
v —4y —6z=05
On a :
2 =5 2
detA=11 2 —4 | =-46
3 —4 —6
Le systeme est donc de Cramer. Les formules de Cramer donnent :
. 7 -5 2 . 2 7 2 . 2 =5 7
T 16 3 2 —4 , Y 16 1 3 —4 z 16 1 2 3
5 —4 —6 3 5 —6 3 —4 5
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Exemple 4.13

20+ 2y+z2z=1 2 2 1 1
(S):¢ 2z4+y—2=2 < | 21 -1 |=1]2
r+y+z=3 3 1 1 3

det A=—-T7T#0,rgA=n=p=3((9) est un systeme de cramer ).

12 1
r==2 1 -1 |=9/T.
311
21 1
y==2 2 —1|=-5/T.
33 1
2 21
=2 1 2| =-1/T.
31 3

4.2.6 Casoun=petr<n

Si on considere maintenant un systeme de n équations a n inconus, mais rg A < n, c’est a
dire

det A =0,

dans ce cas on extrait une matrice M de A sachant que c’est la plus grande matrice carrée
inversible, c¢’est a dire det M # 0 contenue dans A et d’ordre r c¢’est ce qu’on appelle une sous-
matrice, les inconnus associés a M deviennent des inconnus principales et les (n — r) autres
inconnus deviennent des parametres ou bien ce qu’on appelle valeurs arbitraires et on considere

le systeme suivant :

;

/
anry + apexrs + ...+ apx, = b1 — (a1r+1xr+1 + ...+ aanL’n) = bl
— N
an 1 + a0Ts + ...+ agx, = b (agr 41211 + ..+ a2nxy,) = b
Ty + Gy + .+ Qe = by Q1T + oo Q) =1
\ Yr1tl r242 rrdr n rr+14r4+1 rndn r
ce dernier est un systeme de cramer, donc il admet une seule solution (z1, ..., z,) qui dépend
de (zy41,...,x,). Si cette solution vérifie les (n—r) équations restantes, alors le systeme globale
admet une infinité de solutions. Si par contre (zi,...,x,) ne vérifie pas une seule équation

parmis les (n — r) équations restantes alors le systéme globale n’admet de solution.
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Exemple 4.14

3r—y+22=3 3 —1 2 x
(S):R 2x+2y+2=2 <[ 2 2 1 y | =1 2
r—3y+z=1 1 -3 1
) \ / 3 _1
det A = 0, (S) n'est pas un systeme de Cramer, comme |A'| = 5 9 | = 8 # 0. Alors

rgA =2 et on considere x,y les inconnus et z paramétre, alors on obtient le systeme :

3r—y=3-—2z
20 +2y =2 —z

qui est un systeme de Cramer et admet une unique solution (z,y) dépendante de z.

3 3—2z2
2 2—z

3—2z —1
2—2z 2

)
=1—-zy= ==z

s 1 1
8 8 8 8

Reste a voir si (z,y) vérifie x — 3y + z = 1 (équation réstante) on a :

5 3
1—§z—§z+z:1:>1:1 (vraie Vz € R)
donc le systeme admet une infinité de solutions données par :

o 1
(1—§z,§z,z):z€R

4.2.7 Casoun=#p

Si le nombre d’équations n’est pas égale au nombre d’inconnus, alors on cherche d’abord le
rang de A et on procede comme précédement. Si M est une matrice contenue dans A et d’ordre
r et det M # 0 alors on considere le systeme de r équations a r inconnus correspondant a M

qui est un systeme de Cramer.
Si la solution vérifie les équation restantes alors le systeme globale admet une infinité de

solutions sinon il n’admet aucune solution.

Exemple 4.15

3r—y =4 3 —1 4
X
(S):Q 20+2y=3 ©A=]| 2 2 < ): 3

z—5y=—5 1 -5 ) \Y 5

On a rg A < 2 choisissons

2
M:<3 31>:>detM:87é0:>rgM:2
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Jr—y=4 o xr=11/8
2r 4+ 2y =3 y=1/8

x—by=-5=11/8—5/8=6/8=3/2+# —5

on prend le systeme :

on a I’équation réstante :

alors le systeme n’admet pas de solutions.

4.3 Exercices

Exercice 1

Sans les calculer, expliquer pourquoi les déterminants suivants sont nuls :

0 —1 10 -1 2 3
Ar=|0 2 5 |,A=|1 —-235
0 1 1 1 -2 2
2 -1 3 1 21
Az3=1| -1 2 31, A4=10 0 3
3 2 0 01
1 a b+c 1 cos 2x 2 cos?®
As=|1 b c+al|, Ag=1|1 —cos2x 2sin’x
1 ¢ a+b cosrsinx cosxsinx sin2zx
Exercice 2
Montrer que :
300 00 3
04 0(=—]040|=60
0 0 5 5 0 0

Exercice 3
Les nombres 119,153 et 289 sont tous divisibles par 17. Montrer, sans le développer que le

déterminant

O
o Ut =
© w ©

est divisible par 17.

Exercice 4
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Soit (a,b,c) € R3. Considérons les polynomes P, = (X —a)?, P, = (X —b)?> et P. = (X — ¢)%
Déterminer pour quelles valeurs de (a, b, ¢) la famille P = (P,, P, P.) forme une base de Ry[X] 7
Exercice 5

Montrer que

cos(a —b) cos(b—c) cos(c—a)
A = | cos(a+0b) cos(b+c) cos(c+a)
sin(a +b) sin(b+c¢) sin(c+a)

= —2sin(a — b)sin(b — ¢) sin(c — a)

Exercice 6
Soient
P=2X?—-X+1 P=X?4+2Xet Py=X?—-1

Montrer que la famille P = (Py, P», P3) est une base de Ry[X].
Exercice 7

A quelle condition sur le réel a la famille e = (eq, ey, €3) :
er=(a,1,1) ex=(1,a,1) e3=(1,1,a)

forme-t-elle une base de R3?
Exercice 8

Résoudre dans R? les systemes :

r—y+z=1 r—y+2z=1
1. 3y—2=2 2.4 2r—3y+z2=4
22 =28 r—3y—4z2=5
(s +2y+32=1 y+32=0
3.4 —x—3y+52=2 4. x+2y+6z=2
2 t+yt+z=-1 Tx+3y+9z =14
'x+2y+z:2 20 —y+3z=1
5.4 2z +y+z=-1 6.4 z+y—z=2
(- 3y+2z2=-1 r—2y+4z=1
+y—z=1
20 —y+32=0 rry s
7. 8.8 20 +2y—2z=2
r+y+22=0

—r—y+z=-1
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Exercice 9

Sans chercher a résoudre les systemes suivants, discuter la nature de leur ensemble solution :

r+y—2z2=0 r+3y+2z=1 r+3y+2z=1
r—y=20 , 20 — 2y =2 et 20 — 2y =2
r+y+z2=0 T+y+z=2 r+y+z=3

Exercice 10

Discuter, suivant la valeur de m, la dimension de ’espace des solutions des systémes suivants :

1.
r+my+z=0
mz +y+mz =0

r4+y+mz=0
r+my+z=0
mr+y+z=0

4.4 Solutions

Exercice 1
1. Une colonne de A; est nulle donc A; = 0.
2. Les deux premieres colonnes de Ay sont proportionnelles, donc Ay = 0.
3. La premiere colonne de Az est somme des deux autres donc Az = 0.
4. A, étant diagonale, le déterminant A, est égal au produit de ces termes diagonaux. Un de
ceux-ci étant nul, il en est de méme de A,.

5.
1 a a+b+c

1 b at+b+c
1 ¢ a+b+c

A5 Cs %gz +Cs3

et les premiere et troisieme colonnes de Aj sont proportionnelles. Il vient A5 = 0.
6. La derniere colonne de Ag est somme des deux autres donc Ag = 0.

Exercice 2

Facile par permutations des colonnes.

Exercice 3

Université Djilali Boundama Khemis Miliana 97 Polycopié d’Algébre 2 - Dr. M** HOUASNI



@Jﬂfﬁ
Solutions asal; Chapitre 4. Systémes d’équations

Notons A ce déterminant. On a :

100 10 9 119 10 9
1000A = | 100 50 3 |“7LETS ) 153 50 3
200 80 9 289 80 9

a 10 9

= 17| b 50 3

c 80 9

ol a, b et ¢ désignent respectivement le quotient de 119, 153 et 289 par 17. On obtient : A = 17m
avec

a 10 9
m=1,b 50 3
c 80 9

qui est un entier. Comme 17 est premier avec 1000 , appliquant le lemme de Gauss, 17 divise

A.

Exercice 4

La matrice de la famille P dans la base canonique (1, X, X?) de Ry[X] est

a> b A2
M = —2a —2b —2c
1 1 1

Utilisant les déterminants de Vandermonde, on trouve
det M = =2(b—a)(c—a)(c —b).

La famille P forme une base de Ry[X] si et seulement si les scalaires a, b et ¢ sont deux a deux
distincts.

Exercice 5

On développe suivant la premiere ligne et on reconnait les formules d’addition :

A = cos(a — b)[cos(b + ¢)sin(c + a) — cos(c + a) sin(b + ¢)]

—cos(b — ¢)[cos(a + b) sin(c + a) — cos(c + a) sin(a + b)]

+ cos(c — a)[cos(a + b) sin(b + ¢) — cos(b + ¢) sin(a + b)]

= cos(a — b) sin(a — b) + cos(b — ¢) sin(b — ¢)

+ cos(c — a) sin(c — a) = 2(sin2(a — b) + sin2(b — ¢) + sin2(c — a))

puis on utilise les deux formules

. . . b+ -
sinp +sing = 2smp qcosp a

2 2
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et

o .. ptq . p—q
cosp — cosq = —2sin 5 sin 5

A = 1 (2sin(a — ¢) cos(a + ¢ — 2b) 4 sin2(c — a))
sin(a — ¢) cos(a + ¢ — 2b) + sin(c — a) cos(c — a)
sin(a — ¢)(cos(a + ¢ — 2b) — cos(c — a))

= —2sin(a — b) sin(b — ¢) sin(c — a)

Exercice 6
Notant e = (X2, X, 1) la base canonique de Ry[X], on a :

qui est inversible. La famille P est donc une base de Ry[X].
Exercice 7

La famille e forme une base de R3 si et seulement si

a
| £0.
1

— Q
Q =

Ce déterminant vaut : (a — 1)*(a + 2).
La famille e est donc libre si et seulement si a # 1 et a # —2.

Exercice 8

1. En remontant, on trouve successivement : z = 4;y = 2;x = —1.
r—y+2z=1 r—y+2z=1
20 —3y+z2=4 << —y—3z=2
r—3y—4z=5 —2y—6z=4

Les deux dernieres équations sont équivalentes. Le systeme est de rang 2 et compatible. En
prenant z comme parametre, I’ensemble des solutions est {(—5z —1,-3z — 2, 2) | z € K}.

3. Systeme de Cramer : {(=3,1,1)}.

4. Systeme de rang 2 et compatible. {(2,—-3z,2) | z € K}.

5. Systeme de Cramer : {(—2,1,2)}.

6. Systeme de rang 2 mais pas compatible. Pas de solution.

2r — 3z=10 2x — 3z=10
7. Toyt oz soit Tyt . Le systeme est de rang 2, donc compatible. En
r+y+22=0 3r+52=0
prenant z comme parametre, I’ensemble des solutions est {(—gz, —%z, z) |z € K}

8. Le systeme est clairement de rang 1 et compatible (on a trois fois la méme équation).
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L’ensemble des solutions est le plan d’équation z +y — 2z = 1.

Exercice 9

Premier systeme : Matrice de rang 3 (inversible) donc une unique solution (0,0, 0).

Deuxieme systeme : Matrice de rang 2, systeme non compatible, pas de solution.

Troisieme systeme : Matrice de rang 2, systeme non compatible, pas de solution.

Exercice 10

1. Sim =1 oum = —1, alors le systeme est de rang 1. L’espace des solutions est de dimension
2. Sinon le systeme est de rang 2 et 1’espace des solutions est de dimension 1. Dans ce dernier
cas, l'ensemble des solutions est {(z,0, —x),z € R}.

2. Sim = 1, alors le systeme est de rang 1. L’espace des solutions est de dimension 2. Si
m = —2, alors le systeme est de rang 2. L’espace des solutions est de dimension 1. Sinon le

systeme est de Cramer. L’espace des solutions est de dimension 0.
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