CHAPITRE 3

MATRICES

Dans le cas ou Ly (E, E') est de dimension finie, disons de dimension r, moyennant le
choix d’une base on peut associer a toute application linéaire f un r-uplet d’éléments de k, les
composantes de f. Pour des raisons que nous verrons par la suite, ces composantes sont rangées
non pas sur une ligne mais sur un tableau ayant un certain nombre de lignes et de colonnes,
que l'on appelle matrice associée a 'application linéaire f.

Les notions abordées dans ce chapitre sont :

— Matrices associées aux applications linéaires.
— Produit de deux matrices.

— Matrice de I'inverse d’une application.

— Calcul de l'inverse d’une matrice.

— Changement de base.

— Rang d’une matrice.
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Chapitre 3. Matrices

Definition 3.1 On appelle matrice de type (p,n) a ceeefficients dans k un tableau A de pn

éléments de k rangés sur p lignes et n colonnes :

ay;; a2 ... Qip
Q21 Q22 ... Q2p ;. .

A= ou, enabrégé : A = (a;), ou aussi: A = ||ay]| -
Qp1 Ap2 ... Qpp

L’ensemble des matrices a p lignes et n colonnes est noté M, ,, (k). Sin = p, M, ,,(k) est noté :

M, (k).

Exemple 3.1
1 2—19 3+
13 -1 Lo
01 9 S M273(R) 0 1 +1 7 S Mg((C)
—1 2 1

Remarquons que dans la notation que nous venons d’adopter, a;. désigne 1’élément de la

i-eme ligne et de la k-éme colonne.
Une autre notation que nous emploierons aussi dans la suite, est la <notation par colonnes> :

A1k

N a2k eme
A=|cr,...,cl], ou ¢ = ‘ est la £ colonne

Cka

Sur I'ensemble M,, ,,(k) on définit les lois :
- addition : si A = (a;), B = (by), on note C' = A + B la matrice (c¢;) telle que :

Cik = Qi + i, Vi k

- produit par un scalaire : si A = (a;;) et A € k on note AA la matrice (Aa;;) c’est-a-dire la

matrice obtenue en multipliant tous les éléments par .

2 -1 0 3 12 04\ (3107
(1 21—1>+<31—12>_<4301>
5(2—10 3):(10 —5 0 15)
1 21 -1 5 10 5 —5

Il est facile de voir que, muni de ces lois, M, (k) est un espace vectoriel sur k. L’élément

Exemple 3.2

neutre est la matrice dont tous les éléments sont nuls, dite matrice nulle, notée 0 . L’opposée

de la matrice (a;) est la matrice (—a;).
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Proposition 3.1 On a :
dikm M, (k) = pn

Preuve. On vérifie facilement que les pn matrices, dites matrices élémentaires

0 -«- 0 --- 0
1 0 0
0 -« - 0 : : ~ \
Eyn=| . - EBk=10 -+ 1 -+ 0 |« i ligne,...
0 0 ‘
0 0 - 0
0 0
0 0
Epn = . . )
0 -« . 1
forment une base de M, (k) dite base canonique. a

3.1 Matrices d’un application linéaire

Soient F et E’ deux espaces vectoriels sur k, de dimension n et p respectivement, et f : £ —
E’ une application linéaire. Choisissons une base {es,...,e,} de E et une base {¢1,...,¢,} de

E'. Les images par f des vecteurs ey, ..., e, se décomposent sur la base {e1,...,¢,} :

f (€k) = a11€1 + @219 + - -+ + Ap1€p
f <€k) = Q121 + A99E9 + -+ + Ap2Ep

f(en) = ainer + agnea + -+ - + apneyp.

Definition 3.2 On appelle matrice de f dans les bases {e1,...,en},{e1,...,6p} la matrice

notée M(f)e, ., appartenant a M, (k) dont les colonnes sont les composantes des vecteurs
fler),...,f(en) dans la base {e1,...,&p} :

@11 Q12 ... Qin
M(f)%aj _ Q21 Q22 ... Q2p
apr Qp2 . Qpp
On utilisera aussi la notation : || f (e1), ..., f (en)].,-
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S’il n’y a pas d’ambiguité possible, on écrira aussi M(f) a la place de M(f)e,,, mais il est
clair que la matrice associée a f dépend du choix des bases de E et E'.
Dans le cas ou f est un endomorphisme, on peut choisir la méme base dans F considéré

comme espace de départ et d’arrivée. Dans ce cas, on notera M(f), au lieu de M(f)e, ;-

Proposition 3.2 Soient E et E' deux espaces vectoriels sur k de dimension n et p respective-
ment, {e;} et {c;} des bases de E et E'. Alors lapplication :
M: Lxg(EE') — M,.(K)
f — M(f)ei,éj
est un isomorphisme d’espaces vectoriels c’est-a-dire :
M(f +g) = M(f)+ M(g)
M(Af) = AM(f),

et M est bijective.
En particulier : dimy L (E, E") = np.

Preuve. On a en effet :

M(f + 9eie; = I(f +9) (e2) -, (F +9) (en)
=[f(er) +gler),.... flen) +glen)ll,
=l (er)s s flen)lle, +llgen), g (en)ll,

d’apres la définition de 'addition des matrices, c¢’est-a-dire :

M(f + g)ei,sj - M(f)eiﬁj + M(g>ei,5j‘
De méme, si A € k :

MASf)eie; = IAf) (e1) -, (Afenll.,
= ”)‘f (61) Yt )‘f (en)”ej =A ”f (61) ) ’f (en)Hsj

Donc M est linéaire.
D’autre part M est surjective. Soient, en effet :

a11 A1n
21 Q2

A= ] € M, (K)
Ap1 Qpn,

et f € L(E, F) définie de la maniére suivante. On pose d’abord :

f(e1) =aner +aners+ -+ ape,

f(en) = ainer + agnea + - - - + apnép
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On prolonge, ensuite, f par linéarité sur F, c’est-a-dire, si :
r=Me + -+ M\, €FE,

on pose :
f@)=XMf(e)) + -+ Auf(en).

Il est facile de vérifier que f est linéaire et que A = M(f),.,. Enfin M est injective. Soit en

effet f € Ker M :

0o - 0

0 - 0
M(f)=| |

0 - 0

Ceci signifie que f(e;) = 0,...,f(e,) = 0. Donc, si x = A\e; + -+ + A\pe, € E, on aura
flx) = Mf(er)+ -+ Mf(en) = 0, cest-a-dire f = 0. D’apres la proposition 2.4, f est
injective. O
Exemple 3.3 Soit E de dimension n et :

r =

Considérons une base {e;}. On a : idg (e;) = e;. Donc :

1 0 0
1 :
M (id) = O 0 (1 est l’élément unité de k)
Ble 0 .0
0 0 1

Cette matrice est notée I,, ou simplement I et est appelée matrice unité de M, (k).

fler) =aner +ancas+ -+ apep, f(en) =amer + ames + -+ apucpf (€) = a1ne1 + agpea + - - -

Exemple 3.4 Soit {e1, €2} la base canonique de R? et {e1, e, e3} la base canonique de R®. On

considere 'application linéaire :

I R3 — R?
(,y,2) = (r—y,z—y)
On a
fler) = f(1,0,0)=(1,0) = &
fle2) = f(0,1,0) = (-1, -1) = —e1 — &
fles) = f(0,0,1) =(0,1) = e
donc

1 -1 0
M(f)ei,sj:<0 1 1)-
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Exemple 3.5 On considere lapplication

W : R™ — R

(1,0 ) = a1my + ...+ apx,

En munissant R™ de la base canonique {ey, ...,e,} et R de la base canonique {1}, on a :

f(el) = f(]., ,0) = a; = aj€e;
f(eg) = f(O, 1, ,0) = A9 = A9€9y

flen) = £(0,0,...,1) = a, = ane,

Alors
M(w)ei,e‘j = (ay,...,a,) .

3.2 Produit de deux matrices

Au paragraphe précédent, nous avons défini sur les matrices les opérations d’addition et
de produit par un scalaire. En vertu de la proposition 3.2, ces opérations correspondent aux

opérations analogues sur les applications linéaires, c¢’est-a-dire on a :

M(f+g)=M(f)+ M(g)
M(Af) = AM(f).

Nous allons maintenant définir une nouvelle opération, le produit de matrices. Comme nous
le verrons (cf. proposition 3.5), elle correspond a la composition des applications, en ce sens
que :

M(fog)=M(f)- M(g).

Tout d’abord, remarquons que la composition des applications ne peut se faire pour tout
couple d’applications, mais uniquement si ’espace d’arrivée de ¢ est inclus dans 'espace de
départ de f. Cette situation va se retrouver sur les matrices : le produit ne peut s’effectuer

qu’entre matrices d’un certain type.
Definition 3.3 On appelle produit de matrices [’application :

Mpa(K) X My o(K) — M, (K)
(aji) , (bmk) — (cr)

Cjk = aj1b1y + ajobog + ... + ajpbpi.
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Produit de deux matrices Chapitre 3. Matrices

En d’autres termes, I’élément c;;, de la j°"¢ ligne et k" colonne du produit C' = AB est la
somme des produits des éléments de la jéme ligne de A par les éléments de méme rang de la

k™ colonne de B. Brievement, on dit que le produit de deux matrices s’effectue <lignes par
colonnes>. Voici le schéma de cette définition.

by big
’," b_{}.-—d““_ b‘iq
) i F :
o 7 ,b’ﬂ-— ' E}nq
’f ”, PR
’I
s
aix a1 ;7 On €11 C1q
[ £ ’ i
% ; ‘ :
2 p p :
a1 Qg G jn biy Cik biq
{lpl P ap'!. P a’p?l Cpl P om . ... Cpq

Remarque 3.1 Le produit AB ne peut s’effectuer que si le nombre des colonnes de A est égal
au, nombre des lignes de B.

Exemple 3.6 Soit

2 —1 1 20 0
A:( ),B:1122
1 0 2
1 210
On a :
2010
X 112 2
1 21
3
2 —1 1 (411 -2
1 0 2 N 4 4 3 0
M C—AB

Exemple 3.7 Soit
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on a !

Les remarques suivantes sont importantes :

Remarque 3.2 1. On peut avoir AB =0 sans que A ou B soient nulles.

2. AB = AC avec A # 0 n’implique pas nécessairement B = C (c’est-a-dire, en général on
ne peut pas "simplifier” par A, méme si A # 0).
3. En général on a AB # BA (c’est-a-dire : la multiplication entre matrices n’est pas com-

mutative).

Exemple 3.8 Soient

A:OO,B:OO etC:OO.
10 0 1 11
En effectuant les produits, on trouve :
0

0
AB = 0 (ce qui montre 1.)

0
0 0 .
BA = Lo donc BA # AB( ce qui montre 3.)
et AB = AC (ce qui montre 2. puisque on a B # C').
Proposition 3.3 La multiplication est associative, c’est-a-dire :
A(BC)=(AB)C, (VAeM,,,VBeM,,VC e M,.,).
La multiplication est distributive a gauche et a droite par rapport a l’addition, c’esta-dire :

A(B+C)=AB+ AC, (A+D)B=AB+ DB, (YA, D€ M,,,VB,C € M,,)

Preuve. Laissée comme exercice. O

Remarquons enfin que la multiplication est une loi interne sur I’ensemble M,,(K') des matrices
carrées d’ordre n, c’est-a-dire elle est une application :

M (K) x My (K) — M, (K).

On vérifie immédiatement que la matrice [, est I’élément neutre de la multiplication, c’est-

a-dire : VA € M, (K):  I,A= Al, = A.
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3.3 Matrice d’un vecteur

Definition 3.4 Soit E un espace vectoriel de dimension n,{ey, ..., e,} une base de E et v =
x1e1+ - -+ xpe, un vecteur de E. On appelle matrice de x dans la base {e;} la matrice colonne
des composantes de x dans la base {e;} :

M(x)., =

3

Tn

(notée aussi M(x) ).

Remarque 3.3 Cette définition est cohérente avec la définition de matrice associée d une
application linéaire. En effet, on peut identifier tout vecteur de E a une application linéaire de
K dans E : a tout x de E on associe ’application linéaire

Si l’on écrit la matrice de f dans la base e =1 de K et {e;} de E, on a :

fle) =x=x161 4+ -+ 2pey,

donc :
T
M(f)e,ei =
T
fr k — FE
A — Ax.
Proposition 3.4 Soient E, F deuz espaces vectoriels sur K,{ey,...,e,} et {e1,...,&,} deux

bases de E et F respectivement. Pour toute application f € Lk (E,F) et pour tout x € E, on
a:

M(f<x)>€] = M(f)ei,ejM<x>€i=

ou plus brievement :

Preuve. Soit
aypy ... QAip
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Matrice d’un vecteur Chapitre 3. Matrices

ce qui veut dire que : f (ej) = ayjer + -+ + apjcp = > p_y i€k On & :

f@) = flzen+- +ape,) = ijf(ej)

n p D n
= E $j£ A€k = E E Apilj | €k
k=1 1 \j=1

j=1 k=
~————
Yk
p
= Z Ykl
k=1
Donc :
n
M(f(@)e, =1 : |,
Yp
avec .
Y = Z aijj.
j=1
D’autre part :
aipy ... QAip X1
M(f)ezﬁj ' M(x)ei =
Api ... Qpy Tn
2?11 15T Y1
Z?:l Upj X j Yp

donc :

O

Exemple 3.9 Soit le plan R? rapporté a sa base canonique. Déterminer 'image du vecteur

x = (3,2) par la rotation de centre O et d’angle /6.

Ona:
M(F(a)) = M(f)- M(z) = ( cos /6 —sm7r/6> (3>

sinwt/6  cosm/6 2
3+2v3 |-
2 +2
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3.4 Produits de matrices

Proposition 3.5 Soient E, F,G trois espaces vectoriels de dimension finie sur K, {ey, ..., e,}
{e1,...,ep}, {m, ..., ng} des bases de E, F' et G respectivement. Sig € L(E,F) et f € L(F,G) (
cest-a-dire : E -5 F L5 G), on a :

M(f © g)eiﬂ?k - M(f)ej,nkM(g)ei,ej
ou, plus brievement :

M(fog)=M(f)M(g).

Preuve. Soit x € E arbitraire. En utilisant le résultat de la proposition 3.4, on a :

M(f o g)M(x) = M((f o g)(x)) = M(f(g(x))) = M(f)M(g(x)) = M(f)M(g)M (x)

d’ou, puisque x est arbitraire :
M(f og)=M(f)M(g).

Exemple 3.10 Déterminer dans la base canonique de R? la matrice de U'application h qui est
la composée de la rotation g autour de O d’angle 0, suivie de la projection [ sur la premiere

bissectrice parallelement a la seconde bissectrice.

On a:

M(h) = M(fog)=M(f)M(g)

111 cosf —sinf
o2\ 11 sinf cosf
1 ( cosf +sinf —sinf + cosd )

2 cosf +sinf —sinf -+ cosd

Definition 3.5 Une matrice carrée A € M, (K) est dite inversible s’il existe une matrice
A" e M, (K) telle que :
AA =A'A=1T

A’ est dite inverse de A et est notée AL,

(2
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S
=laligl 1=}
Matrice de I’inverse d’une applicati‘Qﬁ-" .

P 3 -2
I U |

comme on le vérifie immédiatement en effectuant les produits AA™ et A~LA.

Chapitre 3. Matrices

est inversible : son inverse est

1l existe des matrices non inversibles, par exemple la matrice nulle. Mais la matrice nulle

n’est pas la seule matrice non inversible. Considérons par exemple la matrice

A:<1 0>'
00
()
z t
1 0 zy\ (10
0 0 >t )] \o1
c’est-a-dire : R Lo
00 01

ce qui, évidemment, est impossible.

Sl existait une matrice

telle que AA" =1, on aurait :

3.5 Matrice de ’'inverse d’une application

En fait, les matrices inversibles sont les matrices qui représentent les applications linéaires
bijectives. On a en effet :

Proposition 3.6 Soient E et F' deux espaces vectoriels de méme dimension n sur K, {e;} une
base de E,{e;} une base de F'. Une application linéaire f : E — F est bijective (c’est-a-dire

est un isomorphisme) si et seulement si M(f)e, ., est inversible. De plus :

M(f)L, =M (f7)

€5,€i

ou, d’une maniére plus concise :

Preuve. Ona f~lof=idg;dou M (f~tof)
3.19 :

= M (idg),, ., Donc, d’apres la proposition

€i,€; €i,

M(f)ei,sj =1

De méme, on voit que

O
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3.6 Calcul de 'inverse d’une matrice

Il existe différentes méthodes pour calculer I'inverse d’une matrice, sur lesquelles nous revien-

drons. Pour le moment, on peut retenir la suivante qui est d’ailleurs d’un usage courant.
Soit A € M,,(k),z et 2’ € K™ et X, X’ les matrices colonnes qui représentent z et z’ dans la

base canonique de k™. Considérons 1’équation matricielle :

X' = AX (3.1)

Si A est inversible, en multipliant les deux membres & gauche par A~ on obtient A7t X’ =
(A71A) X, c’est-a-dire :

X=A"X
Donc A™! est la matrice du systéme obtenu en résolvant le systéme (3.1) en les composantes

z; de z.

Exemple 3.12 Calculer linverse de la matrice

-(33)

Ecrivons ’équation matricielle (3.1) avec

On a:

ce qui est équivalent au systéeme

En résolvant en x1 et x9, on trouve :

=T +2£IZ’2
=21+ 329

= 3z — 27,
= —z) + 2}
c’est-a-dire
(2
donc

P 3 -2
I U R Y
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Definition 3.6 L’ensemble des matrices inversibles de M, (k) est noté GL(n,k) et est dit

groupe linéaire.

3.7 Changement de base

La matrice qui représente une application linéaire a été construite a ’aide d'un choix des
bases dans l'espace de départ et dans I'espace d’arrivée. Dans ce paragraphe, nous allons voir
comment sont reliées deux matrices qui représentent la méme application linéaire en des bases

différentes.

3.7.1 DMatrice de passage

Soit E un espace vectoriel de dimension n,{e;,...,e,} et {e],..., e/} deux bases de E. Les

vecteurs €] s’écrivent comme combinaisons linéaires des vecteurs e; :

€] = p1i€e1 + paea + -+ pniéy
€ = P12€1 + Pas€a + - -+ + P2y,

621 = Pin€1 +p2n62 + - +pnnen

Definition 3.7 On appelle matrice de passage de la base {e;} a la base {e}} la matrice notée

P.. .. dont les colonnes sont les composantes des vecteurs €} dans la base {e;} :
v i

P11 P12 .- Din

p T ' | P21 P22 - P2
ej—re, — Heh"‘?enHei - . . . ’

Pn1t Pn2 *°° DPnn

On a, bien entendu :
Pei—)e; — M (ZdE)e;’el

On en déduit immédiatement (propositions 3.5 et 3.6 ) :
Proposition 3.7 1. Propriété transitivité :
Pei—>ei/ Pei/—wi” = Pei—>€i”

2. Les matrices de passage sont inversibles et on a :

-1
(Pei%e;.) = Peé—)ei-
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3.7.2 Changement de base sur les composantes d’un vecteur

Soit © € E, de composantes (z1,...,x,) dans la base {e;} et de composantes (z/,...,z])
dans la base {e}}. Il est facile de déterminer les relations entre les z; et z, a I’aide de la matrice
de passage P, .

Notons

H

I
X = = M<I>e“ X' = = M(«T)eé et P= Peiae;.
Tn, xz

On a :
RT:M@&MxMuy:MO%me:M@%:X

E A

c’est-a-dire PX' = X, d'ou X' = P71X.
Nous avons donc démontré la relation importante :

Proposition 3.8 Soient v € E,{e;} et {e}} deux bases de E, P = P, et X = M(x).,,
X'= M(x)e. Alors :

X' =pP'X
Remarque 3.4 On dit que les composantes d’un vecteur x se transforment d’une maniére

“contravariante” pour exprimer le fait que si les bases sont transformées par la matrice P, les

composantes de x sont transformées par la matrice P!,

Exemple 3.13 Soit R? muni de deuz bases : la base canonique {ej,es} et la base {e,eh}

el = 2e; + e9 (3.2)
e, = 3ey + 2eq

définie par :

Soit x = 2e; + 3e5. On a deux méthodes pour calculer les composantes de x dans la base

{el,eh}.

1 méthode (méthode matricielle)

(1) (32 o)

En appliquant la relation de la proposition 3.25, on trouve :
2 -3 2 -5

X' =P'X = =
-1 2 3 4

r = —5e] + 4dey.

donc
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2tme méthode (calcul direct)
On exprime e; et ey en fonction de €] et €, en résolvant le systeme (3.2).

On a:
{61 = 2¢| —ehes = —3e| + 2¢,

En remplacant dans I'expression de z, on trouve :

T = 2e; + ey = 2 (2¢] — ey) + 3 (—3€] + 2e,) = —be)| + 4é,.

3.7.3 Changement de base sur la représentation matricielle d’une
application linéaire.
Proposition 3.9 Soient f € L(E,F),{e1,...,e,} et{e,... e} deuxr bases de E et {e1,... &}

{el,... ,5;} deux bases de F'. Notons :

A= M(f)eiﬁj A= M(f>e ) P = Pei—>e;7 Q = Paj—ws;.

On a alors :

A = QAP

Preuve. Soit x € E un vecteur arbitraire. D’apres la proposition 3.8, on a :

M(f<x>>a’ = QilM(f(x))Ej = QilM(f)ei,st(l)ei = QilAX

J

ou on a posé X = M(x),,. D’autre part, si X' = M(z) :

M(f(x))E; = M(f)e;,eg.M(x)e; == A,X, == A,P_IX
Donc :
A/P—lX _ Q—lAX
Comme z est arbitraire, cela implique que A’/P~! = Q7 'A4, dou: A’ = Q" 'AP. 0

Corollaire 3.1 Soit f = F — E un endomorphisme de E et {ey,...,e,}, {€|,... e} deuz
bases de E. Notons :

AZM(f)eiv AI:M(f)e’ et P:Pei—w;.

On a alors :
A = P lAP

Definition 3.8 Deux matrices A, A’ € M, (K) sont dites semblables s’il existe une matrice
inversible P € M, (K) telle que :
A =P AP
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Il est clair que deux matrices semblables représentent le méme endomorphisme en des bases

différentes.

Exemple 3.14 Soit f ’endomorphisme de R® qui dans la base canonique {e;} est représenté

par la matrice :

3 -1 1
A=M(f)e=10 20
1 -1 3

6,1 = <1a07 _1)
e, = (0,1, 1)
es = (1,0, 1)
Ona A'= P~ 'AP avec
1 01
P = He/laeéveé”ei = 010
-1 1 1
D’apreés la proposition 3.7: P~ = Po e, = |le1, ez, €3]

Il s’agit donc d’exprimer ey, e, e3 dans la base {€!, ey, es}. Or :

el =e —e3
ey = €9 + €3

/
€3 = €1+ €3

En résolvant en e, es, €3 :

e = 3 (e} +¢€f)
€y = % (€] + 2e5 — €f)
e3 =5 (—€} +e3)
donc
1 1 -1
Pt = flev ez, €51l :% 0 2 0
1 -1

En effectuant le produit A’ = P~1AP, on trouve :

A=

S O N
S o O
-~ O O
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Remarque 3.5 Puisque A" = M(f), ceci veut dire que :
fleh)=2ey , f(eh) =2¢5 , f(e5)=4eh
comme d’ailleurs on le vérifie directement. On a, en effet :

f (6/1) = f(er—e3) = f(er) — f(e3)

Or f(e1) = 3ey + e3 (cf. la premiére colonne de la matrice A ); de méme f (e3) = e + 3es.
Donc : f(€}) = 2e; — 2e3 = 2¢], ete.

3.8 Rang d’une matrice

Comme nous I'avons vu ( proposition 2.3 ), on appelle rang d’une application linéaire f la
dimension de Im f. Puisque Lx(E, F') est isomorphe a M,,,,(K), il faut s’attendre a ce que 'on
puisse calculer le rang de f a 'aide de la matrice associée a f. C’est ce que nous allons voir

dans ce paragraphe.

Definition 3.9 1. Soit F = {v;},.; une famille de vecteurs. On appelle rang de la famille la
dimension de l’espace engendré par les vecteurs {v;},c;.

2. Soit A € My, (K),A=|ci,...,c| ot Uon a noté ¢; les vecteurs colonnes de A (notons
que ¢; € KP ). On appelle rang de la matrice A le rang de la famille des vecteurs colonnes de

A
rg||er, ..o enl =g {er, ... e} = dim Vect {¢y, ..., e}

Proposition 3.10 Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie et f € L(E,F).

Soient {e1,...,en},{e1,...,6p} deux bases quelconques de E et F respectivement, et A =
M(f)eie;- On a alors :

rg f =rgA.
En particulier : deux matrices qui représentent la méme application linéaire en des bases

différentes ont méme rang. En particulier, deux matrices semblables ont méme rang.

Preuve. En effet :
A=M(fee; = If (e1) -, fen)ll,,

donc
rg A =dim (Vect {f (e1),..., f(en)}) = dim(Im f) = rg f.
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Soit A € M, ,(K) et 'A la matrice dont les lignes sont les colonnes de A. Par exemple, si :
2 ! 2 0 1
A= 0 31, 'A=
-1 3 8
1 8

' A est dite transposée de A.

Proposition 3.11 Pour toute matrice A, on a :

rg A =r1g(*A).
Exemple 3.15 Calculer le rang de la matrice :

1 -1 3 51
A=12 0 -1 3
3 -1 2 8 2

D’apreés la définition, il faudrait calculer le rang des vecteurs colonnes en échelonnant la ma-

trice : ~ _
12 3
-1 0 -1
3 -1 2
5 3 8
|1 L2

Mais d’aprés la proposition 3.11, cela revient a calculer le rang des vecteurs lignes (c’est-a dire
a échelonner la matrice elle-méme), ce qui est plus simple a priori. On voit, d’ailleurs, que la

troisieme ligne est la somme des deux premiéres lignes qui sont indépendantes entre elles. Donc
rg A =2.
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3.9 Exercices

Exercice 1.

Soit
1 0 O
A= 0 0 1
0 -1 0

1. Calculer A% et A3. Calculer A% — A2 + A — 1.
2. Exprimer A~! en fonction de A2, A et I.
3. Exprimer A% en fonction de A%, A et I.

Exercice 2.

Soit A la matrice

3 0 1
A= -1 3 =2
-1 1 0

Calculer (A — 27)3, puis en déduire que A est inversible et déterminer A~! en fonction de
I, A et de A
Exercice 3.

Soit 8 = (e1, €3, €3) la base canonique de R3.
Soit u 'application linéaire qui a un vecteur x = (xy, x5, z3) € R? associe le vecteur

u(r) = (v — 273,271 — T2 + 423, 71 — T2 + 373)

. Déterminer la matrice A de u dans la base canonique.
. Déterminer une base (a, b) de ker(u — Id).

. Donner un vecteur ¢ tel que ker(u) = vect(c).

. Montrer que 3" = (a, b, c) est une base de R3.

. Déterminer la matrice D de u dans la base 3.

S O = W N~

. Montrer que Im(u) = ker(u — Id)
7. Montrer que ker(u) @ Im(u) = R3.
Exercice 4.
Soit u : Ry[X]| — R[X] défini par u(P) =P + (1 — X)P’
Soit 8 = (1, X, X?) la base canonique de Ry[X]
1. Montrer que u est un endomorphisme de Ry[X].
2. Déterminer la matrice de u dans f.
3. Déterminer le noyau et I'image de wu.
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3.10 Solutions

Exercice 1.

1.
0 0 1 0 0 1 0 0
A2=10 0 1 0 0 1|=]10-1 0
0 -1 0 0 -1 0 0 0 -1
1 0 0 1 0 0 1 0 0
AB=A%A=10 -1 0 0 0 1|=00 —1
0 -1 0 -1 0 01 0
10 0 0 0
AB A2+ A-T=]100 -1 |-10 =1
01 0 0 0 -1
1 0 0 100 000
+1 0 o 1|-flo1o0of|l=]l000]=0
0 -1 0 00 1 00 0

2.8 A2+ A-T=0A(A*—A+1)=Tdonc Al =A? - A+1
3. A3 =A% — A+ 1 donc

A= AA A+ ) = A - A+ A= (A —A+]) - A+ A=1

Exercice 2. On a :

1 0 1
A-2 = | =1 1 =2
-1 1 =2
1 0 1 1 0 1 0 1 -1
(A—21)? = -1 1 =2 -1 1 -2 =0 -1 1
-1 1 =2 -1 1 -2 0 -1 1
1 0 1 0 1 -1
(A=21P = (A-2l)(A-2])*=]| -1 1 -2 0 -1 1
-1 1 -2 0 —1 1

Ce qui entraine que
AP —3x 247 +3x22A-2°T=0
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Car A et I commutent.
Ce qui équivaut a
A3 —6A7 +12A -8 =0

Soit encore
A% —6A% + 12A =81

Puis en divisant par 8 et en mettant A en facteur

1, 3, 3\
A<§A—1A+§I>_I

Ce qui montre que A est inversible et que

1 3 3
Al =-A2 A+ 2]
8 4 2
Exercice 3.
1. Les coordonnées de u(z) dans la base canonique sont
To — 2I3 0 1 —2 T
2:151 — To + 41’3 = 2 -1 4 i)
xr1 — Tg + 3l‘3 1 -1 3 T3
Donc la matrice de u dans la base canonique est
0o 1 =2
A=12 -1 4
1 -1 3
T
2. Soit X = | x5 | les coordonnées d'un vecteur x = (z1, z9, x3) dans la base canonique
Zs

x = (x1,29,23) Eker(u—1Id) < (A-1X =0

1 1 -2 7 0
VN 2 —2 4 s | =10
1 -1 2 T3 0

,
—$1+$2—2l’3:0

<~ 200 — 200+ 413 =0 21 — 29+ 223 =0 < 21 = 9 — 223

[ Z1— X2+ 223 =10

Donc z = (x9 — 2x3, 9, x3) = x2(1,1,0) + 23(—2,0, 1)
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On pose a = (1,1,0) et b = (—2,0,1), (a, b) est une famille de deux vecteurs non proportion-

nels, donc libre, qui engendrent ker(u — Id), ¢’est une base de ker(u — Id).
€
3. Soit X = | x5 | les coordonnées d'un vecteur x = (1, z2, x3) dans la base canonique

€3

x = (r1,22,73) € ker(u) s AX =0

0 1 —2 I 0
<~ 2 -1 4 T =
1 -1 3 T3
( I2—2$3:0 1‘2:21‘3
<~ le—x2+4x3:0 = 2$1—2x3+4x3:()
L £IZ’1—SL’2+3LL’3:O $1—2£IZ’3+33§’3:0
1’2:25E3
Tr1 — —T3
= 2371+22U3:O <:>{
.T2:2I3
$1+ZE3:0

Donc z = (—x3,2x3,x3), si on pose ¢ = (—1,2,1) alors ker(u) = Vect(c)
4.
1 -2 -1
det(a,b,c) = |1 0 2 |=
0 1 1
= 2 (=241)=-14£0

0 2
11

-2 -1
1 1

En développant par rapport & la premiere colonne, donc (a, b, c) est une base de R3.
5. u(a) —a = Ogs = u(a) = a, de méme u(b) = b et u(c) = Ogs donc

D=

o O =
o = O
o O O

6. D’apres la matrice de u dans la base ', Im(u) = Vect(a, b) = ker(u — Id)
7. D’apres le théoreme du rang

dim(ker u) + dim(Imu) = dim (R?)

Il reste a montrer que U'intersection de ker(u) et de Im(u) est le vecteur nul.

x € ker(u) x € ker(u — Id)
o { u(z) = Ogs @{ u(z) = Ogs o 2= Ons

x € ker(u)NIm(u) < { @ € m(u) & { v € ker(u)

u(z) —x = Ogs u(r) =x
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On a donc ker(u) @ Im(u) = R?
Exercice 4.

1.
u(aP + 8Q) = aP + Q + (1 — X)(aP + Q)

= aP+Q+ (1 — X) (aP' + Q)
=a(P+(1-X)P)+5(Q+(1-X)Q) = au(P) + fu(Q)

Donc u est une application linéaire
d°P <2=d°u(P)<2

Elle va de Ry[X] dans Ry[X] il s’agit d’'un endomorphisme de Ro[X].

> u)=1+(1-X)x0=1
wX)=X+(1-X)x1=1
w(X?) = X2+ (1— X) x2X =2X — X2
1 1 0
A=10 0 2
00 -1
3. P € ker(u)
u(P) = 0&u(aX?+bX +c) =au(X?) + bu(X) + cu(1)
= a(2X - X?*)4+b+c=0
& —aX2+2aX—|—b+c:O<:>{Ca:Ob

P = bX —b=0bX—1)
Donc ker(u) est la droite vectorielle engendrée par le polynéme X — 1.

Im(u) = Vect (u(l),u(X),u(X?)) = Vect (1,1,2X — X?)
= Vect (1,2X — X?)

Ces deux polynoémes ne sont pas proportionnels ils forment donc une famille libre (et génératrice)

de Im(u) donc une base de Im(u).
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